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Yor^wort  des  Herausgebers. 


r-  Auf  den  Antrag  der  Verlagsbuchhandlung  von  B.  G.  Teubner  in 

o  Leipzig  habe  ich  es  übernommen^  eine  deutsche  Ausgabe  der  ^,Teoria 
^  delle  funzioni  analitiche^'  von  G.  Vivanti  zu  veranstalten.  Ich  bin 
p:  diesem  Antrage  deswegen  gern  gefolgt,  weil  ich  selbst  vor  Jahren 
^  Vorarbeiten  zu  einer  Monographie  der  eindeutigen  und  insbesondere 
der  ganzen  Funktionen  begonnen  hatte,  zu  der  ich  aus  Seminar- 
vorträgen  von  Weierstraß  und  späteren  Unterhaltungen  mit  diesem 
Anregungen  empfangen  hatte.  Die  stetig  zunehmende  Fülle  neuer 
Arbeitöi  über  das  genannte  Gebiet  sowie  eine  starke  Inanspruch- 
nahme meiner  Zeit  und  Arbeitskraft  nach  anderen  Richtungen  waren 
aber  der  Ausführung  meiner  Absicht  nicht  günstig,  und  es  war  mir 
daher  eine  Freude,  die  geringe  Muße,  die  mir  verblieb,  der  deutschen 
Ausgabe  von  Vivantis  Theorie  der  eindeutigen  andlytisclien  Funktionen. 
zu  widmen,  die  in  vieler  Hinsicht  meinen  alten  Plan  verwirklichte. 
Für  die  deutsche  Ausgabe  erschien  es  mir  zunächst  als  unerläß- 
lich, den  dritten  Teil  einheitlich  zu  gestalten  und  erheblich  weiter 
auszubauen,  als  dies  im  Original  der  Fall  war.  Der  Herr  Verfasser, 
dessen  ausgezeichnete  Kenntnis  der  deutschen  Sprache  dem  Werk  in 
jeder  Weise  zu  statten  gekommen  ist,  hat  meine  wesentlichen  Wünsche 
auf  das  Entgegenkommendste  erfüllt;  er  hat  nicht  nur  den  dritten  Teil 
fast  ganz  neu  gefaßt,  sondern  er  hat  auch  die  beiden  ersten  Teile 
mehr  oder  minder  großen  Änderungen  und  Ergänzungen  unterworfen. 
Es  sei  mir  gestattet,  Herrn  Vivanti  für  die  Berücksichtigung  meiner 
Wünsche  und  für  die  unermüdliche  Liebenswürdigkeit,  mit  der  er  alle 
Korrekturen  und  Revisionen  durchgesehen  hat,  meinen  wärmsten  Dank 
auszusprechen. 

Als  Grundlage  für  die  deutsche  Ausgabe  diente  in  erster  Linie 
das  von  dem  Verfasser  durchgesehene  bezw.  umgearbeitete  Original- 
manuskript; dessen  Übersetzung  übertrug  die  Verlagsbuchhandlung 
Herrn  Kandidat  d.  h.  Seh.  R.  Kneschke  in  Braunschweig,  der  seine 
Aufgabe  in  dankenswerter  Weise  erledigt  und  auch  bei  der  Korrektur 
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IV  Vorwort. 

geholfen  hat.  Dieses  deutsche  Manuskript  unterzog  ich  nun  einer 
sachlichen  und  sprachlichen  Überarbeitung,  die  dann  ihrerseits  die 
Druckvorlage  hergab.  Die  Korrektur  war  ziemlich  zeitraubend  und 
umständlich.  Auf  meine  Bitte  beteiligten  sich  die  Herren  A.  Schoen- 
flies  und  P.  Stäckel  in  der  bereitwilligsten  Weise  an  der  Durch- 
sicht, und  ich  schulde  beiden  sehr  verehrten  Kollegen  für  zahlreiche 
formale  und  sachliche  Bemerkungen  herzlichsten  Dank. 

Ganz  besondere  Aufmerksamkeit  haben  der  Herr  Verfasser  und 
ich  auf  genauen  Ausdruck  und  vor  allem  auf  zweckmäßige  Termino-' 
logie  gelegt.  Vielleicht  trägt  das  vorliegende  Buch  dazu  bei,  dem 
schwankenden  Sprachgebrauche,  namentlich  im  Gebiete  der  ganzen 
Funktionen,  ein  Ende  zu  machen.  Die  gewählte  Bezeichnungsweise 
scheint  mir  allgemeine  Annahme  zu  verdienen. 

Die  Fertigstellung  der  vorliegenden  Bearbeitung  hat  sich  erheb- 
lich verzögert  durch  Umstände,  deren  Behebung  nicht  in  meiner 
Macht  lag.  Ich  möchte  nicht  unterlassen,  der  Firma  B.  G.  Teubner 
für  die  Geduld  und  für  das  liebenswürdige  Eingehen  auf  alle  meine 
Wünsche  hiermit  noch  meinen  besonderen  Dank  auszusprechen.  Möge 
die  Aufnahme  des  Buches  der  von  allen  Seiten  aufgewandten  liebe- 
vollen Sorgfalt  entsprechen! 

Halle  a.  S.,  im  Oktober  1905. 

A.  Outzmer. 
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Der  vorliegende  Band  ist  keineswegs  eine  einfache  Übersetzung 
meiner  im  Jahre  1901  im  Verlage  von  ü.  Hoepli  erschienenen  Teoria 
deJle  funzioni  analitiche'^  denn  der  Herausgeber  hatte  den  dringenden 
Wunsch  geäußert,  einige  Teile,  die  aus  Mangel  an  Raum  nur  gestreift 
worden  waren,  namentlich  der  letzte  Abschnitt,  möchten  eine  aus- 
führliche Behandlung  und  Darstellung  erhalten. 

Ich  bin  diesem  Wunsche  um  so  lieber  nachgekommen,  als  einige 
inzwischen  erschienene  Arbeiten,  besonders  diejenigen  von  Pringsheim, 
dazu  geeignet  waren,  meine  Aufgabe  zu  erleichtem,  ohne  mich  zu 
nötigen,  die  elementare,  d.  h.  von  der  Infinitesimalrechnung  unab- 
hängige Methode  zu  verlassen,  die  im  ganzen  Buch  streng  inne- 
gehalten wird.  So  ist  z.  B.  die  neuere  Theorie  der  ganzen  Funktionen, 
die  in  dem  italienischen  Original  auf  sechs  Seiten  behandelt  wird, 
zu  einer  wahren  Monographie  dieses  Gebietes  geworden,  in  der  die 
Ergebnisse  der  neuesten  Untersuchungen  systematisch  und  einheitlich 
entwickelt  werden.  Ich  habe  auch  die  Gelegenheit  benutzt,  um  zahl- 
reiche Veränderungen  vorzunehmen  und  Zusätze  zu  machen,  so  daß 
das  Werk,  ohne  daß  es  seine  Eigenart  verändert  hätte,  doch  als  ein 
völlig  neues  zu  betrachten  ist.  Die  Literatur  ist  bis  zur  Mitte  des 
laufenden  Jahres  fortgeführt  und  die  Bibliographie  der  Mengenlehre 
unserem  Verzeichnis  einverleibt  worden. 

Herr  A.  Gutzmer  hat  der  deutschen  Ausgabe  die  größte  Sorg- 
falt und  Mühe  gewidmet;  es  sei  mir  erlaubt,  ihm  hierfür  wie  für 
zahlreiche  wertvolle  Bemerkungen  öffentlich  meinen  herzlichsten  Dank 
auszusprechen.  Ebenso  bin  ich  den  Herren  A.  Schoen flies  und 
P.  Stäckel  für  eine  Reihe  von  wichtigen  Bemerkungen  und  Rat- 
schlägen zu  besonderem  Dank  verpflichtet.  Auch  der  Liebenswürdig- 
keit der  Verlagsbuchhandlung  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig,  die 
eine  ungemein  umständliche  und  vielfältige  Revision  ermöglicht  hat, 
muß  ich  dankbar  gedenken.  Ihnen  allen  werde  ich  es  zuzuschreiben 
haben,  wenn  —  wie  ich  hoffe  —  dieses  Buch  eine  freundliche  Auf- 
nahme bei  der  deutschen  mathematischen  Jugend  finden  und  zum 
Fortschritt  der  neueren  Analysis  in  Deutschland  beihelfen  wird. 

Messina,  im  Juli  1905. 

G.  Vivanti. 
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Elemente  der  Mengenlehre  0. 


Definitionen  und  grundlegende  Sätze. 

1.  Unter  der  Umgebung  eines  Punktes  auf  einer  Geraden  ver- 
steht man  eine  Strecke  von  beliebiger  Läi^e^  die  diesen  Punkt 
enthält;  denkt  man  sich  die  Gerade  horizontal,  so  unterscheidet  man 
den  rechts  von  dem  betrachteten  Punkte  gelegenen  Teil  der  Strecke 
von  dem  links  gelegenen  durch  die  Bezeichnung  rechte  Umgebung 
bezw.  linke  Umgebung.  Unter  der  Umgebung  eines  Punktes 
(einer  Stelle)  in  einer  Ebene  versteht  man  einen  ebenen  Bereich  von 
beliebiger  Form  und  Ausdehnung,  der  den  betreflfenden  Punkt  ein- 
schließt. Häufig  werden  wir  als  Umgebung  eines  Punktes  einen  Kreis 
nehmen,  der  mit  beliebigem  Radius  um  jenen  Punkt  beschrieben  ist. 

Für  gewisse  analytische  Untersuchungen  empfiehlt  es  sich,  die 
Ebene  —  im  Gegensatz  zur  Geometrie  —  als  nur  mit  einem  unend- 
lich fernen  Punkte  behaftet  anzunehmen.  Als  Umgebung  des  unend- 
lich fernen  Punktes  muß  man  dann  den  unendlichen  Teil  der  Ebene 
bezeichnen,  der  atißerhalb  jedes  beliebigen  endlichen  Bereiches  ver- 
bleibt»). 

2,  Als  eine  Menge  bezeichnet  man  eine  wohldefinierte  Gesamt- 
heit von  Elementen  von  der  Art,  daß  sich,  wenn  ein  Element  gegeben 

1)  Über  die  Bibliographie  des  Gegenstandes  siehe  Vivanti,  497,  498,  610. 
(Diese  Nummern  beziehen  sich  auf  das  bibliographische  Verzeichnis,  das  sich 
am  Schluß  dieses  Werkes  befindet.)  Eine  ausführliche  Behandlung  der  Mengen- 
lehre wurde  kürzlich  von  Schön  flies  (442)  veröffentlicht.  Neueste  Literatur: 
Bernstein  25,  Bindoni  38,  Borel  46,  Bortolotti  80,  Dunan  140,  Evellin 
et  Z.  143,  Gundersen  179,  Hausdorff  200,  Jürgens  219,  Keyser  221,  Levi 
261,  262,  Maillet  281,  282,  Russell  436,  Schönflies  446,  Whitehead  619, 
Zermelo  623. 

2)  Hinsichtlich  des  Weges,  auf  welchem  man  zu  dieser  Definition  gelangt, 
vergleiche  man:  Vivanti,  Corso  di  calcolo  infinitesimale,  S.  20  und  67,  Messina, 
Trimarchi  1899. 

YiTantii  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktion en.  1 
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ist;  stets  entscheiden  läßt^  ob  es  der  betrachteten  Gesamtheit  ange- 
hört oder  nicht.  Wir  werden  im  besondem  Mengen  von  Punkten  zu 
betrachten  haben,  die  auf  einer  Geraden  oder  in  einer  Ebene  liegen. 
Eine  Menge  heißt  endlich,  wenn  man,  indem  die  Elemente 
einzeln  weggenommen  und  ihnen  der  Reihe  nach  die  Glieder  der 
natürlichen  Zahlenreihe  zugeordnet  werden,  schließlich  bis  zu  einem 
Gliede  gelangt,  über  das  hinaus  das  Verfahren  nicht  mehr  fortgesetzt 
werden  kann,  weil  nunmehr  alle  Elemente  der  Menge  weggenommen 
sind.  Bezeichnet  man  also  die  Elemente  mit  einem  und  demselben 
Buchstaben,  der  als  Index  beziehungsweise  die  entsprechende  Zahl 
erhält,  so  läßt  sich  eine  endliche  Menge  stets  folgendermaßen  dar- 
stellen: 

«1,  ag,  •  •  •,  a„. 

Eine  nicht  endliche  Menge  heißt  unendlich. 

Man  sagt  Ton  einer  Menge  Jf,  sie  sei  in  einer  andern  Menge  N 
enthalten  oder  bilde  einen  Bestandteil  oder  eine  Teilmenge  von 
Ny  wenn  alle  Elemente  von  M  zugleich  N  angehören;  man  nennt  M 
einen  echten  Bestandteil  von  N,  wenn  M  einen  Bestandteil  von 
N  bildet,  ohne  mit  N  identisch  zu  sein. 

3.  Ein  Punkt  heißt  Grenzstelle  (Häufungsstelle)  einer  gegebenen, 
in  einer  Ebene  liegenden  Punktmenge,  wenn  in  jeder  beliebigen  Um- 
gebung von  ihm  Punkte  der  Menge  enthalten  sind,  die  von  ihm  ver- 
schieden sind.  Zum  Beispiel  hat  die  Menge  aller  Punkte  der  Ebene, 
däuTen  kartesische  Koordinaten  in  bezug  auf  zwei  Achsen  rational  sind, 
alle  Punkte  der  Ebene  zu  Grenzstellen;  die  Menge  aller  Schnitt- 
punkte zweier  Büschel  paralleler  Geraden  von  gleichem  endlichen 
Abstände  hat  als  einzige  Grenzstelle  den  unendlich  fernen  Punkt. 

Eine  Grenzstelle  einer  Menge  kann  der  Menge  selbst  angehören 
oder  nicht. 

4.  Eine  endliche  Menge  hat  keine  Grenzstelle. 
In  der  Tat: 

a)  der  unendlich  ferne  Punkt  kann  keine  ihr  zugehörige  Grenz- 
stelle sein,  weil  sich  immer  ein  endlicher  Bereich  angeben  läßt, 
welcher  aUe  in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Punkte  der  Menge 
einschließt; 

b)  irgendwelcher  andre  Punkt  P  kann  es  nicht  sein,  weil,  wenn 
d  die  kleinste  der  Entfernungen  des  Punktes  P  von  den  einzelnen 
Punkten  der  Menge  ist  (P  selbst,  wenn  er  ihr  angehört,  ausgenommen), 
ein  Kreis  mit  dem  Mittelpimkt  P  und  von  kleinerem  Eadius  als  d 
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keinen   von   P  verschiedenen,    der   Menge   angehörenden  Punkt   ein- 
schließen kann. 

5.  Eine  unendliche  Punktmenge  besitzt  mindestens  eine 
Grenzstelle. 

Es  können  zwei  Fälle  eintreten:  entweder  gibt  es  ein  Rechteck 
von  endlichen  Dimensionen,  das  alle  Punkte  der  gegebenen  Menge 
A  in  sich  enthält,  oder  keines.  Im  zweiten  Falle  ist  der  unendlich 
ferne  Punkt  eine  Grenzstelle  der  Punktmenge.  Im  ersten  Falle  wird, 
wenn  man  sich  das  Rechteck  durch  zwei  Parallelen  zu  den  Seiten  in 
vier  gleiche  Rechtecke  jS^,  jö^,  /Sg,  (^^  geteilt  denkt,  mindestens  eines 
der  vier  Rechtecke,  etwa  j^^,  unendlich  viele  Punkte  von  A  enthalten. 
Wird  j3i  in  derselben  Weise  in  vier  gleiche  Rechtecke  y^,  yg,  yg,  y^ 
geteilt,  so  wird  mindestens  eines  von  diesen,  etwa  y^,  unendlich  viele 
Punkte  von  A  enthalten  usw.  Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  der 
Rechtecke  «;  jä^,  y^,  •  •  •  in  bezug  auf  zwei  zu  den  Seiten  von  a 
parallele  Achsen  bilden  zwei  Elassenpaare,  und  der  Punkt  P,  der 
deren  Trennungselemente^)  zu  Koordinaten  hat,  liegt  innerhalb 
aller  dieser  Rechtecke;  ist  also  irgendwelche  Umgebung  von  P  ge- 
geben, so  läßt  sich  in  der  Folge  von  Rechtecken  immer  ein  erstes 
finden,  das  darin  enthalten  ist^),  so  daß  die  Umgebung  sicherlich  un- 
endlich viele  Punkte  von  A  einschließt.  Folglich  ist  P  eine  Grenz- 
stelle der  gegebenen  Punktmenge. 

6.  Die  Gesamtheit  aller  GrenzsteUen  einer  Menge  A  heißt  die 
Ableitung  von  A  und  wird  mit  A'  bezeichnet.  Besteht  die  Menge 
A'  aus  unendlich  vielen  Punkten,  so  besitzt  sie  eine  abgeleitete  Menge 
A'\  welche  die  zweite  Ableitung  von  A  genannt  wird  usf. 

Wenn  man  nach  einer  endlichen  Anzahl'^  von  Ableitungen  eine 
endliche  Menge  A^^  erhalt,  so  sagt  man,  A  ist  von  der  ersten 
Gattung  und  von  der  Art  w;  im  entgegengesetzten  Falle  heißt  A 
von  der  zweiten  Gattung. 

Aus  der  Definition  der  abgeleiteten  Menge  folgt  unmittelbar: 
Wenn  J.  in  P  enthalten  ist,    so  ist   auch  Ä  in  P'  ent- 
halten. 

?•  Wie  auch  die  Menge  A  beschaffen  sei,  stets  ist  A"  in 
A'  enthalten. 

1)  Über  diese  Begriffe  siehe  z.  B.  Vivanti,  a.  a.  0.,  S.  17. 

2)  Nehmen  wir  z.  B.  als  Umgebung  von  P  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpxmkt  P 
(s.  Art.  1),  so  können  wir  in  der  Reihe  der  Rechtecke  a»  ft,  y^,  •  •  •  stets  ein 
erstes  Rechteck  finden,  dessen  Diagonale  kleiner  ist  als  der  Radius  des  Kreises, 
und  da  dieses  Rechteck  den  Mittelpunkt  P  enthalten  muß,  so  wird  es  (und 
ebenso  alle  folgenden)  vollständig  in  dem  Kreise  enthalten  sein. 

1* 
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4  Erster  Teil.    Elemente  der  Mengenlehre.  - 

Ist  P  irgend  ein  Punkt  von  A"  und  wird  um  P  als  Mittelpunkt 
ein  beliebig  kleiner  Kreis  8  beschrieben,  so  liegen  innerhalb  desselben 
Punkte  von  A\  die  von  P  verschieden  sind.  Ist  Q  einer  derselben 
und  wird  innerhalb  8  um  Q  als  Mittelpunkt  ein  Kreis  a  beschrieben,  der 
P  nicht  enthält,  so  liegen  Punkte  von  A  in  a.  Daraus  folgt,  daß  es 
innerhalb  8  Punkte  von  A  gibt,  die  von  P  verschieden  sind;  mithin 
ist  P  eine  GrenzsteUe  von  A  und  gehört  demnach  A'  an. 

8.  Eine  Menge  heißt  isoliert,  wenn  sie  mit  ihrer  Ableitung 
keinen  Punkt  gemein  hat;  abgeschlossen,  wenn  sie  ihre  eigene  Ab- 
leitung enthält;  in  sich  dicht,  wenn  sie  in  ihr  enthalten  ist;  perfekt, 
wenn  sie  mit  ihrer  eigenen  Ableitung  identisch  ist. 

Eine  Menge  heißt  überall  dicht  in  einem  linearen  oder  ebenen 
Bereiche,  wenn  alle  Punkte  des  Bereiches  ihr  zugehörige  Gb-enzstellen 
sind,  wenn  es  also  keinen  noch  so  kleinen  linearen  bezw.  ebenen 
Teilbereich  gibt,  der  nicht  Punkte  der  Menge  enthielte. 

Eine  Menge  heißt  zusammenhängend,  wenn  sich  nach  Wahl 
zweier  beliebiger  Punkte  P,  Q  der  Menge  und  nach  Annahme  einer 
beliebig  kleinen  Ghröße  6  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  A^,  A^, 
•  •  •,  4^  der  Menge  finden  läßt,  so  daß  die  Strecken  PA^y  A^A^^  -  -  -, 
A^_^A^,  A^Q  sämtlich  kleiner  sind  als  6, 

Eine  perfekte  und  zusammenhängende  Menge  heißt  eine  stetige 
Menge  oder  ein  Kontinuum. 

9.  Jede  zusammenhängende  Menge  ist  in  sich  dicht. 

Gäbe  es  nämlich  einen  Punkt  P  der  Menge,  welcher  keine  Grenz- 
steUe derselben  bildet,  so  würde  sich  um  P  als  Mittelpunkt  ein  Kreis 
beschreiben  lassen,  der  außer  P  keinen  weiteren  Punkt  der  Menge 
enthielte;  ebendeswegen  würde  es  nicht  möglich  sein,  P  mit  einem 
andern  Punkte  der  Menge  durch  eine  gebrochene  Linie  wie  die  des 
vorigen  Artikels  zu  verbinden,  die  aus  Strecken  bestünde,  die  kleiner 
wären  als  der  Radius  dieses  Kreises. 

10.  Wenn  eine  Menge  A  in  sich  dicht  ist,  so  ist  ihre 
Ableitung  eine  perfekte  Menge. 

Da  JL  in  J.'  enthalten  ist,  so  ist  auch  Ä  in  A"  enthalten  (Art.  6 
am  Ende).  Nun  ist  A"  in  A'  enthalten  (Art.  7),  also  ist  A'  =  J.", 
d.  h.  A  ist  perfekt. 

11.  Wenn  eine  perfekte  Menge  A  eine  abgeschlossene 
Menge  A^  als  echten  Bestandteil  enthält,  so  ist  die  ver- 
bleibende Menge  A^  in  sich  dicht. 

Ist  P  ein  Punkt  von  -4^,  so  wird  er,  weil  er  A  angehört,  Ghrenz- 
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stelle  von  A  und,  da  er  es  nicht  von  A^  sein  kann  (weil  alle  Grenz- 
stellen von  A^  ja  A^  angehören),  auch  von  A^  sein.  Folglich  ist  A^ 
in   sich   dicht  ^). 

Mäohtigkeit  der  Mengen. 

13.  Zwei  Mengen  haben,  wie  man  sagt,  gleiche  Mächtigkeit 
oder  sind  äquivalent,  wenn  sich  zwischen  ihren  Elementen  (über 
deren  Natur  keine  besondere  Voraussetzung  gemacht  wird)  eine  ein- 
eindeutige und  vollständige  Beziehung,  d.  h.  eine  solche  Beziehung 
herstellen  läßt,  daß  jedem  Elemente  der  einen  von  beiden  Mengen 
ein  und  nur  ein  Element  der  andern  entspricht  und  umgekehrt. 

Damit  dürfen  wir  behaupten,  den  Begriff  der  Mächtigkeit^)  den 
Prinzipien  der  allgemeinen  Größenlehre  gemäß  gebührend  definiert 
zu  haben. 

Die  Mächtigkeit  einer  Menge  A  bezeichnet  man  nach  G.  Cantor 
gewöhnlich  mit  A\  die  beiden  darüber  gesetzten  Striche  sollen  an- 
deuten, daß  man  ebenso  von  der  Natur  wie  von  der  Ordnung  der 
Elemente  absieht. 

Der  von  uns  eingeführte  Begriff  der  Gleichheit  von  Mächtig- 
keiten besitzt,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  die  beiden 
charakteristischen  Eigenschaften   der   Gleichheit  überhaupt,  nämlich: 

a)  Wenn  ein  Ding  einem  andern  gleich  ist,  so  ist  das  zweite 
dem  ersten  gleich. 

b)  Zwei  Dinge,  die  einem  dritten  gleich  sind,  sind  unter- 
einander gleich^). 

Die  Äquivalenz  zweier  Mengen  A^^  A^  wird  folgendermaßen  be- 
zeichnet: 

A^o^  A^y 

während  die  Bezeichnung  A^  =  A^  angibt,  daß  die  beiden  Mengen 
identisch,  d.  h.  aus  denselben  Elementen  gebildet  sind. 

Die  Mächtigkeit  einer  Menge  wird  auch  ihre  Kardinalzahl  ge- 
nannt, so  daß  alle  äquivalenten  Mengen  dieselbe  Kardinalzahl  haben. 

1)  Die  in  diesem  Kapitel  entwickelten  Definitionen  und  Sätze  lassen  sich 
unmittelbar  auf  Punktmengen  im  n-dimensionalen  euklidischen  Eaume  über- 
tragen. 

2)  Vgl.  Bettazzi,  Teoria  delle  grandezze,  S.  3 — 7,  Pisa,  Spoerri,  1890.  — 
Die  Definition  der  Mächtigkeit  gehört  zu  denjenigen,  welche  die  Logiker  Defini- 
tionen durch  Abstraktion  nennen.  S.  Burali-Forti,  Logica  matematica, 
S.  140,  Mailand,  Hoepli,  1894. 

3)  Die  Eigenschaft:  Jedes  Ding  ist  sich  selbst  {gleich,  ist  eine  Folge  von 
a)  und  b). 


Digiti 


izedby  Google 


6  Erster  Teil.    Elemente  der  Mengenlehre. 

Die  Eardinalzahl  einer  endlichen  Menge  wird  mittelst  des  Zeichens 
angegeben^  welches  die  Anzahl  ihrer  Elemente  darstellt;  das  ist  des- 
halb zulässig^  weil  zwei  endliche  Mengen  immer  und  nur  dann  äqui- 
valent sind,  wenn  sie  die  gleiche  Anzahl  von  Elementen  enthalten. 

13.  Sind  Ay  B  zwei  Mengen  ohne  gemeinsames  Element,  so  wird 
die  Gesamtheit  ihrer  Elemente  mit  {A^  B)  oder  gewöhnlich  mit 
Ä+B  bezeichnet.  Die  Kardinalzahl  der  Menge  Ä+B  (Vereinigungs- 
menge von  Ä  und  B  nach  Gantor)  wird  als  die  Summe  der  Kar- 
dinalzahlen TOn  Ä  und  von  B  definiert,  und  man  schreibt: 


Ä  +  B^A  +  B, 

Analog  verfahrt  man  bei  einer  größeren  Anzahl  von  Mengen. 

Die  Operation,  durch  welche  aus  mehreren  gegebenen  Kardinal- 
zahlen ihre  Summe  gebildet  wird,  heißt  Addition. 

Setzt  man  Z  =  a,  jB  =  6,  17=  C,  so  gilt  oflfenbar: 

a  +  (6  +  c)  =  (a  -t-  6)  -f  c, 

0  +  6  =  b  +  a, 

d.  h.:   Die  Addition  der   Kardinalzahlen  besitzt  die  assozia- 
tive und  die  kommutative  Eigenschaft. 

14.  Sind  Ä,  B  zwei  beliebige  Mengen,  so  bezeichnet  man  mit 
Ä  '  B  (Verbindungsmenge  von  Ä  und  B)  die  Gesamtheit  der  Paare, 
die  man  erhält,  wenn  man  jedwedes  Element  von  Ä  mit  jedwedem 
Elemente  von  B  verbindet.  Die  Kardinalzahl  von  Ä  •  B  wird  als 
das  Produkt  der  Kardinalzahlen  von  Ä  und  von  B  definiert,  und 

man  schreibt:  _    __ 

ÄTB^ÄB. 

Analog  verfährt  man  bei  einer  größeren  Anzahl  von  Mengen. 

Die  Operation,  durch  welche  aus  mehreren  gegebenen  Kardinal- 
zahlen ihr  Produkt  gebildet  wird,  heißt  Multiplikation. 

Offenbar  gilt,  unter  Anwendung  der  früheren  Bezeichnungen: 

a  (b  •  c)  =-  (a  •  b)  c, 

a .  b  =  b  •  a, 

a  (b  -f  c)  =  a  •  b  -f-  a  •  c, 

d.  h.:  Die  Multiplikation  der  Kardinalzahlen  besitzt  die  asso- 
ziative, die  kommutative  und  die  distributive  Eigenschaft. 

16.  Es  läßt  sich  leicht  bestätigen,  daß,  wenn  Ä  und  B  endliche 
Mengen  sind,  die  Addition  und  die  Multiplikation  der  entsprechenden 
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Kardinalzahlen  auf  die  gewöhnliche  Addition  und  Multiplikation  posi- 
tiver ganzer  Zahlen  hinausläuft.  Wenn  A^  a,  B  =  b  ist,  wo  a,  6 
endliche  Zahlen  sind,  so  ist  tatsächlich  die  Anzahl  der  Elemente  der 
Menge  A  +  B,  die  aus  allen  ihren  Elementen,  zusammengenommen, 
gebildet  wird,  a  +  b,  und  ebenso  ist  die  Anzahl  der  Paare,  die  aus 
einem  Elemente  von  A  und  einem  von  B  gebildet  werden,  ab. 

Ist  A  endlich  (2f  =  n)  und  B  unendlich,  so  ist  AB  die  Gesamt- 
lieit  der  Elemente  von  JS,  wenn  jedes  n-mal  wiederholt  wird,  d.  h.: 

12  n 

nB^B  +  B+ VB, 

16.  Weniger  einfach  ist  die  Ausdehnung  des  Begriflfs  der  Potenz 
auf  unendliche  Mengen. 

Sind  Aj  B  zwei  beliebige  Mengen,  so  kann  man  die  Elemente 
von  B  auf  mannigfache  Arten  durch  eventuell  nicht  lauter  verschiedene 
Elemente  von  A  ersetzen;  die  Gesamtheit  dieser  verschiedenen  Arten 
wird  mit  A^  (Belegungsmenge  von  B  mit  A)  bezeichnet,  und  man 

schreibt:  

^«  =  a^ 

wo  -4  =  0,  JB  =  b  gesetzt  ist. 

Sind  A  und  B  endlich,  so  ist  A^  die  Gesamtheit  der  Anord- 
nungen von  a  Elementen  in  b  Stellen  mit  Wiederholung,  eine  Zahl, 
welche  genau  a*  ist. 

Ist  A  unendlich,  B  endlich,  so  ist  A^  die  Gesamtheit  der  An- 
ordnungen der  Elemente  von  J.  in  b  Stellen  mit  Wiederholung,  also 
(Art.  14)  das  Produkt  von  b  Faktoren,  die  gleich  A  sind. 

Welcher  Art  nun  auch  die  Mengen  Ay  B,  C  sind,  stets  gelten 
-die  drei  Beziehungen: 

in  der  Tat  liefern  uns  alle  Arten,   die   Elemente  von  B  durch  Ele- 
mente von  A  zu  ersetzen,  kombiniert  mit  allen  Arten,  die  Elemente 
von  C  durch  Elemente  von  A  zu  ersetzen,  alle  Arten,  die  Elemente 
von  B-{-  G  durch  Elemente  von  A  zu  ersetzen; 
t)  (a.6)c_^c.  Je. 

in  der  Tat  liefern  alle  Arten,  die  Elemente  von  C  durch  Elemente 
von  A  zu  ersetzen,  kombiniert  mit  allen  Arten,  die  Elemente  von  C 
durch  Elemente  von  B  zu  ersetzen,  alle  Arten,  die  Elemente  von  C 
durch  Elementenpaare  von  A  und  B  zu  ersetzen; 

c)  (a^)c=,a^M:. 
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8  Erster  Teil.    Elemente  der  Mengenlehre. 

die  Menge  der  Anordnungen  der  Elemente  Ton  Ay  die  man  erhält^ 
wenn  man  die  Elemente  der  Menge  B  •  C  durch  Elemente  von  A 
ersetzt^  ist  in  der  Tat  dieselbe^  zu  welcher  man  gelangen  würde^ 
wenn  man  zuerst  Elemente  von  A  an  die  Stelle  der  Elemente  von  B 
setzte  imd  dann  die  Elemente  von  C  durch  Anordnungen  ersetzte,  die 
man  unter  den  so  erhaltenen  vorgenommen. 

17.  Die  einfachste  unendliche  Menge,  die  sich  uns  zur  Unter- 
suchung darbietet,  ist  die  durch  alle  natürlichen  Zahlen  gebildete^ 
wir  bezeichnen  sie  mit  N, 

Wir  nennen  jede  Menge  abzählbar,  welche  die  gleiche  Mäch- 
tigkeit besitzt  wie  N, 

Die  Kardinalzahl  der  abzählbaren  Mengen  wird  gewöhnlich  nach 
G.  Cantor  mit  fc^^  bezeichnet. 

18«  Jede  unendliche  Menge  enthält  eine  abzählbare 
Menge. 

Die  charakteristische  Eigenschaft,  auf  Grund  welcher  wir  von 
einer  Menge  sagen,  sie  sei  unendlich,  ist  folgende  (Art.  2):  Nimmt 
man  von  ihr  jede  beliebige  endliche  Anzahl  von  Elementen  weg, 
so  verbleiben  immer  noch  andere.  Hat  man  also  von  der  gegebenen 
Menge  A  ein  Element  a^  weggenommen,  so  kann  man  ein  zweites  a^ 
und  dann  ein  drittes  a^  wegnehmen,  und  dieses  Verfahren  läßt  sich 
unbegrenzt  fortsetzen.  Nun  ist  die  Menge  a^,  a^,  «s,  •  •  •  abzählbar, 
da  zwischen  ihr  und  N  eine  eineindeutige  und  vollständige  Beziehung 
entsteht,  wenn  man  fär  eine  beliebige  ganze  Zahl  r  dem  Elemente  a^ 
der  ersten  das  Element  r  der  zweiten  zuordnet. 

19.  Sind  zwei  Mengen  äquivalent  und  nimmt  man  von 
jeder  von  ihnen  irgend  ein  Element  weg,  so  sind  die  ver- 
bleibenden Mengen  wiederum  äquivalent. 

Die  beiden  Mengen  seien  -4,  JB;  man  iiehme  von  ihnen  beziehent- 
lich die  Elemente  a,  h  weg.  Die  verbleibenden  Mengen  bezeichne 
man  mit  (7,  D  und  schreibe: 

A^a  +  C,    B^h  +  D. 

Entsprechen  sich  a  und  h  zufolge  der  Beziehung,  welche  die 
Äquivalenz  von  A  und  B  begründet,  so  begründet  ebendiese  Beziehung 
offenbar  die  Äquivalenz  von  C  und  D.  Entsprechen  sie  sich  nicht, 
so  möge  in  A  das  Element  a^  dem  Element  6,  in  JB  das  Element  \ 
dem  Element  a  entsprechen,  und  man  schreibe: 

Digitized  by  VjOOQ IC 


.Mächtigkeit  der  Mengen.  9" 

Die  Elemente  von  E  und  von  F  entsprechen  einander  mit  Rück- 
sicht auf  die  von  vornherein  festgesetzte  Beziehung;  betrachtet  man 
nun  überdies  die  Elemente  a^  und  h^  als  sich  gegenseitig  entsprechend, 
so  ist  damit  die  Äquivalenz  der  Mengen  C,  D  festgestellt. 

20.  Kein  endlicher  (echter)  Bestandteil  einer  Menge 
kann  der  Menge  selbst  äquivalent  sein. 

Sei 

^1  =*  ö^i  +  Og  H h  «n 

ein  endlicher  (echter)  Bestandteil  einer  Menge  Ä,  und  es  werde  Ä^^Aj^ 
vorausgesetzt.  Nimmt  man  von  Ä  und  Ä^  das  gemeinsame  Element  a^ 
weg,  so  erhält  man  abermals  zwei  äquivalente  Mengen  (Art.  19);  ebenso, 
wenn  man  nach  und  nach  a^,  a^  usw.  wegnimmt.  Hat  man  aber  diese» 
Verfahren  n-mal  wiederholt,  so  wird  einerseits  eine  Menge  verbleiben, 
welche  sicher  noch  überhaupt  Elemente  enthält  (alle  diejenigen  Ele- 
mente von  Ä  nämlich,  die  nicht  A^  angehören),  andrerseits  aber  eine 
Menge,  welche  keins  mehr  enthält;  es  kann  zwischen  ihnen  sonach 
keine  Äquivalenz  bestehen.  Folglich  ist  die  gemachte  Voraussetzung 
absurd. 

21.  Jede  in  einer  endlichen  Menge  enthaltene  Menge 
ist  endlich. 

Sind 
(1)  «1?  «2;  •••;»« 

die  Elemente  der  endlichen  Menge  A,  so  können  wir  alle  diese  Ele- 
mente mittelst  n  Operationen  0^,  O2,  *  •  •,  0„  nach  und  nach  wegnehmen. 
Von  den  Elementen  a  mögen  einige  einer  bestimmten,  in  A  ent- 
haltenen Menge  B  angehören;  sind  diese  in  der  Ordnung,  in  der  sie  in 
der  Reihe  (1)  vorkommen,  a^,  a^^,  •  •  •,  so  werden  sie  nach  und  nach 
mittelst  der  Operationen  0,^,  0^,  •  •  •  weggenommen  werden  können, 
deren  Anzahl  offenbar  endlich  ist.   Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

22.  Unter  Berücksichtigung  des  Art.  21  folgt  aus  Art.  20  als 
besonderer  Fall:  Eine  endliche  Menge  kann  keinem  ihrer  Be- 
standteile äquivalent  sein^). 

1)  Dem  unbewanderten  Leser,  der  versucht  sein  könnte,  einige  der  Mer 
aufgestellten  Ergebnisse  für  axiomatisch  und  demnach  die  betreffenden  Beweise 
für  überflüssig  zu  halten,  möchten  wir  raten,  erst  ein  wenig  tiefer  in  diesen 
▼erfänglichen  und  schwierigen  Teil  der  Analysis  einzudringen.  Er  wird  dann 
sehr  bald  innewerden,  daß  einige  der  Eigenschaften,  die  man  irrtümlicher- 
weise far  logische  Axiome  anzusehen  pflegt,  ihre  Geltung  verlieren,  sobald  man 
von  endlichen  Menden  zu  unendlichen  übergeht.  Man  lese  z.  B.  gleich  den 
weiteren  Fortgang  <ueses  Artikels. 
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Diesem  Satze  steht  der  folgende  gegenüber: 

Jede  nnendliche  Menge  enthält  einen  echten  Bestandteil 
Ton  gleicher  Mächtigkeit^). 

Ist  Ä  eine  unendliche  Menge  und  sind  a^;  ^;  *  -  *  die  Elemente 
«iner  in  ihr  enthaltenen  abzählbaren  Menge  Ä^,  so  schreiben  wir: 

und  bezeichnen  femer  mit  A^  die  Menge^  die  man  erhalt^  wenn 
man  von^  A^  das  Element  a^  wegnimmt.  Zwischen  der  Menge  A. 
und  der  in  ihr  enthaltenen  Menge  Ä^=^  A^  -{-  B  läßt  sich  folgender- 
maßen eine  eineindeutige  und  yollständige  Beziehung  herstellen:  den 
Elementen  B  von  A  ordnet  man  in  A^  dieselben  Elemente  zu;  den 
Elementen  a^,  fl^,  •  *  •  von  A  ordnet  man  die  Elemente  «j,  «j,  •  •  •  von 
-4-8  zu.  Damit  ist  die  Äquivalenz  von  A  mit  der  ihr  zugehörigen 
Teilmenge  A^  festgestellt. 

23.  Sind  zwei  unendliclie  Mengen  von  der  Art,  daß  jede 
von  ihnen  eine  der  andern  äquivalente  Teilmenge  enthält, 
so  sind  sie  selbst  einander  äquivalent.     (Äquivalenzsatz *). 

A,  B  seien  die  beiden  Mengen,  A^,  B^  Teilmengen  derselben, 
so  daß: 

A  f^  B^f    B  <^  A^. 

A^  sei  der  Bestandteil  von  A^y  der  mit  Bücksicht  auf  die  Beziehung 
zwischen  A^  und  B  der  Teilmenge  B^  von  B  entspricht;  dann  ist: 

^  no  Bj  rxj  ^. 

A^  sei  der  Bestandteil  von  A^,  der  mit  Bücksicht  auf  die  Beziehung 
-zwischen  A^  und  A  der  Teilmenge  A^  von  A  entspricht;  dann  ist: 

A^r^  A^ 

usf.  Jede  der  Mengen  A,  A^y  J.,,  A^y  A^,  •  •  •  enthalt  alle  folgenden, 
und  wir  können  setzen: 

A^A^  +  C,y    A^^A^  +  C,y    .... 

Weil  jede  der  Mengen  A^y  A^y  -  - '  der  einen  oder  der  andern 
der   unendlichen  Mengen  Ay  B  äquivalent   ist,    so    bestehen   sie   alle 

1)  Diese  Eigenschaft  wird  von  verschiedenen  Autoren  als  Definition  der 
unendlichen  Mengen  betrachtet. 

2)  Dieser  wichtige,  von  G.  Oantor  ausgesprochene  Satz  ist  von  Schröder  450, 
Bernstein  26  und  Zermelo  623  bewiesen  worden. 
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Mächtigkeit  der  Mengen.  11 

aus  unendlich  yielen  Elementen^  und  ihre  allmähliche  Bildung  läßt 
sich  unbegrenzt  fortsetzen.  Bezeichnet  man  mit  D  die  Gesamtheit 
der  allen  diesen  Mengen  gemeinsamen  Elemente  (sie  kann  gegebenen- 
falls auch  Null  sein),  so  hat  man: 

^  =D  +  Ci  +  C,  +  C3  +  Q  +  ..., 
^  =  JD+C,  +  C3  +  Q  +  C5  +  .... 

Weil  nun  mit  Rücksicht  auf  die  zwischen  A  und  A^  vorhandene 
Beziehung  deren  bezügliche  Bestandteile  A^,  A^  einander  entsprechen, 
so  wird  dasselbe  für  die  verbleibenden  Teilmengen  C^,  Cg  statthaben; 
es  ist  deshalb: 

C1-C3. 

Analog  ist  allgemein: 

Schreibt  man  also  den  Ausdruck  für  A  in  der  Form: 

^  =  D  +  Ci  +  Gl  +  0,  +  C3  +  . . . 

und  vergleicht  ihn  mit  demjenigen  für  A^y  so  sieht  man,  daß  schließ- 
lich jede  der  beiden  Mengen  Ay  A^  m  eine  abzählbare  Gesamtheit 
von  Teilmengen  zerlegt  erscheint,  und  daß  die  Mengen,  die  sich  in 
beiden  Zerlegungen  der  Beihe  nach  entsprechen,  entweder  identisch 
oder  äquivalent  sind.     Daraus  folgt: 

A<^  A^ 
und  mithin: 

Ar^B, 

24:,  Umgekehrt:  Wenn  zwei  unendliche  Mengen  A,  B 
äquivalent  sind,  so  enthält  jede  von  ihnen  eine  der  andern 
äquivalente  Teilmenge. 

In  der  Tat  kann  man  zwei  Teilmengen  derselben  A^y  B^  derart 
bestimmen,  daß  (Art.  22): 

A^f^A,    B^f^B] 
nun  ist: 

A    f^    By 

folglich: 

Ai  <^  By    B^f^  A, 

26.  Sind  A,  B  zwei  Mengen  von  der  Art,  daß  A  einen  B  äqui- 
valenten Bestandteil  enthält,  ohne  daß  das  Umgekehrte  statthat,  so 
besitzen  A  und  B  nicht  gleiche  Mächtigkeit  (Art.  24). 

Wir  sagen  in  diesem  Falle,   die  Mächtigkeit  von  A  sei  größer 
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12  Erster  Teil.    Elemente  der  Mengenlehre. 

als  die  von  B,  oder  auch,  die  Mächtigkeit  von  B  sei  kleiner  als 
die  Yon  A^),  Es  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  die  so  eingeführten 
Begriffe  „größer"  und  „kleiner''  bezüglich  der  Mächtigkeit  folgende 
drei  charakteristische  Eigenschaften  besitzen  (wobei  a,  b  usf.  Mächtig- 
keiten bezeichnen): 

a)  Wenn  a  >  b,  so  ist  b  <  0. 

b)  Wenn  a  >  b,  a  =  a',  b  «  b',  so  folgt:  a'  >  b'. 

c)  Wenn  a  >  b  und  b  >  c,  so  ist  a  >  c. 

26.  Die  Mächtigkeit  einer  Menge  ist  größer  oder  gleich 
der  jeder  in  ihr  enthaltenen  Menge. 

Ist  A  die  gegebene  Menge,  A^  ein  Bestandteil  derselben,  so  läßt 
sich  in  A  eine  Teilmenge  angeben,  die  mit  -4^  äquivalent,  ja  sogar 
identisch  ist.     Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Hieraus  und  aus  Art.  18  folgt: 

Die  unendlichen  Mengen,  welche  die  kleinstmögliche 
Mächtigkeit  besitzen,  sind  die  abzählbaren  Mengen. 

In  Zeichen  hat  man  für  jede  beliebige  unendliche  Kardinalzahl  a: 

Ebendeshalb  nennt  man  die  Mächtigkeit  der  abzählbaren  Mengen 
die  erste  Mächtigkeit. 

Es  ergibt  sich  also: 

Jede  unendliche  Menge,  die  in  einer  abzählbaren  Menge 
enthalten  ist,  ist  abzählbar. 

Beachtet  man  weiter,    daß  jede   unendliche   Menge  für  jede  be- 
liebige positive,  ganze  Zahl  n  offenbar  Teilmengen  von  n  Elementen 
enthält,   so   hat    man   für  jede   beliebige   unendliche    Kardinalzahl  a 
und  jede  endliche  Zahl  n: 
a>n, 

1)  Man  könnte  auf  den  ersten  Blick  glauben,  es  müsse,  wenn  zwei  Mengen 
A,  B  gegeben  sind,  notwendigerweise  einer  der  in  Betracht  gezogenen  Fälle 
eintreten:  entweder  enthält  jede  von  ihnen  einen  der  andern  äquivalenten  Be- 
standteil, oder  A  enthält  einen  B  äquivalenten,  oder  B  einen  A  äquivalenten 
Bestandteil.  Gleichwohl  läßt  sich  ein  vierter  Fall  denken:  keine  der  beiden 
Mengen  enthält  einen  der  andern  äquivaJenten  Bestandteil.  Dieser  Fall  tritt 
z.  B.  ein,  wenn  A^  B  aus  derselben  endlichen  Anzahl  von  Elementen  gebildet 
sind;  sie  sind  dann  äquivalent.  Die  Frage,  ob  dieser  vierte  Fall  auch  für  un- 
endliche Mengen  eintreten  kann,  in  welchem  Falle  die  beiden  Mengen  nicht 
äquivalent  sein  wurden,  ist  noch  nicht  vollständig  erledigt.  Müßte  man  sie  im 
bejahenden  Sinne  entscheiden,  so  würde  die  Klasse  ihrer  Mächtigkeiten  insofern 
eine  Singularität  zeigen,  als  von  zwei  Mächtigkeiten  die  eine  weder  der  andern 
gleich  noch  größer  oder  kleiner  als  sie  sein  könnte  (s.  Borel  46,  S.  103).  Cantor 
(Math.  Ann.,  Bd.  46,  S.  484)  behauptet,  ohne  es  aber  zu  beweisen,  daß  dies 
unmöglich  sei.  —  Über  diesen  Gegenstand  s.  Bernstein  25. 
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27.  Wenn  die  Menge  A^  in  der  Menge  A,  die  Menge  A^ 
aber  in  der  Menge  A^  enthalten  ist,  und  wenn  A^  äquivalent 
A  ist,  so  ist  auch  A^  äquivalent  A. 

In  der  Tat  hat  man  (Art.  26): 

A,>A,, 


A  —  A^y 


überdies  der  Annahme  nach: 
woraus  folgt: 

28.  Die  Summe  einer  abzählbaren  Menge  und  einer 
endlichen  Menge  ist  eine  abzählbare  Menge. 

J.  («1,  «2,  •  •  •)  sei  eine  abzahlbare,  B  (h^j\,  -  -  -)  eine  endliche 
Menge.  Ordnet  man  den  Zahlen  1,  2,  •  •  •,  w  die  Elemente  &i;  Sj;  •  •  •,  6„, 
den  Zahlen  w  +  1,  w  +  2,  •  •  •  die  Elemente  a^,  a^; '  * '  ^ju,  so  ersieht 
man,  daß  die  Menge  A^  B  abzählbar  ist. 

In  Zeichen: 

29.  Die  Summe  zweier  abzählbaren  Mengen  ist  eine  ab- 
zählbare Menge. 

J.  (a^,  Oj,  •  •  •),  J5  (&!,  &2;  •  •  •)  seien  die  beiden  Mengen.  Ordnet 
man  dem  Elemente  a^  die  Zahl  (2r-—  1),  dem  Elemente  h^  die  Zahl  2r 
zu,  so  gelingt  es,  zwischen  der  Menge  A  +  B  und  der  Menge  N  eine 
eineindeutige  und  vollständige  Beziehung  herzustellen.  Damit  ist  die 
Behauptung  bewiesen.     In  Zeichen: 

und  noch  allgemeiner: 

30.  Die  aus  den  Elementen  einer  abzählbaren  Menge 
abzählbarer  Mengen  gebildete  Menge  ist  abzählbar. 

Ist  die  abzählbare  Menge: 

abzählbarer  Mengen  gegeben,  deren  Elemente  beziehentlich: 


sind,   so  kann  man   diese  Elemente  folgendermaßen  in  eine  einfache 
Beihe  ordnen: 
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^ii;  ^2;  ^21;  ^18>  ^nf  ^i)  '  '  '9 

also  in  der  Weise^  daß  die  Elemente  nach  dem  steigenden  Werte  der 
Summe  der  Indices  geordnet  auftreten  ^  und  daß  die  Elemente ,  bei 
denen  diese  Summe  gleich  ist^  nach  dem  steigenden  Werte  des 
ersten  Index  geordnet  werden.  Ordnet  man  jedem  Elemente  die  Zahl 
zu,  die  den  Platz  bezeichnet,  den  es  in  der  Reihe  einnimmt,  so  er- 
gibt sich  der  Beweis  der  Behauptung. 
In  Zeichen: 

31.  Wendet  man  diesen  Satz  mehrmals  nacheinander  an,  so  läßt 
sich  behaupten: 

Die  Elemente  a^^  ...^  ,  in  denen  an  Stelle  der  n  Indices 
beziehentlich  alle  Elemente  von  n  abzählbaren  Mengen  ge- 
setzt werden  sollen,  bilden  eine  abzählbare  Menge. 

In  Zeichen: 

32.  Die  Mächtigkeit  einer  nicht  abzählbaren  Menge 
ändert  sich  nicht,  wenn  man  von  ihr  eine  abzählbare  Menge 
wegnimmt. 

A  sei  eine  nicht  abzählbare  Menge,  B  eine  in  ihr  enthaltene 
(Art.  18)  abzählbare  Menge.     Setzt  man: 

A^B+C, 

so  ist  die  Menge  G  nicht  abzählbar,  weil  ja,  wenn  sie  es  wäre,  A  es 
auch  sein  würde  (Art.  29).  D  sei  eine  in  G  (Art.  18)  enthaltene 
abzählbare  Menge;  setzt  man: 

C^D  +  E, 

so  ist  E  nicht  abzählbar.     Zwischen  den  Mengen: 

A^B  +  D  +  E,     C^D  +  E 

läßt  sich  folgendermaßen  eine  eineindeutige  und  vollständige  Beziehung 
herstellen:  den  Elementen  von  jB  in  -4.  ordnet  man  dieselben  Elemente 
in  C,  den  Elementen  der  abzählbaren  Menge  B  +  D  (Art.  29)  in  A 
diejenigen  der  abzählbaren  Menge  D  in  C  zu.  Polglich  ist  A<^  C. 
In  Zeichen: 

Wenn  a  >  ü^q,  so  ist  a  +  fiC^^  =  a . 
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Besondere  Mengen. 

33.    Die  Menge  B  aller  rationalen  Zahlen  ist  abzählbar. 
Die  abzählbare  Menge  (Art.  30): 

±4-,  ±1,  ±i,  "  •, 

±f,   ±i,   ±i;   •••, 
±f,   ±1,   ±1,   •••, 


enthält  alle  Elemente  von  R  (und  überdies  jedes  von  ihnen  sogar 
unendlich  viele  Male  wiederholt);  folglich  ist  (Art.  26)  B  abzählbar. 

34,  Die  Menge  S  aller  algebraischen  reellen  Zahlen  ist 
abzählbar. 

Als  algebraische  reelle  Zahl  bezeichnet  man  jede  reelle  Wurzel 
einer  algebraischen  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten.  Unter 
allen  Gleichungen  von  dieser  Form,  denen  eine  vorgegebene  alge- 
braische reelle  Zahl  genügt,  gibt  es  eine  vom  niedrigsten  Grade,  und 
zwar,  wie  man  aus  der  Algebra  weiß,  nur  eine  einzige,  indem  man 
zwei  Gleichungen,  die  sich  nur  um  einen  konstanten  Faktor  von  ein- 
ander unterscheiden,  als  identisch  betrachtet.  Der  Grad  dieser  Glei- 
chung heißt  der  Grad  der  algebraischen  Zahl. 

Sei  demgemäß: 

af"  +  r^af*-^  H h  r^^^x  +  r^  =  0 

eine  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten,  wobei  der  ersje  Koeffizient 
=  1  angenommen  werden  kann;  sei  femer  -4^^^,  •  •  •  r  ^®  endliche 
Menge  der  reellen  Zahlen,  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  aber  keiner 
andern  von  niedrigerem  Grade  sind.  Nimmt  man  für  ^i,  ^2,  •  •  •;  ^„ 
alle  möglichen  rationalen  Werte,  so  erhält  man  dementsprechend  un- 
endlich viele  Mengen  A^^^^,,^  ,  die  in  ihrer  Gesamtheit  alle  alge- 
braischen reellen  Zahlen  vom  Grade  w,  und  zwar  jede  nur  einmal, 
enthalten.  Die  Gesamtheit  dieser  endlichen  Mengen  A^^^^,.,j.  ist 
abzählbar  (Art.  31,  33),  folglich  ist  (Art.  30)  die  Gesamtheit  ihrer 
Elemente,  d.  h.  die  Menge  der  algebraischen  reellen  Zahlen  vom 
Grade  w,  abzählbar.  Schließlich  ergibt  sich  der  Beweis  des  Satzes, 
wenn  man  n  alle  ganzen  und  positiven  Werte  annehmen  läßt  und 
nochmals  den  Art.  30  in  Anwendung  bringt. 

36.  Die  Menge  T  aller  in  irgend  einem  Intervall  ent- 
haltenen reellen  Zahlen  ist  nicht  abzählbar. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  stellen  wir  fest,  daß  es  sicherlich, 
wenn  man  irgend  eine  abzählbare  Menge  von  Elementen  von  T: 


Digiti 


izedby  Google 
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(Ä)  aj,  o,,  .  .  . 

annimmt;  Elemente  von  T  gibt;  die  ihr  nicht  angehören. 

Sind  ttj^  y  aj^  die  beiden  ersten  der  in  dem  Intervalle  a^  a,  ent- 
haltenen Zahlen  der  Reihe  (Ä)  und  ist  Ä;^  <  A', ,  so  ist  das  Interrall 
a^^  ttj^  in  o^  »2  enthalten  und  kann  folglich  keine  Zahl  Ton  niedrigerem 
Index  als  \  in  sich  fassen.  Sind  a^^y  a^^^  die  beiden  ersten  der  im 
Intervall  üj^  aj^  enthaltenen  Zahlen  der  Reihe  imd  setzt  man  Ä;^  <  Jc^ 
TorauS;  so  ist: 

*i^3,  Äi>4,  *3>5,  .... 

Fährt  man  in  derselben  Weise  fort;  so  erhalt  man  eine  Reihe 
von  Intervallen: 

a^a^,  a^^ttj^y  a^^a^^y  «*,«*,;    ••; 

von  denen  jedes  in  dem  vorangehenden  enthalten  und  von  der  Art 
ist;  daß: 

*^  ^  r  +  2 

ist  und  (^k^r^i^k^r  lödiglich  Zahlen  von  höherem  Index  als  2r  +  2 
enthalten  kann.     Die  Reihe: 

^1  %  %  %'  '  ' 
ist  steigend;  die  Reihe: 

fallend;  und  die  Elemente  der  ersten  sind  kleiner  als  die  entsprechenden 
der  zweiten  ;.•  folglich  besitzt  jede  der  beiden  Reihen  eine  Grenzstelle; 
und  die  Grenzstelle  p  der  ersten  ist  kleiner  oder  gleich  der  Grenz- 
stelle q  der  zweiten.  Das  Intervall  pq  (das  sich  übrigens  gegebenenfalls 
auf  eine  einzige  Zahl  beschränken  kann)  enthält  keine  Zahl  der 
Reihe  (Ä).  Enthielte  es  daraus  nämlich  ein  a^^,  so  könnte  a^,  wenn 
man  nur  r  so  bestimmt;  daß  2r  +  2  nicht  kleiner  ist  als  h,  nicht  in 
dem  Intervall  a*2r-i  ^*2r  vorkommen,  während  es  doch  dem  Inter- 
vall pq  angehört;  das  innerhalb  dieses  liegt.  Damit  ist  die  Be- 
hauptung bewiesen. 

36.  Der  vorstehende  Satz  läßt  sich  geometrisch  auch  so  aus- 
drücken: 

Die  Gesamtheit  aller  Punkte  einer  beliebigen  gerad- 
linigen Strecke  besitzt  eine  höhere  Mächtigkeit  als  die 
erste. 

Man  kann  ebenso  zeigen: 

Die  Gesamtheit  aller  Punkte  eines  beliebigen  krumm- 
linigen Bogens  besitzt  eine  höhere  Mächtigkeit  als  die  erste. 
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Es  ergibt  sich  ferner  unmittelbar: 

Die  Gesamtheit  aller  Punkte  eines  2-  (oder  w-)  dimen- 
sionalen  Bereichs  besitzt  eine  höhere  Mächtigkeit  als  die 
erste. 

37.  Verbindet  man  den  Satz  des  Art.  35  mit  den  Sätzen  der 
Art.  32  und  33,  so  erhält  man  das  Theorem: 

Die  Gesamtheit  7  aller  irrationalen,  in  einem  beliebigen 
Interyall  enthaltenen  Zahlen  hat  dieselbe  Mächtigkeit  wie 
die  Gesamtheit  der  reellen,  in  demselben  Intervall  ent- 
haltenen Zahlen. 

38.  Hat  man  in  einer  Ebene  zwei  beliebige  endliche  oder  nicht 
endliche  Strecken  ab,  cd  und  projiziert  man  sie  vom  Schnittpunkte 
der  ac,  hd  am;  aufeinander,  so  entsteht  zwischen  ihren  Punkten  eine 
eineindeutige,  vollständige  Beziehung.     Folglich  gilt  der  Satz: 

Die  Gesamtheit  der  reellen,  in  einem  beliebigen  Inter- 
vall enthaltenen  Zahlen  (oder  der  Punkte  einer  beliebigen 
Strecke)  hat  stets  dieselbe  Mächtigkeit.  Man  nennt  sie  die 
Mächtigkeit  des  linearen  Eontinuums. 

Demgemäß  läßt  sich  der  Satz  des  Art.  37  auch  so  ausdrücken: 
Die    Gesamtheit   der   irrationalen,   in   einem   beliebigen 
Intervall    enthaltenen    Zahlen    besitzt    die   Mächtigkeit    des 
linearen  Kontinuums. 

39.  Aus  den  Art.  31,  33  folgt: 

Die  Gesamtheit  der  Punkte  irgend  eines  ebenen  Be- 
reichs, deren  kartesische  Koordinaten  beide  rational  sind, 
ist  abzählbar. 

40.  Die  Gesamtheit  der  Punkte  eines  ebenen  Bereichs, 
deren  kartesische  Koordinaten  beide  irrational  sind,  hat 
dieselbe  Mächtigkeit  wie  die  Gesamtheit  aller  Punkte  des 
Bereichs. 

Wir  betrachten  der  Einfachheit  wegen  das  Quadrat  mit  den  Eck- 
punkten (0,0),  (0,1),  (1,0),  (1,1).  Werden  die  Punkte  des  Quadrats 
allgemein  mit  a^^^^  (t^,  t^  sind  die  Koordinaten  des  Punktes  df^^t^,  die 
darin  enthaltenen  Punkte  mit  irrationalen  Koordinaten  mit  a.  .  be- 
zeichnet,  so  werden  die  Indices  t^^y  t^  alle  Werte  annehmen,  die  in  der 
Gesamtheit  T  der  reellen,  zwischen  0  und  1  vorhandenen  Zahlen  ent- 
halten sind,  die  Indices  ij,  i^  dagegen  alle  Werte,  die  in  der  Gesamt- 
heit /  der  irrationalen,  zwischen  0  und  1  vorhandenen  Zahlen  ent- 
halten sind.     Nun  ist  (Art.  37)   T  <^  I,   folglich   läßt  sich   zwischen 

Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytisclien  Funktionen.  2 
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18  Erster  Teil.    Elemente  der  Mengenlehre. 

der  Gesamtheit  der  Werte  t^  (oder  t^)  und  der  Gesamtheit  der  Werte  i^ 
(oder  i^)  eine  eineindeutige,  vollständige  Beziehung  herstellen.  Eine 
ähnliche  Beziehung  läßt  sich  dann  zwischen  den  Wertepaaren  (^,  ^2); 
(i^,  ig)  und  folglich  zwischen  den  Punkten  a^,<^,  \^i^  herstellen. 

4:1.  Nimmt  man  in  der  Ebene  irgend  zwei  endliche  Bereiche 
Ä,  By  so  läßt  sich  stets  durch  eine  Ähnlichkeitstransformation  aus  A 
ein  Bereich  A^  gewinnen,  der  B  in  sich  enthält,  und  analog  aus  B 
ein  Bereich  B^  ableiten,  der  A  in  sich  enthält.  Bezeichnen  wir  jetzt 
mit  -4,  B  usw.  die  Gesamtheit  der  in  den  betreffenden  Bereichen  ent- 
haltenen Punkte,  so  hat  man: 

außerdem  (Art.  26):  _        _      _       _ 

Daraus  folgt:  _      

Ä^B. 

Also  haben  die  Mengen  der  Punkte  irgend  zweier  endlichen  Bereiche 
gleiche  Mächtigkeit. 

Ferner  läßt  sich  ein  Kreis  A  vom  Radius  1  Punkt  für  Pimkt  in 
die  ganze  Ebene,  die  wir  mit  C  bezeichnen  wollen,  in  der  Weise 
transformieren,  daß  man  die  Punkte  des  Kreisumfanges  vom  Radius 

r  <  1  auf  diejenigen  des  Kreisumfanges  vom  Radius  /  =     _     bezieht; 

die  Beziehung  hört  nur  für  die  Punkte  des  Kreisumfanges  vom  Radius  1 
auf  eindeutig  zu  sein,  da  diese  sämtlich  dem  Unendlichkeitspunkte 
entsprechen.     Daraus  folgt:        _      _ 

V^A, 
<pä1so  (Art.  26)  mit  Rücksicht  darauf,  daß  ^  in  C  eingeschlossen  ist: 

Ist  D  irgend  ein  unendlicher,  B  ein  endlicher,  darin  enthaltener 
Bereich,  so  hat  man  schließlich: 

folglich  (Art.  26):  _      _ 

Daraus  kann  man  schließen: 

Die  Gesamtheit  aller  Punkte  irgend  eines  ebenen  end- 
lichen oder  unendlichen  Bereichs  besitzt  stets  dieselbe 
Mächtigkeit.  Sie  kann  als  die  Mächtigkeit  des  2-dimensio- 
nalen  Kontinuums  bezeichnet  werden. 
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Der  Satz  des  yorhergehenden  Artikels  läßt  sich  nun  auch  so 
ausdrücken: 

Die  Menge  aller  Punkte  eines  ebenen  Bereichs  mit  irra- 
tionalen Koordinaten  besitzt  die  Mächtigkeit  des  2-dimen- 
sionalen  Eontinuums. 

42.    Wir  werden  jetzt  folgenden  Satz  beweisen: 
Die  Gesamtheit   der  Punkte   einer  Strecke   und  die  Ge- 
samtheit der  Punkte  eines  ebenen  Bereichs  besitzen  dieselbe 

Mächtigkeit.  

Wir  nehmen  als  Strecke  das  Intervall  Ol  der  Abscissenachse,  als 
ebenen  Bereich  das  Quadrat  des  Art.  40  und  bezeichnen  ersteres  mit  Ä, 
letzteres  mit  B,  C  sei  die  Gesamtheit  der  Punkte  a^  von  Ä  mit  der 
irrationalen  Abscisse  t.  D  die  Gesamtheit  der  Punkte  h^  „  von  B 
mit  den  irrationalen  Koordinaten  u^y  u^.  Weil  sich  nun  jede  irra- 
tionale Zahl  nur  auf  eine  Art  in  einen  imendlichen  Kettenbruch  ent- 
wickeln läßt^  so  hat  man  nach  Dirichlets  Bezeichnung: 

t j =  («1,  «2,  «8,  • .  .)• 

«iH ^i — 

«.  +  ; 


«s  +  •  •  • 

Als  dem  Punkte  a^  von  C,  wo  t  den  vorstehenden  Ausdruck  hat^ 
entsprechend  läßt  sich  demgemäß  der  Punkt  h^^^  von  D  ansehen^  wo: 

und  umgekehrt,  als  dem  Punkte  6^^^  von  D,  wo: 

entsprechend  der  Punkt  a^  von  C,  wo: 

^  =  0*11;  fti;  ßiif  ßs27  '  '  •)• 
Damit   ist   zwischen    C  und  D   eine   eineindeutige   und  vollständige 
Beziehung  hergestellt;  daraus  folgt: 

Nun  ist  andrerseits  (Art.  37,  40): 
folglich: 

Är^B, 

43.  Die  vorstehenden  Ergebnisse  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit 
auf  Punktmengen  in  einem  linearen  Baume  von  beliebiger  Dimensions- 
zahl übertragen.     Man  kann  also  behaupten:  - 
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Die  Gesamtheit  aller  Punkte  eines  m-dimensionalen 
Bereichs  und  die  aller  Punkte  eines  n-dimensionalen  Be- 
reichs, wo  m  +  w,  besitzen  dieselbe  Mächtigkeit,  die  wir  ein- 
fach die  Mächtigkeit  des  Kontinuums*)  nennen  können. 

Eine  andre  Form,  unter  welcher  dieselben  Ei^ebnisse  dargestellt 
werden  können,  ist  folgende: 

Die  Elemente  a^  ^  ^  bilden,  wenn  einer  der  Indices 
alle  Elemente  einer  Menge  von  der  Mächtigkeit  des  Kon- 
tinuums  durchläuft,  die  andern  aber  alle  Elemente  Ton 
Mengen  mit  gleicher  oder  geringerer  Mächtigkeit  als  der 
des  Kontinuums  durchlaufen,  eine  Menge  von  der  Mächtig- 
keit des  Kontinuums. 

44,  Die  Sätze  der  Art.  42,  43  lassen  sich  noch  auf  einem  anderen 
Wege  beweisen,  der  sogar  zu  einer  Verallgemeinerung  derselben 
fahrt. 

Alle  zwischen  0  und  1  enthaltenen  reellen  Zahlen  lassen  sich 
folgendermaßen  in  Form  von  Dezimalbrüchen  darstellen: 

o^.a^.a^j 

•^        10  ^  10*  ^  10»  ^        ^ 

WO  a^,  «2,  %;  •  •  •  die  Werte  0,  1,  2,  •  •  •,  9  annehmen  können.  Jedem 
Systeme  von  Zahlen  a,.  entspricht  ein  einziger  Wert  von  X]  jedem 
irrationalen  Werte  von  x  entspricht  ein  einziges  System  von  Zahlen  a^; 
jedem   rationalen  Werte   eins   oder   höchstens    zwei^).     Nun  hat   die 

1)  Dieses  Ergebnis  könnte  die  Bedeutung  des  Begriffs  der  Dimensions- 
zahl erheblich  zu  vermindern  und  gewissermalen  den  unterschied  zwischen  den 
Funktionen  von  einer  und  denjenigen  von  mehreren  Veränderlichen  aufzuheben 
scheinen.  Indes  verliert  dies  seine  Geltung,  sobald  man  die  Stetigkeit  berück- 
sichtigt. Tatsächlich  ist  ja  die  eineindeutige,  vollständige  Beziehung, 
welche  sich  zwischen  den  Punkten  zweier  Bereiche  von  verschie- 
dener Dimensionszahl  herstellen  läßt,  notwendigerweise  diskon- 
tinuierlich; unendlich  nahen  Pimkten  des  einen  Bereichs  entsprechen  ja  nicht 
immer  auch  unendlich  nahe  Punkte  des  andern. 

Ich  gebe  hier  einen  der  vielen  Beweise  wieder,  welche  für  diesen  wichtigen 
Satz  geliefert  worden  sind,  indem  ich  mich  auf  die  Korrespondenz  zwischen  der 
Strecke  A  imd  dem  Quadrate  B  des  Art.  42  beziehe. 

Werden  in  dem  Quadrate  B  alle  Parallelen  zur  Abscissenachse  gezogen,  so 
wird  die  Gesamtheit  aller  Punkte  einer  von  ihnen,  wenn  die  Beziehung  stetig 
ist,  der  Gesamtheit  aller  Punkte  einer  Strecke  von  A  entsprechen;  jeder  Parallele 
in  B  wird  eine  Strecke  in  A  entsprechen,  und  alle  diese  Strecken  schliessen 
einander  aus.  Nun  hat  die  Gesamtheit  der  Parallelen  offenbar  die  Mächtigkeit 
des  Kontinuimis,  die  Gesamtheit  der  in  A  enthaltenen  Strecken  aber  ist  zufolge 
eines  Satzes,  den  wir  weiter  unten  (Art.  47)  beweisen  werden,  abzählbar;  das 
erhaltene  Ergebnis  ist  folglich  absurd,  und  die  Beziehung  kann  nicht  stetig  sein. 

2)  Dieser  Fall  tritt  für  die  durch  einen  endlichen  Dezimalbruch  darge- 
stellten Zahlen  ein.    Man  kann  nämlich,  wenn: 
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Gesamtheit  der  durch  vorstehende  Formel  dargestellten  Zahlen  (Art.  16) 
die  Kardinalzahl  lO^o*  bezeichnet  man  also  mit  K  die  Mächtigkeit  des 
linearen  Kontinuums,  so  ist,  wenn  man  bedenkt,  daß  die  rationalen 
Zahlen  eine  abzählbare  Menge  bilden  (Art.  33): 


mithin  (Art.  32,  35): 


i^  +  i^o  =-  lo^'s 

^5=10^0. 


Offenbar    darf    man    anstatt    10    irgend    eine    andere    endliche 
Zahl  n  nehmen,  so  daß: 


i^  =  W^o. 


Demnach  hat  man,  wenn  m  irgend  eine  endliche  Zahl  ist  (Art.  29): 
i^-  =  (n^o)-==n'"«o_^i<o_j5. 

das  ist  aber  der  Satz  des  Art.  43,  welcher  auch  den  des  Art.  42 
umfaßt. 

Femer  ist  (Art.  30): 

d.  h.:  Die  Gesamtheit  der  Punkte  eines  Bereichs,  dessen 
Dimensionen  eine  abzählbare  Menge  bilden,  besitzt  die 
Mächtigkeit  des  Kontinuums. 

45,  Die  Menge  aller  stetigen  Funktionen  einer  reellen 
Veränderlichen  besitzt  die  Mächtigkeit  des  Kontinuums. 

Da  eine  stetige  Funktion  bestimmt  ist,  wenn  die  Werte  gegeben 
sind,  die  sie  für  die  rationalen  Werte  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen annimmt,  und  da  die  Mächtigkeit  der  Menge  der  rationalen 
Zahlen  fc^^  ist  (Art.  33),  so  ist  in  der  Tat  die  Mächtigkeit  der  be- 
trachteten Menge  höchstens  i^^o  oder  (Art.  44)  fe5.  Da  andrerseits 
jede  Konstante  als  eine  stetige  Funktion  angesehen  werden  kann,  so 
hat  die  Menge  aller  stetigen  Funktionen  wenigstens  die  Mächtigkeit  i^. 
Also  ist  die  Mächtigkeit  dieser  Menge  gleich  i^. 


•^  ~~  in  ^  m«    •    in«  ^  •    ^^m' 


10 
wo  natürlich  a^  >  0  ist,  auch: 

10  "^  10»  "'  ^  10'"-^  10»"  10»»+*        10"»  +  ^ 

schreiben. 
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Dagegen:  Die  Menge  aller  Funktionen  einer  reellen 
Yeränderlichen  besitzt  eine  höhere  Mächtigkeit  als  die  des 
Kontinuums. 

Man  erhält  sogar  eine  Menge^  die  eine  höhere  Mächtig- 
keit als  2(  besitzt,  wenn  man  auch  nur  die  Funktionen 
nimmt,  die  für  alle  Werte  der  Veränderlichen  nur  zwei  yer- 
schiedene  Werte  annehmen. 

Sind  p,  q  diese  Werte,  so  hat  man  für  irgend  ein  x  entweder 
f(x)  =  p  oder  f(x)  =  q.  Vor  allem  ist  die  Mächtigkeit  f  der  betrach- 
teten Menge  nicht  geringer  als  i^,  weil  man  jedem  Werte  r  yon  x 
eine  Funktion  zuordnen  kann,  die  f ür  a:  =  r  den  Wert  p,  für  alle 
andern  Werte  yon  x  aber  den  Wert  q  hat,^  und  alle  diese  Funktionen 
yon  einander  yerschieden  sind.  Wir  zeigen  nun,  daß  f  nicht  gleich  i^ 
sein  kann.  Wäre  dies  der  Fall,  so  würde  man  in  der  Tat  jedem  Werte 
r  yon  x  eine  Funktion  /).(a;)  der  Menge  derart  zuordnen  können,  daß 
jede  Funktion  der  Menge  unter  die  Form  f^Qx:)  fiele.  Andrerseits 
läßt  sich  eine  yon  allen  f^(x)  yerschiedene  Funktion  der  Menge  bilden; 
es  ist  dies  die  Funktion,  die  für  ic  ==  r  den  Wert  q  oder  den  Wert  p 
erhält,  je  nachdem  f^{r)  =  p  oder  f^{r)  =  q  ist.  Damit  ist  die  Be- 
hauptung erwiesen. 

Wir  bemerken,  daß  f  =  2^,  also: 

2^>i5 

ist. 

Es  läßt  sich  auch  zeigen,  daß  die  eben  betrachtete  Menge 
und  die  Menge  aller  Funktionen  einer  reellen  Veränder- 
lichen dieselbe  Mächtigkeit  besitzen. 

Offenbar  besitzt  die  Menge  der  Funktionen  einer  Veränderlichen 
die  Mächtigkeit  i^^.     Nun  ist  (Art.  44): 

i^»  =  (2^0)«  =  2^0«; 

es  ist  aber^)  ö^^b^  ==  i^,  mithin: 

i^^  =  2^. 

46,  Durch  eine  ähnliche  Überlegung  wie  im  yorhergehenden 
Artikel  läßt  sich  allgemeiner  zeigen,  daß,  wenn  c  irgend  eine 
Mächtigkeit  bedeutet,  c^  >  c  ist. 


1)  Wenn  man  z.  B.  unendlich  viele  Strecken  von  den  Längen  y,,  y^,  y«,  ... 
aneinanderreiht,  so  erhält  man  eine  Strecke  von  der  Länge  1,  und  die  Menge 
der  Punkte  dieser  Strecke,  deren  Mächtigkeit  sich  durch  i^K  ausdrücken  läßt, 
hat  ebenfalls  die  Mächtigkeit  i<. 
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Sei  C  eine  Menge  von  der  Mächtigkeit  c,  C  die  Menge  —  von 
der  Mächtigkeit  c^  —  aller  möglichen  Arten,  allen  Elementen  von  G 
Elemente  von  C  zu  substituieren.  Die  einfachste  Art  der  Substitution 
ist  diejenige,  durch  welche  allen  Elementen  von  C  ein  und  dasselbe 
Element  von  C  substituiert  wird;  die  Menge  dieser  Arten  besitzt  die 
Mächtigkeit  c,  mithin  ist  c^  ^  C.  Es  genügt  also  nachzuweisen,  daß 
c*^  nicht  gleich  c  ist.  Nehmen  wir  vorläufig  an,  es  sei  c^  =  C,  so  ent- 
spricht jedem  Elemente  m  von  C  eine  und  nur  eine  Substitution  f^ 
und  umgekehrt.  Sei  m'  das  Element,  das  bei  der  Substitution  /*^  an 
die  Stelle  von  m  tritt.  Wir  können  auf  unendlich  viele  Arten  eine 
Substitution  finden,  bei  der  für  alle  Elemente  m  an  die  Stelle  von 
m  nicht  das  entsprechende  m'  tritt;  diese  Substitution  ist  offenbar 
von  allen  f^  verschieden.     Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Der  aufgestellte  Satz  läßt  erkennen,  daß  die  Mächtigkeiten 
kein  Maximum  besitzen. 

Sätze  über  Funktmengen. 

47.  Enthält  ein  w-dimensionaler  Bereich  unendlich  viele 
gleichfalls  w-dimensionale  Bereiche,  die  einander  aus- 
schließen oder  höchstens  Punkte  der  Umgrenzung  mitein- 
ander gemein  haben,  so  ist  die  Menge  dieser  Bereiche  ab- 
zählbar. 

Wir  setzen,  um  eine  bestimmte  Vorstellung  zu  haben,  w  =  2  und 
nehmen  an,  der  in  Betracht  kommende  Bereich  habe  einen  endlichen 
Flächeninhalt  o:;  fände  dies  nicht  statt,  so  würde  man  mittelst  einer 
passenden  Transformation  (vgl.  Art.  41)  zu  diesem  Falle  gelangen 
können.    Unter  den  Teilbereichen  gibt  es  dann  höchstens  einen,  dessen 

Flächeninhalt  ^  übersteigt,  höchstens  3,  deren  Flächeninhalt  — ,  höch- 
stens 7,  deren  Flächeninhalt  —  übertrifft  usw.  Nehmen  wir  zunächst 
—  falls  überhaupt  ein  solcher  vorhanden  ist  —  den  einzigen  Bereich 
von  größerem  Flächeninhalt  als  y?  dann   die   Bereiche  zwischen  — 

und  — ,  weiterhin  diejenigen  zwischen  -^  und  —  usw.,  so  gelingt  es, 

die  Bereiche  in  eine  einfache  Reihe  zu  ordnen,  von  der  keiner  von 
ihnen  ausgeschlossen  bleibt.     Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

48.  Wenn  ein  w-dimensionaler  Bereich  Ä  für  w>  1  eine 
abzählbare  Menge  von  Punkten: 
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enthält  und  p,  q  zwei  Punkte  sind^  die  dieser  Menge  nicht 
angehören^)^  so  kann  man  von  p  nach  q  stets  längs  einer 
stetigen  Linie  gelangen,  die  nicht  über  den  Bereich  A  hin- 
aus- und  durch  keinen  der  Punkte  a^,  a,,  ...  hindurchgeht. 
Wir  ziehen  eine  beliebige  stetige  Linie  A,  die,  ohne  über  Ä  hinaus- 
zugehen, p  mit  q  verbindet.  Da  die  Gesamtheit  ihrer  Punkte  nicht 
abzählbar  ist  (Art.  36),  so  enthält  sie  sicherlich  unendlich  viele  Punkte^ 
die  von  den  Punkten  a  verschieden  sind.  Wir  wählen  von  ihnen 
irgend  welche  aus:  ^if  r^y  -  -  •,  r^,  y^o  n  eine  beliebige  endliche  ganze 
Zahl  bezeichnet.  Gibt  es  z.B.  auf  dem  Bogen pr^  der  Linie  k  Punkte  a^ 
so  versuchen  wir,  diesen  Bogen  durch  einen  Kreisbogen  zu  ersetzen; 
weil  nun  die  Gesamtheit  der  p  mit  r^  verbindenden  Kreisbogen  nicht 
abzählbar  ist,  so  gibt  es  deren  in  beliebiger  Nähe  der  Linie  X  un- 
endlich viele,  die  durch  keinen  Punkt  a  gehen,  und  irgend  einer  von 
ihnen  wird  imserer  Absicht  entsprechen.  Wiederholt  man  dasselbe 
Verfahren  für  die  Bogen  r^r^,  -  -  *,  ^n-i^«?'*n^  ^®^  Linie  X,  so  wird 
man  eine  Linie  erhalten,  welche  den  Bedingungen  des  Satzes  genügt. 

49.    Eine  perfekte  Menge  ist  nicht  abzählbar. 

Um  diesen  Satz  zu  begründen,  werden  wir  zeigen,  daß  eine  ab- 
zählbare und  in  sich  dichte  Menge  nicht  zugleich  abgeschlossen  und 
folglich  nicht  perfekt  sein  kann. 

Sei  Ä  («1,  tta,  .  . .)  die  in  Betracht  kommende  Menge,  die  wir 
uns  als  in  einer  Ebene  liegend  vorstellen.  Weil  jeder  Punkt  a  der 
Annahme  nach  eine  Grenzstelle  der  Menge  ist,  so  schließt  ein  Kreis  y^, 
den  wir  um  a^  als  Mittelpunkt  mit  dem  wülkürlichen  Radius  q^  be- 
schreiben, außer  a^  noch  weitere  Punkte  von  Ä  ein.  Ist  aj^  der  Punkt 
vom  niedrigsten  Index,  der  in  ihm  enthalten  ist,  so  werde  um  a^^  als 
Mittelpunkt  ein  Kreis  y^  beschrieben,  der  nicht  über  y^  hinausreicht 
und  a^  nicht  einschließt.  Dieser  Kreis,  dessen  Radius  q^  <i^Qi  ist, 
enthält  außer  aj^^  noch  weitere  Punkte  von  Ä,  Ist  wieder  a^^,  ^®^ 
Punkt  vom  niedrigsten  Index,  der  in  ihm  enthalten  ist,  so  ist  offen- 
bar ^3  >  ^2,  da  die  Punkte  von  niedrigerem  Index  als  ft^,  weil  außer- 
halb y^y  auch  außerhalb  y^  liegen.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort, 
so  gelingt  es,  eine  unendliche  Reihe  von  Kreisen  y^,  y^,  .  .  .  zu  bilden^ 
von  denen  jeder  innerhalb  des  vorhergehenden  liegt  und  einen  Radius 
hat,  der  kleiner  ist  als  die  Hälfte  von  dessen  Radius.  Es  gibt  des- 
halb nur  einen  Punkt  p,  der  innerhalb  aller  dieser  Kreise  liegt.  Er 
ist  eine  GrenzsteUe  von  -4,  weil  jede  Umgebung  von  ihm  einen  der 

1)  Wir  sind  sicher,  daß  es  Punkte  gibt,  die  dieser  Bedingung  genügen, 
weil  die  Gesamtheit  aller  Punkte  von  A  nicht  abzählbar  ist. 
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Kreise  der  bewußten  Reihe  (und  mit  ihm  alle  folgenden)  enthält,  also 
notwendigerweise  Punkte  von  Ä  einschließt.  Andrerseits  gehört  er  Ä 
nicht  an,  weil  er,  wenn  er  z.  B.  mit  a^  zusammenfiele,  außerhalb  des 
Kreises  y^^^  liegen  müßte,  der  keine  Punkte  von  Ä  mit  niedrigerem 
Index  als  ä^^^  und  demnach  als  r  +  1  enthält.  Folglich  besitzt  die 
Menge  A  mindestens  eine  Grenzstelle,  die  ihr  nicht  angehört,  und  ist 
mithin  nicht  abgeschlossen. 

50.  Eine  isolierte  unendliche  Punktmenge  ist  abzählbar. 
Ist  Ä  eine  isolierte  unendliche  Menge  von  Punkten  einer  Ebene, 

so  läßt  sich  um  jeden  Punkt  von  Ä  ein  Kreis  beschreiben,  der  keinen 
weiteren  Punkt  von  Ä  enthält.  Wird  dann  um  jeden  Punkt  ein  Kreis 
beschrieben,  der  halb  so  groß  ist  wie  der  eben  erwähnte,  so  schließen 
alle  diese  Kreise  einander  aus;  man  hat  in  der  Tat,  wenn  a^,  a^  zwei 
gegebene  Punkte  von  Ä,  q^^  q^  ^®  Radien  der  ursprünglich  um  sie 
beschriebenen  Kreise  sind: 

mithin: 

Ui  +  jQi  <  ^%' 

Folglich  ist  die  Gesamtheit  dieser  Kreise,  abzählbar  (Art.  47);  nun 
enthält  jeder  von  ihnen  nur  einen  Punkt  von  A  —  seinen  eigenen 
Mittelpunkt  — ,  mithin  ist  A  abzählbar. 

51.  Eine  Punktmenge,  deren  Ableitung  abzählbar  oder 
endlich  ist,  ist  abzählbar. 

Sei  A  eine  Menge,  deren  Ableitung  A  der  Annahme  gemäß  ab- 
zählbar oder  endlich  ist. 

Wir  werden  im  folgenden  mit  D(AyB)  die  Gesamtheit  der  den 
beiden  Mengen  A,  B  gemeinsamen  Elemente,  mit  M(AyJB)  die  Ge- 
samtheit der  mindestens  einer  der  beiden  Mengen  A,  B  angehörenden 
Elemente  bezeichnen. 

Wir  schreiben  also  in  unserm  Fall: 

A^D{A,Ä)  +  B. 

Weil  die  Punkte  der  Menge  B  keine  GrenzsteUen  von  A  sind, 
sind  sie  es  auch  nicht  von  B,  das  in  ihm  enthalten  ist  (Art.  6); 
somit  ist  B  eine  isolierte  Menge  und  folglich  (Art.  50)  abzählbar. 
Außerdem  ist  D{A,A)  endlich  oder  abzählbar,  da  es  ein  Bestandteil 
(Art.  2)  der  endlichen  oder  abzählbaren  Menge  A'  ist  (Art.  26). 
Daraus  folgt  (Art.  29),  daß  A  gleichfalls  abzählbar  ist. 
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52.  Wendet  man  diesen  Satz  mehrere  Maie  nacheinander  an,  so 
folgt  daraus  der  weitere: 

Jede  Menge  erster  Gattung  ist  abzählbar. 

53.  Ist  A  eine  abgeschlossene  Menge^  so  läßt  sich  eine 
Menge  angeben^  deren  Ableitung  A  ist. 

Dieser  Satz  ist  die  Umkehrung  desjenigen  des  Art.  7. 
Setzt  man^): 

A^Ä  +  B, 

so  ist  B  (vgl.  Art.  51)  isoliert  und  folglich  (Art.  50)  abzahlbar;  weil 
nun  die  ihm  angehörigen  Punkte,  die  wir  mit  fe^,  fe,,  •  •  •  bezeichnen 
können,  keine  GrenzsteUen  von  A  sind,  läßt  sich  um  jeden  Punkt  h^ 
ein  Kreis  y^  beschreiben,  der  keinen  weiteren  Punkt  von  A  enthält. 
Innerhalb  jedes  Kreises  y^  konstruieren  wir  —  was  auf  unendlich  viele 
Weisen  möglich  ist  —  eine  Punktmenge  C^,  die  als  einzige  Grenz- 
stelle h^  besitzt,  und  bezeichnen  mit  D  die  Gesamtheit  aller  Punkte 
der  Mengen  C^,  Cg,  •  •  •.  Man  sieht  leicht,  daß  die  Grenzstellen  von 
D  sämtlich  und  ausschließlich  die  Punkte  von  B  und  S  sind,  so  daß 
man,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  B  und  S  keinen  Punkt  gemein 
haben,  schreiben  kann: 

^B'^B  +  B\ 

Dementsprechend  setzen  wir: 

daraus  folgt: 

E'  =  M{p%  A'')  =  M{B  +  B',  Ay, 

weil  nun  B  mit  A'  keine  Punkte  gemein  hat,  so  hat  es  auch  keine 
mit  A"  gemein,  das  in  A'  (Art.  7)  enthalten  ist;  folglich  kann  man 

schreiben: 

E'=^M{B',A')  +  B. 

1)  Wir  haben  (Art.  13)  festgesetzt,  daß,  so  oft  wir  schreiben: 

(cc)  P^Q+B, 

die  Teilmengen  Q,  B  ohne  gemeinsame  Elemente  vorausgesetzt  werden,  so  daß 
jedes  Element  von  P  mir  einmal  auf  der  rechten  Seite  auftritt.  Dies  voraus- 
gesetzt, läßt  sich  aus  den  beiden  Beziehungen: 

P=Q  +  B,    P=Q  +  8 

regelrecht  B  =  8  folgern.  Dagegen  läßt  sich  aus  der  Beziehung  (a)  nicht 
schließen: 

p'  =  Ö'  +  R\ 

da  es,  wenn  auch  Q  und  B  keine  Elemente  gemein  haben,  doch  vorkommen 
kann,  daß  Q'  und  B'  gemeinsame  Elemente  besitzen;  man  darf  nur  schreiben: 

p'^m{q\b:). 
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Andrerseits  folgt  aus  der  ersten  hingeschriebenen  Beziehung: 

fokclich  hat  man: 

oder  auch  JB'  =  Ä.     Mithin  gibt   es  eine  Menge  E,  yon  welcher  Ä 
die  Ableitung  ist. 

54.  Der  Satz  des  Art.  45  gibt  Veranlassung  zu  einer  bemerkens- 
werten geometrischen  Interpretation. 

Jeder  der  Funktionen,  welche  nur  zwei  verschiedene  Werte  p,  q 
annehmen,  entspricht  eine  bestimmte  Teilmenge  des  linearen  Konti- 
nuums,  nämlich  die  Menge  der  Punkte,  in  welchen  die  Funktion  den 
Wert  p  annimmt;  umgekehrt  entspricht  jeder  im  linearen  Kontinuum 
enthaltenen  Menge  eine  bestimmte  Funktion  von  der  angegebenen 
Beschaffenheit,  nämlich  diejenige,  welche  in  den  Punkten  der  in  Be- 
tracht gezogenen  Menge  den  Wert  py  in  den  verbleibenden  den  Wert  q 
annimmt.  Daraus  folgt,  daß  die  Gesamtheit  der  Funktionen,  welche 
nur  zwei  verschiedene  Werte  p^  q  annehmen,  imd  die  Gesamtheit  der 
im  linearen  Kontinuum  enthaltenen  Mengen  dieselbe  Mächtigkeit  be- 
sitzen.    Mithin  gilt  der  Satz: 

Die  Gesamtheit  der  im  linearen  Kontinuum  enthaltenen 
Mengen  besitzt  eine  höhere  Mächtigkeit  als  die  des  Konti- 
nuums. 

Dagegen:  Die  Gesamtheit  der  im  linearen  Kontinuum 
enthaltenen  abgeschlossenen  Mengen  besitzt  die  Mächtigkeit 
des  Kontinuums. 

Weil  wir  für  jeden  Punkt  eine  abgeschlossene  Menge  bilden 
können,  welche  nur  diesen  Punkt  zur  Grenzstelle  hat,  und  weil  diese 
Mengen  sämtlich  voneinander  verschieden  sind,  so  ist  vorerst  die 
Mächtigkeit  der  Gesamtheit  der  abgeschlossenen  Mengen  größer  oder 
gleich  der  des  Kontinuums.  Weil  andrerseits^)  die  Punkte,  an  denen 
eine  stetige  Funktion  denselben  Wert  annimmt,  eine  abgeschlossene 
Menge  bilden,  so  läßt  sich  nach  Annahme  irgend  eines  reellen  Wertes  c 
jeder  abgeschlossenen  Menge  eine  stetige  Funktion  zuordnen,  die  an 
den  Punkten  der  Menge  und  nur  an  ihnen  den  Wert  c  annimmt,  und 
diese  Funktionen  sind  sämtlich  voneinander  verschieden.  Daraus  folgt, 
daß  die  Mächtigkeit  der  Gesamtheit  der  abgeschlossenen  Mengen  kleiner 
oder  gleich  ist  derjenigen  der  Gesamtheit  der  stetigen  Funktionen; 
diese  ist  aber  die  Mächtigkeit  des  linearen  Kontinuums  (Art.  45),  folg- 
lich ist  die  Behauptung  erwiesen. 

1)  S.  z.  B.  Vivanti,  Corso  di  calcolo  infinitesimale,  S.  94. 
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Als  Folgerung  ergibt  sich:  Die  Gesamtheit  der  im  linearen 
Kontinuum  enthaltenen  perfekten  Mengen  besitzt  die 
Mächtigkeit  des  Eontinuums. 

Diese  Mächtigkeit  kann  in  der  Tat  nur  der  des  Kontinuums  gleich 
oder  geringer  sein,  weil  jede  perfekte  Menge  abgeschlossen  ist;  andrer- 
seits kann  sie  nicht  geringer  sein,  weil  die  Gesamtheit  aller  Strecken 
einer  Geraden,  die  einen  gemeinsamen  Endpunkt  haben,  die  Mächtig- 
keit des  Eontinuums  besitzt  und  die  Punkte  jeder  dieser  Strecken 
eine  perfekte  Menge  bilden. 


Ordnungstypen  und  transflnite  Zahlen. 

55.  Um  in  der  Untersuchung  der  Mengen  weiter  zu  kommen^ 
empfiehlt  es  sich,  zu  einem  neuen  Hilfsmittel  zu  greifen,  zur  Theorie 
der  transfiniten  Zahlen. 

Wenn  man  sich  die  Elemente  einer  Menge  nach  einem  be- 
stimmten Gesetze  derart  geordnet  denkt,  daß  sich,  wenn  zwei  Ele- 
mente gegeben  sind,  stets  erkennen  läßt,  welches  von  ihnen  dem 
andern  vorangeht  oder,  mit  andern  Worten,  von  niedrigerem  Range 
ist  als  das  andre,  so  bilden  diese  Elemente,  wie  man  sagt,  eine 
geordnete  Reihe. 

Eine  geordnete  Reihe  heißt  wohlgeordnet,  wenn  sie  die  folgen- 
den beiden  Eigenschaften  hat: 

a)  Es  ist  ein  erstes  Element  der  Reihe  vorhanden. 

b)  Greift  man  irgend  einen  Bestandteil^)  der  Reihe  heraus,  so« 
ist  ein  ihm  unmittelbar  folgendes  Element  vorhanden. 

Es  ist  klar,  daß  nicht  alle  geordneten  Reihen  wohlgeordnet  sind. 
So  besitzt  z.  B.  die  Reihe,  welche  von  allen  rationalen  Zahlen  ge- 
bildet wird,  die  größer  als  Null,  aber  kleiner  als  Eins  und  steigend 
angeordnet  sind,  keine  der  beiden  Eigenschaften  a),  b). 

56,  Eine  eineindeutige,  vollständige  Beziehung  zwischen  den 
Elementen  zweier  geordneten  Reihen,  welche  die  Eigenschaft  besitzt^ 
daß  sich  die  entsprechenden  Elemente  in  beiden  Reihen  in  derselben 
Ordnung  befinden,  heißt  eine  geordnete  Beziehung.  Läßt  sich 
zwischen  zwei  geordneten  Reihen  eine  geordnete  Beziehung  herstellen, 
so  sagt  man,  die  beiden  Reihen  besitzen  den  gleichen  Ordnungs- 
typus oder  sind  ähnlich. 


1)  Unter  einem  Bestandteile  einer  geordneten  Beihe  versteht  man  eine 
geordnete  Beihe,  deren  Elemente  sämtlich  der  gegebenen  Beihe  angehören  und 
in  derselben  gegenseitigen  Ordnung  auftreten,  in  der  sie  sich  in  dieser  befinden. 
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Die  Ordnungstypen  der  wohlgeordneten  Reihen  heißen  Ordnungs- 
oder  transfinite  Zahlen. 

Für  den  jetzt  eingeführten  Begriff  der  Gleichheit  gelten  analoge 
Betrachtungen  wie  in  Art.  12. 

Der  Ordnungstypus  einer  geordneten  Reihe  Ä  wird  gewöhnlich 
mit  Ä  bezeichnet,  indem  man  durch  die  Überstreichung  andeuten  will, 
daß  man  von  der  Natur  der  Elemente  der  Reihe  (nicht  aber  von 
deren  Ordnung)  absieht. 

Die  Ähnlichkeit  zweier  geordneten  Reihen  J.^,  Ä2  wird  folgender- 
maßen bezeichnet: 

Offenbar  bilden  die  Elemente  zweier  ähnlichen  geord- 
neten Reihen  zwei  Mengen  von  gleicher  Mächtigkeit. 

67,  Sind  zwei  geordnete  Reihen  Äy  JB  gegeben,  so  können  wir 
aus  ihnen  eine  neue  geordnete  Reihe  C  herleiten,  indem  wir  der 
ganzen  Reihe  Ä  die  ganze  Reihe  B  folgen  lassen,  ohne  innerhalb  der 
beiden  Reihen  die  Ordnung  der  Elemente  irgendwie  zu  ändern.  Der 
Ordnungstypus  y  der  Reihe  C  heißt  die  Summe  der  Ordnungstypen 
«,  ß  der  Reihen  -4,  B,  und  man  schreibt: 

die  entsprechende  Operation  wird  Addition  genannt. 

Die  Addition  besitzt  die  assoziative  Eigenschaft,  weil  man,  wenn 
drei  Reihen  Ä^,  Ä2,  A^  gegeben  sind,  dasselbe  Ergebnis  erzielt,  wenn 
man  ^  hinter  A^  und  dann  A^  hinter  die  so  gebildete  Reihe  setzt, 
wie  wenn  man  A^  hinter  A2  und  die  so  gebildete  Reihe  hinter  A^^  setzt. 

Dagegen  besitzt  sie  im  allgemeinen  nicht  die  kommutative  Eigen- 
schaft, wie  man  aus  den  Beispielen  ersieht,  denen  wir  weiter  unten 
(Art.  74)  begegnen  werden. 

68,  Es  seien  wiederum  zwei  geordnete  Reihen  A,  B  gegeben, 
und  es  werde  an  Stelle  jedes  Elementes  von  A  eine  B  ähnliche  Reihe 
gesetzt.  Nennt  man  die  so  gewonnene  Reihe  C,  ihren  Ordnungstypus  y, 
und  bezeichnet  man  mit  a,  ß  die  Ordnungstypen  der  gegebenen 
Reihen,  so  heißt  y  das  Produkt  von  ß  in  a,  ß  der  Multiplikand, 
a  der  Multiplikator,  und  man  schreibt: 

y=^ßa; 

die  entsprechende  Operation  heißt  Multiplikation. 

Es  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  die  Multiplikation  die  assoziative 
und  distributive  Eigenschaft  besitzt. 
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Dagegen  besitzt  sie  im  allgemeinen  nicht  die  kommutative  Eigen- 
schaft, wie  man  aus  den  Beispielen  ersieht,  die  uns  unten  (Art.  74) 
begegnen  werden. 

59.  Jeder  Bestandteil  einer  wohlgeordneten  Reihe  ist 
eine  wohlgeordnete  Eeihe. 

Sei  Ä  eine  wohlgeordnete  Reihe,  B  einer  ihrer  Bestandteile. 

Enthält  B  das  erste  Element  von  Ä,  so  ist  dies  zugleich  das 
erste  Element  von  5;  andernfalls  ist  das  erste  Element  von  B  das- 
jenige Element,  welches  sämtlichen  Elementen  von  -4,  die  aUen  denen 
von  B  vorangehen,  immittelbar  folgt  (ein  Element,  das  zufolge  der 
Eigenschaft  b)  vorhanden  ist).     Mithin  besitzt  B  ein  erstes  Element. 

Wir  teilen  jetzt  B  in  zwei  Teile  C,  D,  von  denen  der  erste  dem 
zweiten  vorangeht.  Da  D  ein  Bestandteil  von  Ä  ist,  so  können  wir, 
wenn  wir  die  vorige  Betrachtung  wiederholen,  behaupten,  daß  D  ein 
erstes  Element  besitzt;  nun  folgt  dieses  in  der  Reihe  B  unmittelbar 
auf  den  Bestandteil  C,  mithin  besitzt  der  Bestandteil  C  dieser  Reihe 
ein  unmittelbar  folgendes  Element. 

B  besitzt  also  beide  Eigenschaften  a),  b)  und  ist  mithin  eine 
wohlgeordnete  Reihe. 

60.  Eine  Reihe  von  Elementen  abnehmenden  Ranges, 
die  einer  wohlgeordneten  Reihe  angehören,  ist  endlich. 

Wäre  sie  unendlich,  so  würde  man,  wenn  man  die  Elemente  nach 
zunehmendem  Range  ordnete,  in  der  Tat  einen  Teil  einer  wohlgeord- 
neten Reihe  erhalten,  der  kein  erstes  Element  besäße,  was  unmöglich 
ist  (Art.  59). 

61.  Zwischen  zwei  wohlgeordneten  ähnlichen  Reihen 
besteht  eine  einzige  geordnete  Beziehung. 

In  der  Tat  ist  sie  durch  folgende  zwei  Bedingungen  vollständig 
bestimmt:  daß  dem  ersten  Elemente  der  einen  Reihe  das  erste  der 
andern  entsprechen  muß,  und  daß  dem  Element,  welches  irgend  einem 
Teile  der  einen  unmittelbar  folgt,  dasjenige  Element  entsprechen  muß, 
das  dem  entsprechenden  Teile  der  andern  unmittelbar  folgt. 

62.  Unter  einem  Abschnitt  einer  wohlgeordneten  Reihe  ver- 
steht man  einen  solchen  Bestandteil  derselben,  der  von  allen  Elementen 
gebildet  wird,  die  von  niedrigerem  Range  sind  als  ein  gegebenes 
Element.  Jedes  Element  einer  Reihe  bestimmt  einen  einzigen  Ab- 
schnitt und  umgekehrt. 

Ein  Abschnitt  einer  wohlgeordneten  Reihe  ist  eine  wohlgeordnete 
Reihe  (Art.  59). 
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Ein  Abschnitt  einer  Reihe  heißt  größer  (>)  oder  kleiner  (<) 
als  ein  anderer^  je  nachdem  das  Element;  das  den  einen  bestimmt^ 
dem  Elemente,  das  den  anderen  bestimmt,  folgt  oder  vorangeht. 

63.  Eine  wohlgeordnete  Reihe  kann  keinem  ihrer  Ab- 
schnitte ähnlich  sein. 

Nehmen  wir  die  Reihe  A  als  ihrem  durch  das  Element  a^  be- 
stimmten Abschnitte  A^  ähnlich  an,  so  entspricht  dem  ersten  Elemente 
Ton  A^  das  erste  Element  von  -4,  d.  h.  das  Element  selbst,  dem  zweiten 
das  zweite  usw.;  dem  auf  einen  Abschnitt  von  Ay^  folgenden  Elemente 
entspricht  dann  das  dem  homologen  Abschnitte,  d.  h.  demselben  Ab- 
schnitte in  A  folgende  Element;  kurz,  allen  Elementen  von  A^  werden 
in  A  die  Elemente  selbst  entsprechen.  Daraus  folgt,  daß  das  Ele- 
ment «1  von  A,  das  A^  nicht  angehört,  in  Ay^  kein  homologes  hat. 
Folglich  kann  keine  Ähnlichkeit  statthaben. 

64.  Da  von  zwei  Abschnitten  derselben  wohlgeordneten  Reihe 
der  kleinere  als  Abschnitt  des  größeren  betrachtet  werden  kann,  so 
läßt  sich  aus  dem  vorangehenden  Satze  schließen: 

Zwei  verschiedene  Abschnitte  derselben  wohlgeordneten 
Reihe  können  nicht  einander  ähnlich  sein. 

Weiterhin  folgt  daraus: 

Eine  wohlgeordnete  Reihe  kann  nicht  zwei  verschie- 
denen Abschnitten  einer  andern  ähnlich  sein. 

66.  Sind  Ay^,  A^  zwei  Abschnitte  einer  wohlgeordneten 
Reihe  A,  5^,  B^  zwei  ihnen  beziehentlich  ähnliche  Ab- 
schnitte einer  andern  wohlgeordneten  Reihe  J5,  so  ist,  je 
nachdem  JL^  ^  ^,  auch  B^^^B^. 

Setzt  man  A^^  >  A^  voraus,  so  gehört  das  Element  a^  von  A^ 
das  A^  bestimmt,  dem  Abschnitte  J.^  an.  Das  Element  \  von  5^, 
das  a^  vermöge  der  zwischen  A^^  und  B^  bestehenden  Beziehung  ent- 
spricht, bestimmt  einen  Abschnitt  B^  von  B^^  und  folglich  auch  von  B, 
der  A^  ähnlich  ist;  weil  aber  A^  ~  B^  ist,  so  folgt  daraus  B^  ~  B^. 
Das  ist  indes  unmöglich  (Art.  64),  wenn  B^  iind  B^  nicht  identisch 
sind.  Mithin  ist  feg  dasjenige  Element,  das  B^  bestimmt,  und  man 
darf,  da  es  5^  angehört,  schließen,  daß  By^>  B^, 

66.  Sind  zwei  wohlgeordnete  Reihen  so  beschaffen,  daß 
sich  zu  jedem  gegebenen  Abschnitte  der  einen  von  ihnen 
ein  ähnlicher  Abschnitt  in  der  andern  finden  läßt  und  um- 
gekehrt, so  sind  die  beiden  Reihen  ähnlich. 
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In  der  Tat  läßt  sich  zw^ischen  den  Elementen  der  beiden  Reihen 
eine  Beziehung  herstellen,  wenn  man  die  Elemente,  die  ähnliche  Ab- 
schnitte bestimmen,  als  sich  entsprechend  betrachtet.  Diese  Beziehung 
ist  nach  der  Voraussetzung  vollständig,  nach  dem  letzten  Satze  des 
Art.  64  eineindeutig  und  nach  dem  Satze  des  Art.  65  geordnet. 

67,  Sind  zwei  wohlgeordnete  Reihen  A,  B  so  beschaffen, 
daß  zu  jedem  Abschnitt  von  A  ein  ähnlicher  in  B  gehört, 
während  das  umgekehrte  nicht  statthat,  so  ist  in  B  ein  A 
ähnlicher  Abschnitt  vorhanden. 

Die  Elemente,  welche  die  Abschnitte  von  B  bestimmen,  zu  denen 
es  in  -4  keine  ähnlichen  Abschnitte  gibt,  stellen  einen  Bestandteil  von 
B  dar,  der  (Art.  59)  ein  erstes  Element  \  hat.  Der  durch  \  be- 
stimmte Abschnitt  B^  von  B  besitzt  die  Eigenschaft,  daß  es  zu  jedem 
Abschnitt  von  -B,  der  kleiner  als  jener,  also  in  ihm  enthalten  ist,  in 
A  eiuen  ähnlichen  Abschnitt  gibt;  andrerseits  gehören  zu  allen  Ab- 
schnitten von  A  der  Voraussetzung  nach  ihnen  ähnliche  in  J5,  und 
diese  sind  notwendigerweise  in  By^  enthalten.  Daraus  folgt  (Art.  66), 
daß  A  ähnlich  By^  ist. 

68.  Sind  zwei  wohlgeordnete  Reihen  A,  B  gegeben,  so 
kann  einer  und  nur  einer  der  folgenden  Fälle  statthaben: 

a)  A  ist  B  ähnlich. 

b)  Ein  Abschnitt  von  B  ist  A  ähnlich. 

c)  Ein  Abschnitt  von  A  ist^  ähnlich. 

Zunächst  ist  klar,  daß  für  zwei  Reihen  -4.,  B  nur  die  4  folgenden 
Eälle  möglich  sind,  die  sich  gegenseitig  ausschließen: 

a)  Zu  jedem  Abschnitt  von  A  gehört  ein  ihm  ähnlicher  in  B 
und  umgekehrt.     Dann  ist  Ao^  B  (Art.  66). 

b)  Zu  jedem  Abschnitt  von  A  gehört  ein  ihm  ähnlicher  in  B, 
während  das  Umgekehrte  nicht  stattfindet.  Dann  gibt  es  (Art.  67) 
einen  A  ähnlichen  Abschnitt  in  B. 

c)  Zu  jedem  Abschnitt  von  B  gehört  ein  ihm  ähnlicher  in  A, 
während  das  Umgekehrte  nicht  stattfindet.  Dann  gibt  es  (Art.  67) 
einen  B  ähnlichen  Abschnitt  in  A. 

d)  Es  gibt  in  A  irgend  einen  Abschnitt,  zu  dem  in  B  kein  ähn- 
licher vorhanden  ist,  und  in  B  irgend  einen  Abschnitt,  zu  dem  in  A 
kein  ähnlicher  vorhanden  ist.  Dieser  Fall  ist  aber  unmöglich.  —  Sei 
in  der  Tat  (vgl.  Art.  67)  A^  der  kleinste  Abschnitt  von  A,  zu  dem  es 
in  B  keinen  ähnlichen  gibt,  B^  der  kleinste  Abschnitt  von  B,  zu  dem 
es  in  A  keinen  ähnlichen  gibt.  Zu  jedem  in  A^  enthaltenen  Abschnitte 
von  A  gibt  es   dann  in  B  einen  ähnlichen,  der  in  B^  enthalten  ist. 
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und  umgekehrt,  so  daß  (Art.  66)  Ä^^c^B^.  Allein  das  widerspricht 
der  Voraussetzung,  daß  in  JB  kein  Ä^  ähnlicher  Abschnitt  vorhanden 
ist;  mithin  ist  der  betrachtete  Fall  unmöglich. 

69.  Ein  Bestandteil  einer  wohlgeordneten  Reihe  ist  ent- 
weder der  Reihe  selbst  oder  einem  ihrer  Abschnitte  ähnlich. 

Sei  Ä  die  gegebene  Reihe,  B  einer  ihrer  Bestandteile.  Wenn 
keiner  der  beiden  in  dem  Satze  angegebenen  Fälle  stattfindet,  so  muß 
(Art.  68)  A  einem  Abschnitte  Ä'  von  B  ähnlich  sein.  Sei  B'  der 
Teil  von  Ä\  der  dem  Teile  B  von  Ä  entspricht;  in  J5'  wird  dann 
ein  Abschnitt  Ä''  dem  Abschnitte  Ä'  von  B  ähnlich  sein;  usf.  ohne 
Ende.  Bezeichnet  man  mit  a,  a",  •  •  •  die  Elemente  von  Ä,  welche 
A'y  Ä'j  •  •  •  unmittelbar  folgen,  so  wird,  weü  Ä'  ein  Abschnitt  von 
B'  ist,  welches  ein  Teil  von  Ä  ist,  a"  notwendigerweise  von  niedri- 
gerem Range  als  d  sein  usf.  Nun  kann  in  A  (Art.  60)  keine  unend- 
liche Reihe  von  Elementen  abnehmenden  Ranges  vorhanden  sein;  folg- 
lich ist  die  gemachte  Voraussetzung  absurd. 

70.  Sind  zwei  wohlgeordnete  Reihen  J.,  B  nicht  ähnlich  und 
gibt  es  in  J.  einen  B  ähnlichen  Abschnitt,  so  sagt  man,  die  trans- 
finite  Zahl  (Art.  56)  der  Reihe  A  ist  größer  als  die  der  Reihe  B^ 
oder  die  zweite  ist  kleiner  als  die  erste. 

Bezeichnen  wir  die  transfiniten  Zahlen  zweier  Reihen  Aj  B  mit 
€f,  /3,  so  folgt  aus  dem  Satze  des  Art.  68,  daß  einer  und  nur  einer 
der  3  folgenden  Fälle  statthat: 

a  =  /3,     a>/3,     a</3. 

71.  Die  Ordnungszahl  jeder  unendlichen  Reihe  ist 
größer  als  die  jeder  endlichen  Reihe. 

Stellt  man  nämlich  eine  Beziehung  zwischen  dem  ersten  Elemente 
der  einen  Reihe  und  dem  der  andern,  zwischen  dem  zweiten  und 
dem  zweiten  usf.  her,  so  erschöpft  man  schließlich  die  endliche  Reihe, 
ohne  daß  die  andere  erschöpft  wäre. 

72.  Es  möge  jetzt  erörtert  werden,  welche  Gestalt  die  gewonnenen 
Begriffe  annehmen,  wenn  die  Reihen,  auf  welche  man  sie  anwenden 
will,  eine  endliche  Anzahl  von  Elementen  enthalten. 

Zunächst  ist  eine  geordnete  Reihe  von  Elementen  in  endlicher 
Anzahl  stets  wohlgeordnet. 

Zwei  endliche  Reihen  sind  immer  und  nur  dann  ähnlich,  wenn 
sie  aus  einer  gleichen  Anzahl  von  Elementen  zusammengesetzt  sind. 
Diese  Zahl,  die  den  gemeinsamen  Charakter  einer  ganzen  Klasse  von 

Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  3 
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ähnlichen  Reihen  darstellt,  können  wir  daher  als  ihre  Ordnungs- 
zahl annehmen. 

Wir  können  uns  die  natürliche  Zahlenreihe  folgendermaßen  ent- 
standen denken.  Angenommen ;  es  liege  eine  ans  einem  einzigen 
Elemente  a  gebildete  Reihe  vor,  so  läßt  man  ihr  das  Zeichen  0  ent- 
sprechen und  bezeichnet  die  Ordnungszahl  der  Reihe  mit  1.  Nimmt 
man  jetzt  zu  a  ein  neues  Element  b  hinzu,  so  läßt  man  0  dem  Ele- 
mente tty  1  dem  Eliemente  b  entsprechen  und  bezeichnet  die  Ordnungs- 
zahl der  Reihe  a,  b  mit  2.  Man  nimmt,  allgemein  gesagt,  wenn  eine 
Zahl  m  definiert  ist,  zu  der  Reihe  von  m  Elementen,  die  zu  ihrer 
Bildung  gedient  hat,  ein  neues  Element  hinzu  imd  bezeichnet,  nach- 
dem man  den  Elementen  der  so  erhaltenen  Reihe  beziehentlich  die 
Zahlen  0, 1,  •  •  •,  w  zugeordnet,  mit  w  +  1  die  Ordnungszahl  der  Reihe. 

Daraus  folgt: 

Die  Ordnungszahl  eines  Abschnittes  der  natürlichen  Zahlenreihe 
(die  wir  als  mit  0  beginnend  annehmen)  ist  die  Zahl,  welche  in  dieser 
Reihe  unmittelbar  dem  Abschnitte  selbst  folgt. 

Die  Ordnungszahl  einer  endliehen  Reihe  von  Elementen  ist  das- 
selbe Symbol,  mit  welchem  die  Anzahl  ihrer  Elemente  bezeichnet  zu 
werden  pflegt  (Kardinalzahl). 

73.  Diese  letzte  Bemerkung  wirft  ein  helles  Licht  auf  einen 
charakteristischen  Unterschied,  der  zwischen  endlichen  und  unendlichen 
Mengen  besteht. 

Hat  man  eine  endliche  Menge,  und  bringt  man  ihre  Elemente 
irgendwie  in  eine  wohlgeordnete  Reihe,  so  ist  die  Ordnungszahl  dieser 
Reihe  stets  dieselbe,  nämlich  der  Anzahl  der  Elemente  der  Menge  gleich. 

Das  trifft  für  unendliche  Mengen  nicht  zu.  Man  kann  z.  B. 
die  aus  allen  natürlichen  Zahlen  gebildete  Menge  u.  a.  auf  folgende 
Arten  in  eine  wohlgeordnete  Reihe  bringen: 

a)  Man  nimmt  als  erstes  Element  1  und  läßt  ihm  2,  dann  3  usf. 

folgen: 

^  1,2,3,.... 

ß)  Man  nimmt  als  erstes  Element  2  und  läßt  ihm  3,  dann  4  usf., 

endlich   der   ganzen  Reihe   der   so    angeordneten  Zahlen   die  Zahl  1 

folgen: 

2,  3,  ...,  1. 

y)  Man  nimmt  als  erstes  Element  3  und  läßt  ihm  4,  dann  5  usf.,, 
endlich  der  ganzen  Reihe  der  so  angeordneten  Zahlen  die  Zahl  1  und 
dieser  die  Zahl  2  folgen: 

3,4,...,  1,2. 
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d)  Man  nimmt  als  erstes  Element  1  und  laßt  ihm  3,  5^  7  usf., 
dann  der  ganzen  Reihe  der  ungeraden  Zahlen  2,  4,  6  usf.  folgen: 
1,3,  5,  ...,2,  4,  6,.... 

Die  4*  so  erhaltenen  Reihen  haben  alle  eine  yerschiedene  Ordnungs- 
zahl. Tatsächlich  ist  a  dem  Abschnitte  von  ß  ähnlich,  welcher  dem  Ele- 
mente 1  vorangeht;  ß  dem  Abschnitte  von  y,  welcher  dem  Elemente  2 
vorangeht;  endlich  ist  a  dem  Abschnitte  von  S  ähnlich,  der  dem  Ele- 
mente 2,  ß  demjenigen,  der  dem  Elemente  4,  y  demjenigen,  der  dem 
Elemente  6  vorangeht. 

Wie  aus  diesen  Beispielen  klar  hervorgeht,  steht  die  Möglichkeit, 
die  Elemente  einer  Menge  in  wohlgeordnete  Reihen  zu  bringen,  die 
einander  nicht  ähnlich  sind,  in  engem  Zusammenhang  mit  der  bereits 
beobachteten  Tatsache  (Art.  22),  daß  zwischen  einer  unendlichen 
Menge  und  einem  ihrer  Teile  Äquivalenz  statthaben  kann. 

74,  Sind  zwei  wohlgeordnete  Reihen  gegeben,  so  erkennt  man 
leicht,  daß  ihre  Summe  und  ihr  Produkt  wiederum  wohlgeordnete 
Reihen  sind.  Die  entsprechenden  Ordnungszahlen  sind  die  Summe 
bezw.  das  Produkt  der  Ordnungszahlen  der  beiden  Reihen. 

Die  Begriffe  der  Summe  und  des  Produktes  der  Ordnungszahlen 
führen  sich  auf  die  gewöhnlichen  zurück,  wenn  diese  endliche  Zahlen 
sind. 

Es  läßt  sich  an  einfachen  Beispielen  nachweisen,  daß  die  Addition 

und  die  Multiplikation  der  Ordnungszahlen  im  allgemeinen  die  kom- 

mutative  Eigenschaft  nicht  besitzen.     Betrachten  wir  z.  B.  die  Reihe 

der  natürlichen  Zahlen,  deren  Ordnungszahl  mit  o  bezeichnet  werde, 

und  eine  zweite  Reihe,  die  aus  einem  einzigen  Elemente  a  besteht 

(deren  Ordnungszahl  also  1  ist).     Die  Reihen: 

1,  2,  3,  • . .,  o, 

a,  1,  2,  3,  •  •  •, 

deren  Ordnungszahlen  beziehentlich  co  +  1  und  1  +  ci  sind,  sind  nicht 

ähnlich,  weil  die  zweite  der  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  oder  dem 

dem  Elemente  a   vorangehenden   Abschnitte    der  ersten   ähnlich   ist. 

Man  hat  also: 

l  +  cj  =  (ö<ai+l. 

Man  betrachte  femer  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  und 
außerdem  eine  Reihe,  die  nur  aus  zwei  Elementßn  gebildet  ist  (die 
also  die  Ordnungszahl  2  hat).     Die  Reihen: 

«1,    \,    «2;    ^29    ^3?    ^3;    •  '  *; 
«1,  ag,   »3,  •  •  •,   &!,   O^y   63,   •  •  •, 
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deren  Ordnungszahlen  beziehentlich  2  •  o)  und  (o  •  2  sind^  sind  nicht 
ähnlich,  weil  die  erste  der  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  oder  dem 
dem  Elemente  h^  vorangehenden  Abschnitte  der  zweiten  ähnlich  ist. 
Man  hat  also: 

2  •  CO  =  CO  <  öl  •  2. 

75.  Wir  haben  mit  <o  die  Ordnungszahl  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe bezeichnet.  Sie  hat  die  Eigenschaft,  die  kleinste  aller  trans- 
finiten  (d.  h.  unendlichen  Reihen  zugehörenden)  Ordnungszahlen 
zu  sein.  In  der  Tat  bildet  jeder  Abschnitt  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe eine  endliche  Reihe,  so  daß  nur  die  endlichen  Ordnungszahlen 
kleiner  sind  als  co. 

Fügt  man  der  ganzen  natürlichen  Zahlenreihe  ein  neues  Element  a^ 
hinzu,  so  erhält  man  eine  Reihe  Ä^,  deren  Ordnungszahl  co  +  1  ist 
(Art.  57).     Diese  Zahl  besitzt  folgende  beiden  Eigenschaften: 

Sie  ist  >  (o  (weil  der  Abschnitt  von  A^,  der  a^  vorangeht,  die 
Ordnungszahl  co  hat). 

Es  gibt  keine  Zahl,  die  größer  als  co  und  kleiner  als  co  -f-  1  ist 
(weil  ein  Abschnitt  von  Ä^  entweder  die  Ordnungszahl  co  hat  oder 
endlich  ist). 

Auf  analoge  Weise  gelangt  man  von  co-|-lzuco  +  2,  o-f-S  usw. 

So  wird  die  natürliche  Reihe  der  Zahlen,  die  man  als  Ordnungs- 
zahlen der  endlichen  Reihen  ansehen  kann,  mittelst  Hinzunahme  der 
transfiniten  Ordnungszahlen  co,  co  -f  1,  co  -|-  2  usw.  erweitert.    In  der 

'Reihe* 

0,  1,  2,  ...,  CD,  (o-f-l,  (Ö  +  2,     .. 

ist  jede  Zahl  größer  als  alle  vorangehenden;  außerdem  besitzen  zwei 
benachbarte  Zahlen  die  Eigenschaft,  daß  es  keine  Zahl  gibt,  die  größer 
ist  als  die  eine  und  kleiner  als  die  andre  von  beiden. 

Das  Prinzip  (Cantors  erstes  Erzeugungsprinzip),  das  die 
Büdung  der  Zahlen  ra  -f  1,  co  -f  2,  •  •  •  beherrscht  und  darin  besteht, 
zu  einer  bereits  definierten  Zahl  eine  Einheit  hinzuzunehmen,  ist  das- 
selbe, das  uns  leitete,  als  wir,  von  der  Einheit  ausgehend,  die  ganze 
natürliche  Zahlenreihe  bildeten.  Die  ausschließliche  Anwendung  dieses 
Prinzips  würde  uns  daher  niemals  gestattet  haben,  über  diese  Reihe 
hinauszugehen;  wir  haben  zu  diesem  Zwecke  zu  einem  neuen  Prinzipe 
(dem  zweiten  Erzeugungsprinzip)  greifen  müssen:  zur  Bildung 
einer  neuen  Zahl  (der  Zahl  co),  die  wir  als  die  kleinste  Zahl  definierten, 
die  größer  ist  als  alle  bereits  gebildeten.  Vermittelst  dieses  Prinzips 
können  wir  eine  neue  Zahl  büden,  welche  die  Ordnungszahl  der  als 
unbeschränkt  fortgesetzt  gedachten  Reihe: 
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0,  1,  2,  ...,  CD,  oj  +  l,  cD  +  2,  ... 

oder  die  kleinste  transfinite  Zahl  darstellt ,  die  größer  ist  als  alle 
diejenigen  der  Reihe  selbst.  Gleichwohl  ist  es  unnötig^  diese  Zahl 
durch  ein  völlig  neues  Symbol  zu  bezeichnen;  die  Gesetze  der  oben 
aufgestellten  Operationen  gestatten  uns,  sie  mit  o  -  2  zu  bezeichnen. 
Ebenso  ist  o)  •  3  die  Ordnungszahl  der  Eeihe: 

0,  1,  2,  . .  •,     (D,  ©  +  1,  C3  +  2,    • .,     03  •  2,  cö  .  2  +  1,  G)  •  2  +  2,  . . . 

usf.;  (D  '  03  oder  ©^  ist  die  Ordnungszahl  der  Reihe: 

0,1,2,...,     c),a)  +  l,a)  +  2,...,     o)  •  2,  oj  •  2  + 1,  o) .  2  +  2,     •,    .-, 

Aq  A^  A^ 

wobei  die  Gruppen  A^,  A^,  A^y  -  -  -  eine  Reihe  bilden  soUen,  die  der- 
jenigen der  natürlichen  Zahlen  ähnlich  ist.  In  analoger  Weise  können 
cö*,  o*,  (0%  (D^^  usw.  definiert  werden. 

Die  endlichen  Zahlen  heißen  auch  Zahlen  der  ersten  Klasse; 
die  mittelst  cj  und  der  endlichen  Zahlen  gebildeten  heißen  solche  der 
zweiten  Klasse. 

Eine  Zahl  der  zweiten  Klasse  heißt  von  der  ersten  oder  zweiten 
Art,  je  nachdem  sie  mittelst  des  ersten  oder  zweiten  Prinzips  ge- 
bildet ist,  d.  h.  je  nachdem  sie  eine  unmittelbar  vorangehende  Zahl 
besitzt  oder  nicht. 

Es  läßt  sich  leicht  zeigen  (s.  Art.  28,  29,  30,  31),  daß  die  Ge- 
samtheit aller  Zahlen,  die  kleiner  sind  als  eine  bestimmte 
Zahl  der  zweiten  Klasse,  abzählbar  ist. 

76.  Es  erhebt  sich  nun  von  selbst  die  Frage:  Umfaßt  die 
Gesamtheit  der  bisher  betrachteten  Zahlen  die  Ordnungszahlen  aUer 
möglichen  wohlgeordneten  Reihen? 

Auf  diese  Frage  gibt  folgender  Satz  die  Antwort: 

Ist  A  eine  abzählbare  Menge  und  greift  man  irgend  eine 
Zahl  a  der  zweiten  Klasse  heraus,  so  lassen  sich  die  Elemente 
von  A  in  eine  wohlgeordnete  Reihe  bringen,  die  derjenigen 
der  Ordnungszahlen  ähnlich  ist,  welche  a  vorangehen;  um- 
gekehrt ist,  wenn  dies  für  irgend  eine  Zahl  a  möglich  ist, 
die  Menge  A  abzählbar. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  sehr  einfach.  Weil  die  Menge 
der  Zahlen,  die  kleiner  als  a  sind,  abzahlbar  ist  (Art.  75),  läßt 
sich  zwischen  diesen  Zahlen  und  den  Elementen  von  A  eine  ein- 
eindeutige, vollständige  Beziehung  herstellen.  Setzen  wir  nun  fest, 
daß  von  zwei  Elementen  von  A  dasjenige  vorangehen  soll,  dem  die 
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kleinere  Zahl  entspricht^  so  gelingt  es^  die  Elemente  von  A  in  eine 
wohlgeordnete  Reihe  zu  bringen^  die  derjenigen  der  Zahlen  ähnlich 
ist,  welche  kleiner  als  a  sind.  —  Läßt  sich  dies  umgekehrt  für  eine 
Zahl  a  bewerkstelligen,  so  folgt  (Art.  56),  daß  A  und  die  Gesamtheit 
der  Zahlen,  die  kleiner  als  a  sind,  gleiche  Mächtigkeit  besitzen,  und 
daß  folglich  A  abzählbar  ist. 

Der  aufgestellte  Satz  läßt  sich  kürzer  so  aussprechen:  Die  Zahlen 
der  zweiten  Klasse  dienen  einzig  dazu,  alle  Mengen  der  ersten 
Mächtigkeit  abzuzählen,  wie  andrerseits  diejenigen  der  ersten 
Elasse  dazu  dienen,  alle  endlichen  Mengen  und  nur  diese  abzuzählen. 

Hiemach  erscheint  es  offenbar  notwendig,  neue  Zahlen  zu  bilden, 
welche  die  Ordnungszahlen  der  nicht  abzählbaren  Mengen  anzugeben 
vermögen.  Weil  aber  diese  Zahlen  nicht  aus  o  und  den  endlichen 
Zahlen  zusammengesetzt  werden  können,  da  derart  zusammengesetzte 
Zahlen  nur  geeignet  sind,  die  Mengen  der  ersten  Mächtigkeit  abzu- 
zählen, so  macht  es  sich  nötig,  ein  durchaus  neues  Symbol  einzu- 
führen. Wir  werden  als  solches  ß  benutzen,  das  wir  als  die  kleinste 
transfinite  Zahl  definieren,  die  größer  ist  als  alle  Ordnungs- 
zahlen derjenigen  Reihen,  deren  Elemente  eine  abzählbare 
Menge  bilden. 

Der  Gedanke,  erst  dann  eine  völlig  neue  Zahl  Sl  einzuführen, 
wenn  alle  Zahlen  erschöpft  sind,  die  sich  dazu  eignen,  die  Reihen  abzu- 
zählen, deren  Elemente  eine  abzählbare  Menge  bilden,  stellt,  gebührend 
verallgemeinert,  wie  sogleich  (Art.  77)  erklärt  werden  soll,  das  Hem- 
mungs-  oder  Be'schränkungsprinzip  dar,  durch  welches  bestimmt 
wird,  unter  welchen  Bedingungen  ein  völlig  neues  Symbol  eingeführt 
werden  muß. 

Aus  der  Definition  der  Zahl  Sl  folgt:  Eine  transfinite  Zahl 
ist  immer  und  nur  dann  von  der  zweiten  Klasse,  wenn  die 
Gesamtheit  der  ihr  vorangehenden  Zahlen  abzählbar  ist;  und 
daraus  folgt  weiter:  Die  Gesamtheit  aller  Zahlen,  die  kleiner 
als  <^  sind,  ist  nicht  abzählbar. 

Femer  läßt  sich  zeigen,  daß  es  keine  nicht  abzählbare  Menge 
von  geringerer  Mächtigkeit  als  derjenigen  der  Menge  Waller 
Ordnungszahlen  gibt,  die  kleiner  als  <^  sind,  oder,  was  dasselbe 
ist,  daß  die  Mächtigkeit  der  Menge  Z  die  kleinste  Mächtig- 
keit nach  der  ersten  ist.  Sie  wird  deshalb  die  zweite  Mächtig- 
keit genannt.     Bezeichnet  wird  sie  gewöhnlich  mit  K^. 

Angenommen,  es  gebe  eine  nicht  abzählbare  Menge  Ay  die  eine 
geringere  Mächtigkeit  besäße  als  die  Menge  Z,  Der  Definition  ge- 
mäß gibt  es  dann  eine  in  Z  enthaltene  und  A  äquivalente  Menge  Z^. 
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Wir  bezeidmen  mit  T  die  wohlgeordnete  Beihe  der  Zahlen^  die  kleiner 
sind  als  Sl,  mit  T^  die  wohlgeordnete  Eeihe  (Art.  59),  die  man  er- 
hält, wenn  man  die  Elemente  von  Z^^  nach  zunehmender  Größe  ordnet. 
Weil  jeder  Abschnitt  von  T  abzählbar,  Z^  es  aber  nicht  ist,  so  ist 
^1  der  Menge  der  Elemente  keines  Abschnittes  von  T  äquivalent, 
und  Y^  ist  deshalb  (Art.  56)  keinem  Abschnitte  von  Y  ähnlich.  Weil 
nun  Y^  ein  Bestandteil  von  Y  ist,  so  folgt  daraus  (Art.  69),  daß  Y^ 
ähnlich  Y,  folglich  Z^  äquivalent  Z  und  mithin  Ä  äquivalent  Z  ist 
—  gegen  die  Voraussetzung. 

77.  Mittelst  der  Zahl  Sl,  der  Zahl  (o  und  der  endlichen  Zahlen 
und  unter  Anwendung  der  beiden  Erzeugungsprinzipien  lassen  sich 
neue  transfinite  Zahlen  bilden.  Darauf  wird  man  gemäß  dem  Hem- 
mxuigsprinzip  eine  völlig  neue  Zahl  erst  dann  einführen  dürfen, 
wenn  die  Gesamtheit  der  gebildeten  Zahlen  eine  höhere  Mächtigkeit 
erreicht  hat  als  die  zweite. 

Das  beschriebene  Verfahren  nimmt,  wie  man  sieht,  kein  Ende;  und 
die  Büdung  einer  völlig  neuen  Zahl  ist  durch  den  Umstand  bedingt, 
daß  die  Gesamtheit  aller  bereits  definierten  Zahlen  eine  höhere  Mächtig- 
keit als  diejenige  der  Menge  aller  Zahlen  besitzt,  die  kleiner  sind  als 
irgend  eine  der  schon  definierten  Zahlen  (Hemmungsprinzip). 

78.  In  jeder  Menge  von  Ordnungszahlen  gibt  es  eine, 
die  kleiner  ist  als  alle  andern. 

Bildet  man  nämlich  aus  der  gegebenen  Menge  eine  geordnete 
Reihe,  iadem  man  die  Elemente  nach  zunehmender  Größe  anordnet, 
so  ist  diese  (Art.  59)  als  Bestandteil  der  Reihe  aller  Ordnungszahlen 
wohlgeordnet;  folglich  hat  sie  eia  erstes  Element.  Dies  ist  das  kleinste 
ihrer  Elemente. 

79.  Eine  abzählbare  Reihe  fallender  transfiniter  Zahlen 
ist  endlich. 

Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  von  demjenigen  des  Artikels  60. 

Anwendung  der  Theorie  der  transfiniten  Zahlen  auf  die 
Mengenlehre. 

80.  In  Artikel  7  ist  gezeigt  worden,  daß  für  jedes  beliebige  Ä 
die  erste  Ableitung  Ä'  die  zweite  Ableitung  J."  enthält.  Ebenso 
enthält  J."  auch  J."',  J.'"  auch  A^^  usw.  Es  kann  vorkommen,  daß 
die  Mengen: 
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von  denen  jede  die  folgende  enthält,  gemeinsame  Elemente  besitzen; 
die  Gesamtheit  dieser  heißt  die  Ableitung  co-ter  Ordnung  von  A 
und  wird  mit  Ä^^^  bezeichnet.  Die  Ableitungen  von  A^^^  werden  der 
Reihe  nach  mit: 

und  die  Gesamtheit  der  ihnen  gemeinsamen  Elemente  mit  J.("'  ^)  usw. 
bezeichnet.  In  demselben  Sinne  ist  A^^^  die  Gesamtheit  der  allen 
Mengen  J.^"^  gemeinsamen  Elemente,  wo  a  irgend  eine  Zahl  der  ersten 
oder  zweiten  Klasse  ist. 

Man  sieht,  daß  die  Ordnungen  der  Ableitungen,  die  wir  auf 
diese  Weise  nach  und  nach  bilden,  von  den  transfiniten  Zahlen 
durchaus  nicht  verschieden  sind;  man  bemerkt  außerdem,  daß,  wenn 
ec  eine  Zahl  der  ersten  Art  ist  (Art.  75),  A^"^  die  Ableitung  von  A^ 
im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  ist,  sobald  nur  a  =  /3  +  1,  daß 
aber,  wenn  a  von  der  zweiten  Art  ist,  A^"^  die  Menge  der  allen 
^(y)  gemeinsamen  Elemente  ist,  wobei  y  die  ganze  Beihe  der  Zahlen 
durchläuft,  die  kleiner  als  a  sind. 

81.  Jede  abgeleitete  Menge  ist  abgeschlossen. 

Sei  A^"^  die  Ableitung  a-ter  Ordnung  einer  Menge  A,  wo  a  eine 
beliebige  Ordnungszahl  ist. 

Ist  a  eine  Zahl  der  ersten  Art,  so  ist,  wenn  man  a^ß  +  1  setzt, 
J.(")  die  erste  Ableitung  von  A^^  und  folglich  (Art.  7  und  8)  abge- 
schlossen. 

Ist  dagegen  a  von  der  zweiten  Art,  so  nehmen  wir  zunächst  a  =  o 
an,  und  zwar  ist  nur  der  Fall  zu  betrachten,  daß  A^^^  eine  unendliche 
Menge  ist.  Ist  dann  n  irgend  eine  endliche  Zahl,  so  ist,  da  A^""^  in  A^^^ 
enthalten  ist,  ^(^+i)  in  ^(»»+1)  enthalten  (Art.  6);  die  Elemente  von 
J.(«+i)  gehören  folglich  aUen  Mengen  A\  Ä'\  •  •  •  und  deshalb  der 
Menge  A"^^  der  allen  diesen  Mengen  gemeinsamen  Elemente  an.  — 
Sei  jetzt  a  =  ca  •  2.  Bezeichnet  y  irgend  eine  Zahl,  die  kleiner  ist  als 
(0.2,  so  ist  A^'^-^^  in  A^f)  und  folgUch  ^(""2+1)  in  ^(y+i)  enthalten; 
nun  ist,  da  A^"^  abgeschlossen  ist,  wie  beschaffen  auch  y  <  co  •  2  sei 
(wie  eben  gezeigt  worden),  J.('"-*+^)  in  J.(>'),  mithin  in  J.(*"-^)  enthalten, 
das  aus  der  Gesamtheit  der  allen  Mengen  J.^^)  gemeinsamen  Elemente 
besteht.  In  dieser  Weise  kann  man  für  jede  Zahl  der  zweiten  Klasse 
fortfahren. 

82.  Eine  Punktmenge  A  ist  von  der  ersten  oder  zweiten 
Gattung  (Art.  6),  je  nachdem  ^(*")  Null  ist  oder  nicht. 

Ist  A  von  der  ersten  Gattung,  so  ist  offenbar  A"^"^  =  0. 
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I 

Ist  A  von  der  zweiten  Gattung  und  nimmt  man^  um  eine  bestimmte 
Vorstellung  zu  haben,  an,  seine  Punkte  lägen  auf  einer  endlichen 
Strecke,  so  müssen,  wenn  man  sie  halbiert,  wenigstens  die  in  einem 
der  beiden  Teile  enthaltenen  Punkte  von  A  eine  Menge  der  zweiten 
Gattung  bilden.  Setzt  man  diese  Betrachtung  in  bekannter  Weise  fort 
(vgl.  Art.  5),  so  kommt  man  zu  dem  Schlüsse,  daß  in  der  Strecke  wenig- 
stens ein  solcher  Punkt  p  vorhanden  ist,  daß  in  jeder  Umgebung  des- 
selben eine  Punktmenge  zweiter  Gattung  von  A  enthalten  ist.  Ist  B 
diese  in  einer  Umgebung  b  von  p  enthaltene  Menge,  so  kann  man, 
weil  B^^^  für  jedes  n  nicht  Null  ist  und  einen  Bestandteil  von  A^^^ 
bildet,  sagen,  in  s  seien  Punkte  von  A^^^  enthalten.  Daraus  folgt,, 
daß  p  eine  Grenzstelle  von  J.^")  ist,  oder  daß  es  J^("+i)  angehört. 
Demnach  gehört  p  den  Punktmengen  Ä\  A",  A^,  •  •  •  und  folglich 
J.(^)  an,  das  also  nicht  NuU  ist. 

83.  Läßt  sich  eine  Zahl  a  der  ersten  oder  zweiten  Klasse 
angeben,  für  die  J.^")  abzählbar  ist,  so  ist  es  auch  Ä  und 
mithin  (Art.  51)  A. 

Wenn  eine  Menge  P  eine  zweite  Q  enthält,  so  werden  wir  mit 
P  —  (g  die  Gesamtheit  der  Elemente  von  P  bezeichnen,  die  Q  nicht 
angehören. 

Dementsprechend  kann  man  sich  leicht  von  der  ßichtigkeii 
folgender  Gleichung  überzeugen: 

A  =  {A  -  A')  +  (A'  -  A'')  +  '"  +  ^(«)  =  2(Ä^'^  -  Ä^'-^^^)  +  -4^"^. 

Y<ci 

Die  Glieder  der  Summe  U(A^y^  —  A^^'^^^)  bilden  eine  endliche  oder 
abzählbare  Menge  (Art.  75),  und  jedes  von  ihnen  stellt  eine  isolierte,, 
also  abzählbare  Menge  dar  (Art.  50),  also  ist  die  Gesamtheit  ihrer 
Elemente  abzählbar  (Art.  30).  Vorausgesetzt  also,  daß  A^"^  abzählbar 
ist,  wird  es  A  ebenfalls  sein  (Art.  29). 

S4.  Ist  A  abzählbar,  so  gibt  es  eine  erste  Zahl  a  der 
ersten  oder  zweiten  Klasse,  für  welche  A^"^  =  0  ist. 

Wir  schreiben  analog,  wie  wir  es  schon  im  vorigen  Artikel  getan: 


y<i2 


Wenn  keine  der  Mengen  A^y^  Null  ist,  so  kann  A^y\  da  es  als 
Bestandteil  der  abzählbaren  Menge  A  (Art.  26)  gleichfalls  abzählbar 
ist,  nicht  perfekt  sein  (Art.  49),  und  deshalb  wird  J.(y)  —  J.(y+i)  nicht 
Null.  Mithin  ist  die  Gesamtheit  der  Glieder  der  Summe,  die  in  der 
angegebenen  Gleichung  auftritt,  nicht  abzählbar  (Art.  7G),  und  keins 
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Ton  ihnen  stellt  eine  0-Menge  dar.  Daraus  folgt^  daß  Ä  —  gegen  die 
Voraussetzung  —  niclit  abzahlbar  isi 

Es  gibt  daher  Zahlen  y  der  ersten  oder  zweiten  Klasse,  für  welche 
A^^'i  Null  ist.  Unter  ihnen  gibt  es  notwendigerweise  eine  kleinste 
(Art.  78). 

85.  Wenn  A  irgend  eine  Menge  ist,  so  ist,  je  nachdem 
A  abzahlbar  ist  oder  nicht,  A^^  Null  oder  nicht. 

Ist  A  abzählbar,  so  gibt  es  (Art.  84)  eine  Zahl  y  der  ersten 
oder  zweiten  Elasse,  für  welche  A'f^ «  0  ist.     Daraus  folgt  A^^  =  0. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  A  sei  nicht  abzählbar.  Wenn  wir  uns, 
um  eine  bestimmte  Vorstellung  zu  haben,  A  als  in  einer  endlichen 
Strecke  enthalten  denken,  so  gelangen  wir  durch  eine  bereits  ange- 
stellte Betrachtung  (Art.  82)  zu  dem  Schlüsse,  daß  es  in  der  Strecke 
einen  solchen  Punkt  p  gibt,  daß  jede  Umgebung  desselben  eine  nicht 
abzählbare  Menge  von  Elementen  yon  A  enthält.  Bezeichnet  man  die 
in  der  Umgebung  b  von  p  enthaltene  Menge  mit  JB,  so  ist  JB<*)  für  keine 
Zahl  der  ersten  oder  zweiten  Elasse  Null  (ja,  nicht  einmal  abzählbar, 
s.  Art.  83);  weil  nun  JB^")  in  A^"^  enthalten  ist,  enthält  die  Umgebung  b 
Punkte  von  A^^,  Daraus  folgt,  daß  'p  eine  GrenzsteUe  von  A^^  ist 
oder  in  A^"^^^  enthalten  ist  und  mithin  (Art.  81)  A^^  für  jedes  be- 
liebige a  angehört;  der  Definition  von  A^^  entsprechend  gehört  es 
daher  A^^  an.     FolgUch  ist  A^^  nicht  Null. 

86.  Ist  A  irgendwelche  Punktmenge,  so  ist  A^^  perfekt^). 
Wir  denken  uns  A  als  in  einer  Strecke  ah  enthalten  und  weisen 

zuvörderst  nach,  daß  A^^  nicht  aus  einem  einzigen  Punkte  p  dieser 
Strecke  bestehen  kann.  Angenommen,  es  sei  A^^^^p^  so  halbiere 
man  a^  in  a^,  dann  a^p  in  a^  usw.  Bezeichnen  wir  dann  die  in  der 
Strecke  a„_i«„  enthaltene  Teilmenge  von  A  (wobei  wir  a^^a  an- 
nehmen) mit  B^j  so  ist,  da  B^^^^  ja  A^^  angehört  und  A^^  aus  dem 
einzigen  Punkte  p  besteht,  welcher  der  Strecke  »n-i^«  iiicht  ange- 
hört, B^^^  =  0  und  B^  abzählbar  (Art.  85);  nun  ist  die  Gesamtheit 
der  Strecken  a^^y^a^  abzählbar,  folglich  (Art.  30)  ist  es  auch  der  in 
öjp  enthaltene  Teil  von  A,  Analog  beweist  man,  daß  es  der  in  'ph 
enthaltene  Teil  von  A  ist,  so  daß  (Art.  29)  —  gegen  die  Voraus- 
setzung —  A  abzählbar,  also  A^^  Null  ist  (Art.  85). 

Demnach  wird  mit  Rücksicht  darauf,  daß  die  Menge  A^^  abge- 
schlossen ist  (Art.  81),  zur  Begründung  des  Satzes  der  Nachweis  ge- 


^(^)nI: 


Dieser  Satz  umfaßt  ancli  den  besonderen  Fall,  daß  A  abzählbar,  also 
füll  ist  (Art.  86),  da  ja  eine  0-Menge  perfekt  ist,  weil  mit  ihrer  Ableitung 
identisch,  die  gleichfalls  Null  ist. 
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nügen^  daß  sie  in  sich  dicht  ist,  d.  h.  daß  jeder  ihrer  Punkte  eine 
ihrer  Orenzstellen  ist.  Ist  aber  q  ein  Punkt  der  Menge  A^^\  der  keine 
ihrer  Ghrenzstellen  wäre^  so  läßt  sich  eine  Umgebung  e  von  q  angeben^ 
welche  außer  q  selbst  keinen  weiteren  Punkt  von  A^^^  enthält.  Ist 
C  die  in  £  enthaltene  Teilmenge  von  A,  so  ist  C^^^  die  in  e  ent- 
haltene Teilmenge  von  A^^^y  beschrankt  sich  also  auf  den  einzigen 
Punkt  qy  was  als  unmöglich  erwiesen  worden  ist. 

87.  Ist  A  irgend  eine  Menge^  so  ist  die  Menge  i?= J.'— J.^*^) 
abzählbar. 

Da  ^(-ß)  perfekt  ist  (Art.  86)  und  B  keine  Punkte  mit  A^^)  ge- 
mein hat,  kann  kein  Punkt  von  B  GrrenzsteUe  von  A^^'^  sein,  d.  h.  für 
jeden  Punkt  von  B  läßt  sich  eine  Umgebung  des  Punktes  selbst  be- 
stimmen, die  keinen  Punkt  von  A^^^  enthält.  Sei  ah  das  Intervall, 
in  dem,  wie  wir  annehmen  wollen,  die  Menge  A  enthalten  ist,  und 
betrachten  wir  den  Teil  von  a&,  der  (einmal,  mehrere  oder  unendlich 
viele  Male)  von  den  erwähnten  Umgebungen  bedeckt  wird,  die  sich 
naturlich  ganz  oder  teilweise  überdecken  können.  Dieser  wird  aus 
einer  Menge  getrennter  Intervalle  bestehen,  die  (Art.  47)  endlich  oder 
abzählbar  ist.  Wir  können  diese  Intervalle  daher  mit  e^  £3,  •  •  •  be- 
zeichnen. Sei  B^  der  in  s^  enthaltene  Teil  von  B.  Da  i2  in  Ä  ent- 
halten ist,  so  ist  jB^*^^  und  folglich  Bl^^,  das  nur  einen  Teil  davon 
bildet,  in  J.(i+'ß)  oder  auch  A^^^  enthalten.  Nun  enthält  aber  e^  kein 
Element  von  ^(■^);  mithin  ist  ü^^)  =  0,  also  i?„  (Art.  85)  und  folgUch 
(Art.  30)  B  abzählbar. 

88.  Ist  J.' nicht  abzählbar,  so  gibt  es  eine  erste  Zahl  a  der 
ersten  oder  zweiten  Klasse  von  der  Art,  daß  A^^^  perfekt  ist. 

Wir  greifen  auf  die  Gleichung  (Art.  84): 

Ä  =  2(^<y)  -  ^<y+^0  +  ^^^^ 

zurück  und  stellen  sie  der  andern  gegenüber  (Art.  87): 

A^B  +  A^^\ 
Daraus  folgern  wir  (s.  Anm.  zu  Art.  53): 

B^^{A^y)-A^y^^y). 
Y<h 

Wäre  keine  der  Mengen  A^'^^  perfekt,  so  würde  keine  der  Mengen 
(J.^y)—  J.(y+^))  NuU  und,  weil  die  Gesamtheit  der  Glieder  der  Summe 
nicht  abzählbar  ist  (Art.  76),  auch  B  es  nicht  sein,  während  doch  B 
bekanntlich  abzählbar  ist  (Axt.  87).  Polglich  gibt  es  Zahlen  y,  für 
welche  A^^^  perfekt  ist;  und  unter  ihnen  gibt  es  (Art.  78)  eine  kleinste. 
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89.  Aus  den  Sätzen  der  Art.  84,  87,  88  erhalt  man  mit  Rück- 
sicht auf  denjenigen  des  Art.  53  die  folgenden: 

Ist  Ä  eine  abgeschlossene  abzählbare  Menge,  so  gibt  es 
eine  erste  Zahl  cc  der  ersten  oder  zweiten  Klasse  von  der 
Art,  daß  ^(«)=0  ist. 

Ist  Ä  eine  abgeschlossene  nicht  abzählbare  Menge,  so 
gibt  es  eine  erste  Zahl  a  der  ersten  oder  zweiten  Klasse  von 
der  Art,  daß  Ä^"^  perfekt  ist;  dann  ist  die  Menge  R  =  Ä  —  Ä^^^ 
abzählbar. 

Als  KoroUar  ergibt  sich: 

Eine  abgeschlossene  Menge  Ä  läßt  sich  stets  in  zwei 
Teilmengen  J?,  S  zerlegen: 

Ä^R  +  8, 
vqn  denen  die  eine  R  abzählbar,   die   andere  S  perfekt   ist. 
Die  Menge  S  ist  immer  und  nur  dann  Null,  wenn  Ä  abzähl- 
bar ist. 

90.  Ist  Ä  eine  perfekte,  in  keinem  Intervalle  überall 
dichte  lineare  Punktmenge*),  so  läßt  sich  eine  abzählbare 
und  in  sich  dichte  Punktmenge  bilden,  die  Ä  zur  ersten 
Ableitung  hat. 

Wir  dürfen  die  Punktmenge  Ä  als  in  einem  bestimmten  end- 
lichen Intervalle  d  enthalten  voraussetzen  und  werden  die  Gesamtheit 
der  Punkte  von  d  mit  I  bezeichnen.     Setzen  wir: 

Ä  +  B^I, 
so  bezeichnet  B  die  Gesamtheit  der  Punkte  des  Intervalles  ä,  welche 
der  Menge  A  nicht  angehören.  Weil  nun  Ä  keine  Grenzstelle  hat, 
die  nicht  Ä  selbst  angehörte,  läßt  sieh  für  jeden  Punkt  von  B  eine 
Umgebung  des  Punktes  selbst  angeben,  die  kein  Element  von  A  ent- 
hält. Diese  Umgebungen,  die  sich  selbst  ganz  oder  teilweise  über- 
decken können,  werden  einmal,  mehrere  oder  unendlich  viele  Male 
einen  bestimmten  Teil  des  Intervalls  d  bedecken,  der  aus  einer  end- 

1)  Über  die  Beschaffenheit  solcher  Mengen  läßt  sich  folgender  Satz  be- 
weisen: Jede  abgeschlossene  (und  folglich  insbesondere  jede  perfekte) 
lineare  Punktmenge,  die  in  keinem  Teile  eines  Intervalles  ^,  das 
sie  enthält,  überall  dicht  ist,  besteht  aus  den  Endpunkten  einer 
im  ganzen  Intervall  ^  überall  dichten  Menge  von  Intervallen  und 
aus  den  Grenzstellen  der  Gesamtheit  dieser  Endpunkte.  —  Als  Bei- 
spiel einer  perfekten,  in  keinem  Intervall  überall  dichten  linearen  Menge  können 

wir  die  Menge  der  Zahlen    ^ —   anführen,   wo   die  Konstanten  c„  nur   die 

«  =  !** 

Werte  0  und  2  annehmen  können. 
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liehen  oder  abzahlbaren  (Art.  47)  Menge  getrennter  Intervalle  besteht. 
Wir  nennen  die  Menge  der  linken  Endpunkte  P,  diejenige  der  rechten 
Endpunkte  Q  und  setzen: 

C=P+Q. 

Die  aus  der  Vereinigung  der  beiden  abzählbaren  Mengen  P,  Q 
gebildete  Menge  C  ist  abzählbar  (Art.  29). 

Außerdem  ist  sie  in  sich  dicht.  Sei  nämlich  c  irgend  einer  ihrer 
Punkte,  y  irgend  eine  Umgebung  desselben.  Die  Umgebung  y  ent- 
hält dann  sicher  Punkte  von  Ä,  weil  c  sonst  kein  Endpunkt  eines 
der  betrachteten  Intervalle  sein  würde;  nun  muß  y,  weil  Ä  in  keinem 
Teile  von  d  überall  dicht  ist,  auch  Punkte  enthalten,  die  Ä  nicht 
angehören.  Daraus  folgt,  daß  innerhalb  y  notwendig  Punkte  von  P 
und  Punkte  von  Q,  also  Punkte  von  C  vorkommen,  und  daß  mithin 
jeder  Punkt  von  C  GrenzsteUe  von  C  selbst  ist,  so  daß  C  in  sich 
dicht  ist. 

Wir  betrachten  nun  einen  Punkt  von  C;  in  jeder  Umgebung 
desselben  werden  sich  Punkte  von  C  und  folglich  nach  dem,  was  eben 
bemerkt  worden,  Punkte  von  Ä  finden,  so  daß  die  Punkte  von  C 
Grenzstellen  von  Ä  sind  und  deshalb  —  da  ^  perfekt  ist  —  Ä  selbst 
angehören.  Umgekehrt  werden,  da  J.  in  keinem  Teile  von  ä  überall 
dicht  ist,  in  jeder  Umgebung  irgend  eines  seiner  Punkte  auch  Punkte 
von  B  und  folglich  von  C  liegen,  so  daß  jeder  Punkt  von  Ä  der 
Menge  C"  angehört. 

Daraus  folgt  -4  =  C,  und  die  Menge  C  genügt  allen  Bedingungen 
des  Satzes. 

91.  Jede  lineare  perfekte  Menge  besitzt  die  Mächtig- 
keit des  Eontinuums. 

Sei  Ä  eine  perfekte  Menge  von  Punkten  einer  Strecke  d.  Ist 
sie  in  einem  Teile  s  von  S  (oder  auch  im  ganzen  d)  überall  dicht, 
so  enthält  sie  alle  Punkte  von  £;  in  der  Tat  sind  alle  diese  Punkte 
ihr  zugehörige  GrenzsteUen  und  müssen  ihr  folglich,  weil  Ä  perfekt 
ist,  angehören.  Die  Mächtigkeit  von  Ä  ist  also  (Art.  26)  ^  derjenigen 
der  Gesamtheit  der  Punkte  von  s]  nun  ist  diese  (Art.  38)  gleich  der- 
jenigen der  Gesamtheit  der  Punkte  von  d,  welche  ihrerseits  (Art.  26) 
^  derjenigen  von  Ä  ist.  Daraus  folgt,  daß  Ä  die  Mächtigkeit  des 
Kontinuums  besitzt. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  Ä  sei  in  keinem  Teile  von  d  überall 
dicht.  Dann  läßt  sich  (Art.  90)  eine  abzählbare  und  in  sich  dichte 
Menge  C  bilden,  welche  Ä  zur  Ableitung  hat;  da  Ä  nicht  abzählbar 
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ist  (Art.  49)^  so  enthält  Ä  außer  denen  von  C  noch  andre  Punkte^ 
und  man  kann  schreiben: 

A^G  +  D, 

worin  die  Menge  D  sicher  nicht  Null  ist.  Die  Gesamtheit  der 
Intervalle,  deren  Endpunkte  die  Menge  C  bilden,  werde  mit  I  be- 
zeichnet 

Zwischen  zwei  beliebigen  dieser  Intervalle  sind  andre  Intervalle 
der  Menge  I  enthalten;  es  würden  in  der  Tat,  wenn  dies  nicht  der 
Fall  wäre,  in  irgend  einem  Teile  der  zwischen  den  beiden  betreffen- 
den Intervallen  enthaltenen  Strecke  Punkte  von  A  liegen,  und  daher 
A  innerhalb  dieser  Strecke  überall  dicht  sein,  was  ausgeschlossen 
ist.  Wir  bringen  jetzt  die  Intervalle  der  Menge  /  in  eine  Reihe  von 
abnehmender  Ghröße  (vgl.  Art.  47): 

und  nehmen  auf  irgend  einer  Strecke  6  eine  Punktmenge: 

an,  die  abzählbar,  innerhalb  der  ganzen  Strecke  6  überall  dicht  ist 
und  deren  Endpunkte  nicht  enthält.  Wir  können  dann  zwischen  den 
Elementen  der  beiden  Mengen  /,  L  eine  eineindeutige,  vollsländige 
Beziehung  derart  herstellen,  daß,  wenn  sich  ein  Intervall  b  rechts 
von  einem  andern  in  der  Strecke  8  befindet,  der  dem  ersteren  ent- 
sprechende Punkt  sich  rechts  von  dem  Punkte  befindet,  der  dem 
andern  im  Abschnitte  6  entspricht.  Zu  diesem  Zwecke  läßt  man  vor 
allem  dem  Intervalle  e^  den  Punkt  \  entsprechen,  den  wir  auch  p^ 
nennen  werden.  In  L  sind  sicher  Punkte  vorhanden,  die  sich  in  bezug 
auf  \  in  derselben  relativen  Lage  befinden,  in  welcher  sich  e^  in  bezug 
auf  B^  befindet;  ist  l^^  derjenige  von  ihnen,  welcher  den  niedrigsten 
Index  hat,  so  bezeichnen  wir  ihn  mit  p^  und  betrachten  ihn  als  homo- 
log zu  £j.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  entspricht,  wie  man 
sieht,  jedem  Abschnitte  B^  ein  und  nur  ein  Punkt  l  oder  p^.  Man 
bemerkt  leicht,  daß  kein  Punkt  l  von  der  Beziehung  ausgeschlossen 
bleibt.  Sind  nämlich  die  Punkte  Pi,  p^y  '  '  'y  P^  wirklich  bestimmt  imd 
ist  l^  unter  den  verbleibenden  Pimkten  l  der  Punkt  vom  niedrigsten 
Index,  so  sind  in  der  Menge  /  sicher  Intervalle  vorhanden,  welche 
sich  in  bezug  auf  f^,  f^,  •  •  •,  «,  in  derselben  relativen  Lage  befinden, 
in  welcher  sich  l^  in  bezug  auf  jPi,  i>2;  *  *  >  A  befindet;  zu  demjenigen 
unter  ihnen,  der  den  niedrigsten  Index  hat,  ist  dann  in  L  offenbar 
der  Punkt  l^  homolog. 
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Wir  bezeiclmen  mit  J  die  Gesamtheit  der  Punkte  des  Abschnittes  ff 
und  definieren  die  Menge  M  mittelst  der  Gleichung: 

J^L  +  M, 

Ist  m  ein  Punkt  von  M  und  nimmt  man  eine  linke  Umgebung 
desselben^  so  liegen  in  dieser  sicher  Punkte  der  Menge: 

Pj^  sei  derjenige  von  ihnen,  der  den  niedrigsten  Index  hat.  Wir  nehmen 
eine  neue  Umgebung  links  von  m,  die  nicht  von  größerer  Länge  als 
der  Hälfte  der  vorigen  ist  und  pj^  nicht  enthält,  und  Pj^^  sei  von  den, 
darin  enthaltenen  Punkten  p  derjenige  vom  niedrigsten  Index;  und 
so  fort.  Die  Punkte  pj^^,  pj^y  •  •  •  werden  eine  Folge  mit  wachsenden 
Indices  bilden,  die  von  links  nach  rechts  fortschreitet  und  m  zur 
Grenze  hat.  Ebenfalls  von  links  nach  rechts  werden  die  homologen 
Intervalle  Sj^,  ^h^y  '  '  '  fortschreiten  und  sich  folglich  —  da  ihre  Größe 
mit  wachsenden  Indices  abnimmt  —  unbegrenzt  einem  bestimmten 
Punkte  n  nähern,  der  A  angehört,  weil  in  jeder  Nähe  desselben 
Punkte  von  G  und  folglich  von  A  vorkommen.  Man  kann  gleichwohl 
zeigen,  daß  er  G  nicht  angehört.  Wäre  er  nämlich  ein  (selbstver- 
ständlich linker)  Endpunkt  eines  Intervalles  Sj^y  so  würde  der  Sj^  in.  6 
entsprechende  Punkt  pj^  sich  rechts  von  allen  Punkten  pj^,  p^y  •  •  - 
befinden  und,  da  er  nicht  mit  m  zusammenfallen  kann,  weil  dieses 
i  nicht  angehört,  rechts  von  m  stehen.  Nennt  man  daher  p^  irgend 
einen  von  den  zwischen  m  und  p^  enthaltenen  Punkten  jp,  so  müßte 
B^  rechts  von  allen  Intervallen  Bj^y  B^y  •  •  •  und  links  von  B^y  also  link» 
vom  Punkte  n  stehen;  allein  das  ist  unmöglich,  weil,  wenn  man  links 
von  n  eine  Umgebung  von  geringerer  Breite  als  £,  nimmt,  in  ihr 
sicher  Intervalle  b^^  vorkommen.  Mithin  gehört  der  Punkt  n  der 
Menge  D  an. 

Halten  wir  den  Punkt  m  fest  und  nehmen  wir  die  Folge  jp^,j9^,  •  •  - 
auf  verschiedene  Weise,  so  erhalten  wir  eine  Folge  B^^y  «ä»?  *  * '  von 
Intervallen,  die  von  denen  der  ersten  verschieden  sind.  Die  Grenze  n 
ändert  sich  gleichwohl  nicht,  weil  jedes  Intervall  f ,  das  rechts  von 
allen  denen  der  ersten  Folge  steht,  ebenso  rechts  von  allen  denen 
der  zweiten  stehen  muß  und  umgekehrt. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  sich  umkehren,  indem 
man  von  einem  Punkte  n  von  D  ausgeht,  um  zu  einem  Punkte  m 
von  M  zu  gelangen. 

Damit  ist  zwischen  den  Punktraengen  J)  und  M.  eine  einein- 
deutige, vollständige  Beziehung  hergestellt;  man  hat  daher: 
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Da  andrerseits  C  und  L  abzahlbar^  Ä  (Art.  49)  und  J  (Art.  36) 
joicht  abzählbar  sind^  hat  man  (Art.  32): 

Daraus  folgt: 

d.  h.  ^  =  ÖC. 

92.  Jede  abgeschlossene  lineare  Menge  ist  entweder 
abzahlbar^  oder  besitzt   die  Mächtigkeit   des  Kontinuums^). 

Für  jedwede  abgeschlossene  Menge  war  (Art.  89)  gefunden  worden: 

A^R  +  8, 
worin  R  abzählbar  und  S  perfekt  ist     Ist  S  Null,  so  hat  man: 

also  ^ 

ist  S  perfekt^  so  hat  man  (Art.  32): 

A^8, 
also  (Art.  91):  _ 

2  =  K. 

93.  Jede  perfekte  Menge  von  Punkten,  die  in  einem 
Baume  von  einer  beliebigen  Zahl  n  von  Dimensionen  liegen, 
besitzt  die  Mächtigkeit  des  Kontinuums. 

Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  w  =  2  und  denken  uns  weiteiv 
hin  die  Punkte  der  perfekten  Menge  A  innerhalb  des  Quadrates  ge- 
legen, das  die  Strecken  Ol  der  beiden  rechtwinkligen  Koordinaten- 
achsen als  benachbarte  Seiten  hat.     Wir  nennen  dann: 

B  die  Gesamtheit  der  Punkte  des  Quadrates, 

B^  die  Gesamtheit  der  Punkte  von  B,  für  welche  beide  Koordi- 
naten irrational  sind, 

B2  die  Gesamtheit  der  Punkte  von  B,  für  welche  nur  eine 
Koordinate  irrational  ist, 

-Bg  die  Gesamtheit  der  Punkte  von  JB,  für  welche  beide  Koordi- 
naten rational  sind, 

A^y  A2,  A^  die  beziehentlich  in  JBi,  JRj,  -Bj  enthaltenen  Bestand- 
teile von  A. 


1)  Cantor  hat  wiederholt  versichert,  daß  dieser  Satz  für  alle  linearen 
Mengen  gelte,  ein  strenger  Beweis  dafür  ist  aber  noch  nicht  geliefert  worden. 
Der  von  P.  Tannery  470  ist  ungenügend.  Levi  262  teilt  zwar  mit,  er  habe 
diesen  Satz  bewiesen,  sein  Beweis  ist  aber  bisher  noch  nicht  veröffentlicht  worden. 
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Wir  wollen  dann  nachweisen^  daß  A^  und  A^  entweder  endlich 
oder  abzahlbar  sind  oder  die  Mächtigkeit  des  Eontinnums  besitzen^ 
und  daß  A^  abzählbar  ist. 

Betrachten  wir  zunächst  A^^  so  wollen  wir  voraussetzen,  es  sei 
weder  endlich  noch  abzählbar. 

Wir  setzen  auf  einer  beliebigen  Geraden  einen  Nullpunkt  fest, 
nehmen  auf  ihr  die  Strecke  Ol  an  und  nennen: 

G  die  Gesamtheit  der  Punkte  der  Strecke, 

Cj  die  Gesamtheit  der  Punkte  von  C  mit  irrationaler  Abscisse, 

Cg  die  Gesamtheit  der  Punkte  von  C  mit  rationaler  Abscisse. 

Zwischen  den  Punkten  c^  von  C^  und  den  Punkten  6^  „^  von  B^ 
läßt  sich,  wie  in  Art.  42,  eine  eineindeutige,  vollständige  Beziehung 
herstellen.  Wir  nennen  E  die  Gesamtheit  der  Punkte  von  C^,  die 
denen  von  A^  entsprechen,  E^  die  Gesamtheit  der  Punkte  der  Ab- 
leitung E\  die  (?i  angehören,  E^  die  Gesamtheit  derjenigen,  die  C^ 

anirehören,  so  daß: 

^  E'^E^  +  E^. 

Die  Menge  E,  und  folglich  (Art.  51)  die  Menge  E\  besitzt  eine 
höhere  als  die  erste  Mächtigkeit. 

Ist  c^  ein  Punkt  von  E^  und  setzen  wir  unter  Benutzung  der 
Bezeichnung  in  Art.  42: 

80  läßt  sich,  weil  c^  Grenzstelle  von  E  ist,  für  jeden  Wert  von  Je 
von  1  an  in  jE7  ein  Punkt  c^  von  der  Art  finden,  daß  die  ersten 
2k  Glieder  der  Entwicklung: 

mit  denen  von  r  zusammenfallen-,  diese  Punkte  bilden  dann  eine  Folge 
mit  der  Grenze  c^.  Die  homologen  Punkte  in  B{  bilden  eine  Folge 
von  der  Art,  daß  die  ersten  h  Glieder  der  Kettenbruchentwicklungen 
der  Koordinaten  des  Ä-ten  Punktes  mit  denen  aUer  folgenden  Punkte 
zusammenfallen.  Daraus  folgt,  daß  auch  diese  Folge  einen  Grrenz- 
punkt  6,  ^,^  besitzt,  der  irrationale  Koordinaten  hat  und  folglich  B^ 
angehört.  Nun  entsprechen  die  Punkte  derjenigen  Folge,  deren  Grenze 
^tifS±  ^^^>  Punkten  der  Menge  E  und  gehören  daher  der  Menge  A^  und 
folglich  auch  A  an;  da  aber  die  Menge  A  perfekt  ist,  so  wird  der 
Punkt  b^  ^  za  A  und,  da  seine  Koordinaten  irrational  sind,  zu  A^  ge- 
hören; der  ihm  homologe  Punkt  c^  in  C^  wird  daher  E  angehören. 
Jeder  Punkt  von  E^  gehört  also  E  an  oder,  mit  andern  Worten,  alle 

Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analyüsolien  Funktionen.  4 
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Punkte  von  E',  die  E  nicht  angehören,  haben  eine  rationale  Abscisse; 
daraus  folgt  (nach  der  in  Art.  51  festgesetzten  Bezeichnung);  daß  die 

^^'*®'  E'-D{E,E') 

abzählbar  oder  endlich  ist  (Art.  26^33).     Andrerseits  ist  die  Menge: 

E^D{E,W), 

weil  sie  isoliert  ist^  abzahlbar  oder  endUch  (Art.  50).     Daraus  folgt 

(Art.  32): 

E'<^B{E,E'),    E<^B{E,E'), 
mithin: 

E  «"^  E, 

Nun  besitzt  E\  weil  es  (Art.  7)  eine  abgeschlossene^  nicht  ab- 
zählbare Menge  ist,  die  Mächtigkeit  des  Eontinuums  (Art.  92);  folg- 
lich läßt  sich  von  E  dasselbe  sagen  und  ebenso  von  Ä^^  welches 
mit  E  äquivalent  ist. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Bestandteil  F  von  A^y  der  auf  der  Ge- 
raden x^=v  liegt,  wo  V  eine  zwischen  0  und  1  enthaltene  rationale 
Zahl  ist.  Die  Punkte  von  F  haben  dann  eine  irrationale  Ordinate; 
wenn  nun  ein  Punkt  von  F'  eine  irrationale  Ordinate  hat,  so  schließt 
man,  wie  kurz  vorher,  daß  er,  da  A  perfekt  ist,  A  und  folglich  F 
angehören  muß.     Daraus  folgt  dann  wieder,  daß: 

r-BiF.F") 

aus  Punkten  mit  rationaler  Ordinate  besteht  und  mithin  abzählbar 
ist;  endlich  folgert  man  durch  dieselben  Betrachtungen  wie  früher,  daß 
F  entweder  abzählbar  ist  oder  die  Mächtigkeit  des  Eontinuums  be- 
sitzt. Da  nun  jedem  rationalen  Werte  der  Abscisse  oder  der  Ordi- 
nate eine  Menge  wie  F  entspricht  und  der  Inbegriff  dieser  Mengen  A^ 
bildet,  so  darf  man  schließen  (Art.  30,  43),  daß  A^  entweder  (endlich 
oder)  abzählbar  ist  oder  die  Mächtigkeit  des  Eontinuums  besitzt. 

Schließlich  ist  A^  (Art.  39)  (endlich  oder)  abzahlbar. 

Mithin  ist  A  entweder  (endlich  oder)  abzählbar  oder  es  besitzt 
die  Mächtigkeit  des  Eontinuums. 

Nun  kann  Ay  weil  es  perfekt  ist,  nicht  abzahlbar  sein  (Art.  49)- 
also  besitzt  es  die  Mächtigkeit  des  Eontinuums. 

94.    Daraus  läßt  sich  wie  oben  schließen: 

Jede  unendliche  abgeschlossene  Menge  von  Punkten,, 
die  in  einem  ßaume  von  einer  beliebigen  Zahl  von  Dimen- 
sionen liegen,  ist  entweder  abzählbar  oder  besitzt  die 
Mächtigkeit  des  Eontinuums. 


Digiti 


izedby  Google 


Zweiter  Teil. 
Allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen  0. 

Funktionen  der  Funkte  eines  Bereichs. 

96.  Wenn  jedem  Punkte  eines  Bereichs^)  von  beliebiger  Dimen- 
sionszahl  ein  einziger  reeller  oder  komplexer  Wert  entspricht^  so  sagt 
man,  die  Gesamtheit  dieser  Werte  bilde  eine  eindeutige  Punktion 
der  Punkte  des  Bereichs.  Die  Funktion  heißt  reell,  wenn  alle 
ihre  Werte  reeU  sind. 

Wir  werden  auf  die  Funktionen  der  Punkte  eines  Bereichs  ge- 
wisse Definitionen  und  Eigenschaften  zu  übertragen  suchen,  die  sich 
auf  die  gewöhnlichen  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen  beziehen, 
indem  wir  uns  zumeist  auf  einen  Bereich  von  zwei  Dimensionen  be- 
schränken. 

96.  Unter  der  oberen  bezw.  unteren  Grenze  einer  reellen 
Funktion  der  Punkte  eines  Bereichs  verstehen  wir  eine  Zahl  von  der 
Art,  daß  kein  Wert  der  Funktion  größer  bezw.  kleiner  ist  als  sie, 
daß  aber  Werte  der  Funktion  vorhanden  sind,  die  von  ihr  um  weniger 
als  eine  beliebig  kleine  positive  Größe  6  verschieden  sind. 

Nimmt  die  Funktion  Werte  an,  die  größer  bezw.  kleiner  sind 
als  irgend  ein  vorgeschriebener  Wert,  so  sagt  man,  sie  habe  zur 
oberen  bezw.  unteren  Grenze  +  <5o  bezw.  —  co. 

Es  existiert  stets  eine  obere  bezw.  untere  Grenze,  und 
zwar  nur  eine. 


1)  Nachschlagewerke:  Bianchi  33,  Biermann  36,  37,  Borel  46,  47, 
Burkhardt  98,  Porsyth  156,  Pouöt  166,  Harkness  und  Morley  197^ 
Hermite  201,  Osgood  338,  Petersen  366,  Pincherle  383,  384,  387^ 
Puzyna  420,  Tannery  und  Molk  468,  Thomae  477,  Timtschenko  481, 
Vivanti  611.  —  S.  auch  Hurwitz  211. 

2)  Wenn  wir  von  einem  Bereich  sprechen,  so  betrachten  wir  stets  auch  die 
Punkte  seiner  Begrenzung  (d.  h.  diejenigen  Punkte,  von  denen  jede  Umgebung 
Punkte  enthält,  die  dem  Bereich  angehören,  und  Punkte,  die  ihm  nicht  ange- 
hören) als  zu  ihm  gehörig. 


Digiti 


izedby  Google 


52         Zweiter  Teil.    Allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 

Übersteigen  die  Werte  der  Funktion  jede  beliebig  festgesetzte 
Zahl^  so  ist  die  obere  Grenze  vorbanden  und  gleich  +  <x> ;  und  es  ist 
klar^  daß  es  keine  andre  geben  kann. 

Seien  dagegen  alle  Werte  der  Funktion  kleiner  ab  eine  ge- 
gebene Zahl  p.  Denken  wir  sie  uns  nach  zunehmender  Gh*öße  ge- 
ordnet, so  erhalten  wir  eine  steigende  Folge  reeller  Zahlen,  die  sämt- 
lich kleiner  sind  als  die  bestimmte  Zahl  p]  und  diese  Folge  besitzt 
stets  eine  Ghrenze^).  Man  kann  leicht  beweisen,  daß  sie  die  obere 
Gh-enze  der  gegebenen  Menge  ist. 

Die  obere  (untere)  Grrenze  bezeichnet  man  auch  als  Maximum 
(Minimum),  wenn  sie  einer  der  Werte  ist,  welche  die  Funktion 
annimmt. 

Greift  man  zwei  beliebige  Punkte  des  Bereichs  heraus  und  bildet 
die  Differenz  der  entsprechenden  Werte  der  (reellen  oder  nicht  reellen) 
Funktion,  so  besitzt  die  Gesamtheit  der  absoluten  Werte  der  so  er- 
haltenen Ghrößen  eine  obere  Grenze,  welche  man  die  Schwankung 
der  Funktion  in  jenem  Bereiche  nennt. 

Für  eine  reeUe  Funktion  ist  die  Schwankung  gleich  der  Differenz 
zwischen  ihrer  oberen  und  ihrer  unteren  Grenze. 

97,  Ist  L  die  obere,  l  die  untere  Grenze  einer  reellen 
Funktion  der  Punkte  eines  Bereichs,  so  ist  in  dem  Be- 
reiche mindestens  ein  Punkt  von  der  Art  vorhanden,  daß  in 
jeder  Umgebung  desselben  die  obere  Grenze  der  Funktion  L, 
und  ein  zweiter  von  der  Art,  daß  in  jeder  Umgebung  des- 
selben die  untere  Grenze  l  ist. 

Wir  nehmen  ein  Rechteck  an,  das  in  seinem  Innern  den  ge- 
gebenen Bereich  C  enthält.  Teilen  wir  es  durch  Parallele  zu  den 
Seiten  in  4  gleiche  Rechtecke,  so  ist  mindestens  in  einem  der  Teile, 
in  welche  der  gegebene  Bereich  auf  diese  Weise  zerlegt  wird,  die 
obere  Grenze  der  Funktion  gleich  L]  wäre  sie  nämlich  in  allen  vier 
Teilen  niedriger  als  X,  so  würde  sie  es  auch  im  ganzen  Bereiche  sein. 
Sei  C^  ein  Teil,  in  welchem  die  obere  Grenze  L  ist.  Wir  teilen  das 
Rechteck,  in  welchem  er  liegt,  in  4  gleiche  Teile  und  fahren  damit 
unbegrenzt  fort.  Man  erhält  so  eine  Folge  von  Rechtecken,  von  denen 
ein  jedes  in  dem  vorangehenden  enthalten  ist  und  ein  Viertel  von 
ihm  beträgt,  und  in  deren  jedem  die  obere  Grrenze  L  ist.  Diese 
Rechtecke  bestimmen  gemäß  Art.  5  einen  Punkt,  der  innerhalb  aller 
dieser  Rechtecke  liegt.  In  jeder  Umgebung  dieses  Punktes  ist  die 
obere  Grenze  i;  sie  kann  nämlich  nicht  kleiner  als  L  sein,  weil  man 


1)  Siehe  z.B.:  Gapelli,  Istituzioni  di  analisi  algebrica,  Napoli  1902,  S.284. 
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zu  jeder  vorgegebenen  Umgebung  des  betrachteten  Punktes  ein  von 
derselben  umschlossenes  Rechteck  finden  kann^  in  welchem  die  obere 
Grenze  L  ist.  Der  Punkt  gehört  femer  dem  gegebenen  Bereiche  an, 
weil  sich  in  jeder  Umgebung  von  ihm  Punkte  des  Bereichs  vorfinden. 
Analog  gestaltet  sich  der  Beweis  für  die  untere  Grenze. 

98,  Eine  Funktion  f{x)  der  Punkte  x  eines  Bereichs  heißt  stetig 
in  einem  Punkte  c,  wenn  sich  nach  Annahme  einer  beliebig  kleinen 
positiven  Größe  6  eine  Umgebung  von  c  finden  läßt,  für  deren  sämt- 
Kche  Punkte^)  die  Ungleichung  gilt: 

Mit  dieser  Definition  ist  die  andere  gleichbedeutend: 

Eine  Funktion  heißt  stetig  in  einem  Punkte  c,  wenn  sich  nach 

Annahme  einer  beliebigen  positiven  Größe  ö  eine  Umgebung  von  c 

finden  läßt,  in  welcher  die  Schwankung  kleiner  ist  als  6, 

In  der  Tat  läßt  sich,  wenn  f{x)  in  c  nach  der  ersten  Definition 

stetig  ist,  nach  Annahme  eines  beliebigen  6  eine  Umgebung  von  c 

so  bestimmen,  daß  für  jeden  Punkt  x  derselben: 

\m~f{c)\<{- 

ist;  sind  daher  x^y  x^  irgend  zwei  Punkte  der  betrachteten  Umgebung, 
so  hat  man: 

Wd-f{c)\<^,     \f{x,)-f{c)\<-} 
und  folglich: 

\fi^.)-f{=c.)\<~- 

2  6 

Es   ergibt   sich   hieraus,   daß   die   Schwankung  nicht  größer  als  —  , 
also  kleiner  als  6  ist. 

Läßt  sich  umgekehrt,  wie  man  auch  6  wähle,  eine  Umgebung  von 
c  bestimmen,  in  welcher  die  Schwankung  kleiner  ist  als  tf,  so  gilt 
für  jeden  beliebigen  Punkt  x  dieser  Umgebung: 

\f{x)-m\<6. 

99,  Die  absoluten  Werte  einer  stetigen  Funktion  bilden 
eine  (reelle)  stetige  Funktion. 


1)  Wenn  c  auf  der  Begrenzung  des  betrachteten  Bereichs  liegt,  so  versteht 
sich  von  selbst,  daß  von  jeder  Umgebung  von  c  nur  der  im  Bereich  selbst  ent- 
haltene Teil  berücksichtigt  werden  darf. 
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In  der  Tat  hat  man;  da  der  absolute  Betrag  der  Differenz  zweier 
Größen  niemals  kleiner  ist  als  die  Differenz  ihrer  absoluten  Betrage: 

0^||/-(^)|-|/-(c)l|^|/^(*)-/-W|; 
wenn  folglich  in  einer  Umgebung  von  c: 

\f('>d-m\<<f 

ist;  so  ergibt  sieh  daraus: 

\\m\-\fic)\\«f. 

100,  Wenn  eine  Funktion  in  einem  ganzen  Bereiche 
(d.  h.  in  allen  Punkten  des  Bereichs)  stetig  ist,  so  läßt  sich  nach 
Annahme  einer  beliebig  kleinen  positiven  Größe  6  eine  be- 
stimmte Größe  r  der  Art  finden,  daß  die  Schwankung  der 
Funktion  in  jedem  in  dem  Bereiche  enthaltenen  Kreise  vom 
Radius  r  kleiner  ist  als  6  (Satz  von  der  gleichmäßigen  Stetigkeit). 

Ist  X  irgend  ein  Punkt  des  betrachteten  Bereichs,  so  läßt  sich 
um  X  ein  Kreis  beschreiben,  in  welchem  die  Schwankung  der  Funk- 
tion kleiner  ist  als  tf.  Ist  q(x)  die  obere  Grenze  der  Radien  der- 
jenigen Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  x,  für  welche  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  so  läßt  sich  q{x)  in  dem  betrachteten  Bereiche  als  reelle 
und  positive  Funktion  von  x  auffassen  und  besitzt  demnach  eine  untere 
Grrenze  r,  die  positiv  oder  Null  ist.  Es  läßt  sich  daher  (Art.  97)  ein 
Punkt  Xq  so  bestimmen,  daß  in  jeder  Umgebung  desselben  die  untere 
Grenze  von  q(x)  gleichfalls  r  ist.  Beschreibt  man  mit  dem  Radius 
q(xq)  um  Xq  einen  Kreis,  so  ist  entsprechend  der  Definition  der  Funk- 
tion Q  die  Schwankung  der  Funktion  in  jedem  Bereiche  innerhalb 
dieses  Kreises  kleiner  als  <y;  sie  wird  es  im  besondem  in  jedem  Kreise 
sein,  der  mit  einem  Radius  ^  -^Qi^o)  ^^  einen  Punkt  beschrieben 
wird,  der  innerhalb  des  Kreises  um  Xq  mit  dem  Radius  ^q(Xq)  liegt. 
Daraus  folgt,  daß  für  irgend  einen  Punkt  x  dieses  letzteren  Kreises 
q{x)^^q{^o)  ist,  und  daß  mithin  die  untere  Grenze  der  Funktion  q(x) 
innerhalb  desselben  ^lp(iCo)  ^^*-  Nun  ist  diese  untere  Grenze  nach 
der  Art,  wie  der  Punkt  Xq  gewählt  worden,  gleich  r;  folglich  ist 
^^ip(^o);  d.  h.  r  ist  nicht  Null,  sondern  positiv. 

Weil  demnach  für  alle  Punkte  x  des  betrachteten  Bereichs  die 
Ungleichung  Q(x)'^r  gilt,  so  ist  die  Schwankung  in  jedem  mit  dem 
Radius  r  um  irgend  einen  Punkt  des  Bereichs  beschriebenen  Kreise 
sicherlich  kleiner  als  tf. 

101,  Wenn  eine  reelle  Funktion  in  einem  ganzen  Be- 
reiche stetig  und  L  bezw.  l  ihre  obere  bezw.  untere  Grenze 
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ist^  SO  ist  mindestens  ein  Punkt  yorhanden^  in  dem  sie  den 
Wert  Ly  und  ein  zweiter,  in  dem  sie  den  Wert  l  annimmt. 
—  Kürzer:  Eine  in  einem  Bereiche  stetige  reelle  Funktion 
besitzt  darin  ein  Maximum  und  ein  Minimum. 

Auf  Grund  des  Satzes  in  Art.  97  läßt  sich  ein  Punkt  c  so  be- 
stimmen, daß  die  obere  Grenze  der  Funktion  für  jede  Umgebung  des- 
selben gleich  L  ist.  Nehmen  wir  an,  die  Funktion  habe  in  c  nicht 
den  Wert  i,  so  ist  alsdann: 

m<L. 

Es  werde  L  —  f{c)  =  r  gesetzt.  Da  die  Funktion  in  c  stetig  ist, 
läßt  sich  eine  Umgebung  von  c  so  bestimmen,  daß  für  alle  ihre 
Punkte: 

\m-fic)\<\ 

wird.  Da  andrerseits  die  obere  Grenze  der  Funktion  in  dieser  Um- 
gebung gleich  L  ist,  lassen  sich  darin  Punkte  x  angeben,  für  welche: 

\L-ax)\<\ 

ist.     Aus  beiden  Beziehungen  folgt: 

.,     ....  L-f{c)<t, 

was  widersmnig  ist. 

Analog  ist  der  Beweis  für  die  untere  Grenze. 

102.  Eine  in  einem  zusammenhängenden^)  Bereiche 
stetige  reelle  Funktion  nimmt  darin  jeden  Wert  an,  der 
zwischen  ihrem  Maximum  und  ihrem  Minimum  enthalten  ist. 

Sei  M  ein  zwischen  l  und  L  liegender  Wert. 

Nach  dem  vorigen  Satze  gibt  es  zwei  Punkte  c,  d  von  der  Art, 
daß: 

ist.  Es  werde  c  mit  d  durch  eine  Linie  A  verbunden,  die  sich  selbst 
nicht  schneidet  und  vollständig  innerhalb  des  betrachteten  Bereiches 
enthalten  ist.  Wegen  der  Stetigkeit  der  Funktion  läßt  sich  nach  An- 
nahme einer  beliebigen  positiven  Größe  6  ein  Punkt  p  der  Linie  X 
so  bestimmen,  daß  die  Funktion  auf  dem  ganzen  Bogen  cp  von  {  um 
weniger  als  6  verschieden  ist.  Nehmen  wir  im  besondem  6  =^  M—l, 
dann  bleibt  die  Funktion  auf  dem  ganzen  Bogen  cp  kleiner  als  M, 

1)  Ein  Bereich  heißt  zusammenhängend,  wenn  irgend  zwei  Punkte  des- 
selben sich  durch  eine  ganz  im  Innern  des  Bereichs  liegende  Linie  verbinden 
lassen. 
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Da  diese  Eigenschaft  offenbar  nicht  dem  ganzen  Bogen  cd  zukommt, 
so  läßt  sich  auf  der  Linie  X  ein  Punkt  e  so  bestimmen^  daß  f(x\ 
falls  p  auf  dem  Bogen  ce  liegt,  in  allen  Punkten  x  des  Bogens  cp 
kleiner  ist  als  My  während  diese  Ungleichung  nicht  fQr  alle  Punkte 
dieses  Bogens  besteht^  falls  p  auf  ed  liegt.  Es  läßt  sich  nun  leicht 
beweisen,  daß  f{e)  =  M  ist 

Es  möge  zunächst  f{e)  <  M  sein.  Wird  f{e)  ^  M—  6  gesetzt, 
so  läßt  sich  auf  der  Linie  k  zwischen  e  und  d  ein  Punkt  p  so  be- 
stimmen^  daß  auf  dem  ganzen  Bogen  epi 

,,,,  \f{x)-f{e)\<e, 

folfflich: 

f{x)  <  M 

ist.  Es  gilt  dann  fär  den  ganzen  Bogen  cp  die  Ungleichung  f{x)  <  M, 
was  unmöglich  ist. 

Es  sei  nun  umgekehrt  f(e)>M,  Wird  f(e)  =  M  +  6  gesetzt, 
so  läßt  sich  auf  der  Linie  X  zwischen  c  und  e  ein  Punkt  p  so  be- 
stimmen^  daß  fQr  den  ganzen  Bogen  pe: 

.,,. ,  \fi^)-f(e)\<e, 

folguch: 

f(ix)>M 

ist.    Der  Bogen  cp  hat  dann  die  Eigenschaft,  daß  f(x)  nicht  in  allen 
seinen  Punkten  kleiner  ist  als  üf,  was  wiederum  unmöglich  ist. 
Folglich  ist  f{e)  =  Jf. 

103,  Die  Summe  zweier  (oder  mehrerer)  in  einem  Punkte 
stetiger  Funktionen  ist  eine  in  diesem  Punkte  stetige 
Funktion. 

Es  seien  fi(x)y  f^ix)  zwei  in  einem  Punkte  c  stetige  Punktionen. 
Nehmen  wir  6  willkürlich  an,  so  läßt  sich  eine  Umgebung  s^  von  c 
bestimmen,  für  deren  sämtliche  Punkte: 

(1)  IA(«)-A(c)l<| 

ist,  und  eine  zweite  Umgebung  b^  von  c,  für  deren  sämtliche  Punkte 
ebenfalls: 

(2)  \fM-Uic)\<\ 

ist. 

Für  die  den  beiden  Umgebungen  «i,  s^  gemeinsamen  Punkte  des 
Bereiches  e  gelten  dann  (1),  (2)  gleichzeitig;  aus  ihnen  folgt: 

I  \fM  +  /i(^)]  -  \fi{<:)  +  /",(«)]  I  <  <», 

womit  die  Stetigkeit  der  Funktion /i(Ä;)+/*2(ir)  im  Punkte  c  bewiesen  ist. 
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104,  Das  Produkt  zweier  (oder  mehrerer)  in  einem 
Punkte  stetiger  Funktionen  ist  eine  in  diesem  Punkte 
stetige  Funktion. 

Die  Stetigkeit  der  beiden  Funktionen  fx{x),  f^{x)  im  Punkte  c 
läßt  sich  folgendermaßen  ausdrücken:  Welches  auch  die  reelle  positive 
Größe  t  sei,  stets  lassen  sich  zwei  Umgebungen  f^,  b^  von  c  angeben, 
für  deren  sämtliche  Punkte  beziehentlich: 

(1)  Ui<^)-h(c)  +  a,t,    U{x)^f,(c)  +  u^t 

ist,  wo  I  a^  I  <  1,  I  a,  I  <  1  ist.  In  dem  b^,  s^  gemeinsamen  Bereiche  b 
gelten  dann  die  Gleichungen  (1)  gleichzeitig.     Aus  ihnen  folgt: 

/i(^)^2(^)  =  /i(^)/i(c)  +  ^K/i(c)  +  (hf%ip)  +  «l««^] 

und  daraus,  wenn  man  beachtet,  daß  der  absolute  Betrag  der  Summe 
niemals  die  Summe  der  absoluten  Beträge  übersteigt,  und  mit  Rück- 
sicht auf  die  Bedingungen,  denen  a^y  a^  unterliegen: 

\fMfM  -  /;(c)/i(c)  I  <  r[|/i(c)  i  +  \f,{c)  I  +  r]. 

Nehmen  wir  6  beliebig  an  und  wählen  wir  r  so,  daß  es  den  beiden 
Bedingungen: 

^^^'     ^^  \fdc)\  +  \U{c)\  +  i 
genügt,  so  ist  für  alle  Punkte  des  Bereichs  b: 

\fii^)fM-fi(c)f,ic)\<0, 

eine  Beziehung,  welche  die  Stetigkeit  der  Funktion  fi{iic)f^{x)  im 
Punkte  c  beweist. 

106.  Die  reziproke  Funktion  einer  in  einem  Punkte 
stetigen  und  nicht  verschwindenden  Funktion  ist  in  diesem 
Punkte  stetig. 

Welches  auch  die  positive  Größe  r  sei,  stets  läßt  sich  der  Voraus- 
setzung nach  eine  Umgebung  b  des  Punktes  c  angeben,  für  deren 
sämtliche  Punkte: 

ist,  wo  I  a  1  <  1  ist;  außerdem  ist  f{c)  +  0.     Daraus  folgt: 
mithin: 


1         1 

ax 

^\f{c)\\m-\-«x 
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Nun  läßt  sich;  wenn  6  beliebig  gegeben  ist,  t  so  wählen,  daß: 


'<^, 


ist.     Alsdann  wird: 


tind  folglich: 


r<^\m\' 


l/-(c)  +  «r|>|/-(c)i-r> 


\m\ 


1 

m 


m 


2c 


<T«^<*5 


durch  diese  Beziehung  ist  die  Stetigkeit  der  Funktion  jp:  im  Punkte  c 
bewiesen. 

106.  Kombinieren  wir  diesen  Satz  mit  dem  des  vorigen  Artikels, 
so  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Der  Quotient  zweier  in  einem  Punkte  stetiger  Punk- 
tionen, von  denen  die  Funktion  im  Nenner  in  diesem  Punkte 
nicht  Null  ist,  ist  eine  in  dem  Punkte  selbst  stetige  Funktion. 

107,  Ist  eine  Reihe  in  einem  Punkte  stetiger  Funk- 
tionen in  einer  Umgebung  dieses  Punktes  gleichmäßig  kon- 
vergent^), so  ist  die  Summe  der  Reihe  eine  in  diesem 
Punkte  stetige  Funktion. 

OD 

Sei  6  die  Umgebung  des  Punktes  c,  in  welcher  die  Reihe  ^f^jx) 

gleichmäßig  konvergent  ist.    Nach  Wahl  eines  beliebigen  ö  läßt  sich, 
eine  Zahl  n  so  bestimmen,  daß  für  aUe  Punkte  x  von  b: 


(1) 

folglich  im  besondem: 
(2) 


Ä  =  n  +  1 


OD 


< 


3  ' 


1)  Es  sei  daran  erinnert,  daß  eine  Summe  von  Funktionen  ^  f  (x)  in  einem 


h=l 


Bereiche  gleichmäßig  konvergent  genannt  wird,  wenn  sich  nach  Annahme 
einer  beliebig  kleinen   positiven  Z  '' 
daß  für  alle  Punkte  des  Bereichs : 


einer  beliebig  kleinen  positiven  Zahl  a  eine  Zahl  n  der  Art  bestimmen  läßt, 
e  Pü  •       ■      -^        ■ 


2fM<^ 


ist. 


Ä  =  n-f  1 
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ist.     Da  andrerseits   2fj^{x)  eine  im  Punkte  c  stetige  Funktion  ist 


A=l 


(Art.  103),   so  läßt  sich  eine  Umgebung  b    des  Punktes  c  angeben, 
für  deren  sämtliche  Punkte: 


(3) 


^a<>^)-^fH{c) 


Ä  =  l 


A  =  l 


< 


ist.  In  dem  £,  b  gemeinsamen  Bereiche  gelten  dann  die  Unglei- 
chungen (1),  (3)  gleichzeitig;  kombinieren  wir  sie  mit  der  Un- 
gleichung (2),  die  wir  auch  folgendermaßen  schreiben  können: 


so  erhalten  wir: 


Ä  =  n  +  1 


<T, 


qo  OD 


A  =  l 


<<J. 


Damit  ist  die  Stetigkeit  der  Funktion  ^fj^ix)  im  Punkte  c  bewiesen. 


Fotenzreüien. 

108,  Die  Erörterung  der  allgemeineren  Funktionen  der  Punkte 
eines  Bereichs  beiseite  lassend,  werden  wir  jetzt  den  Punkten  der 
Ebene  zunächst  eine  arithmetische  Bedeutung  beilegen  und  uns  mit 
denjenigen  Funktionen  beschäftigen,  deren  Wert  in  einem  Punkte  man 
erhält,  indem  man  mit  dem  durch  den  Punkt  selbst  dargestellten 
Werte  arithmetische  Operationen  vornimmt. 

Die  Ebene  werden  wir  Ton  nun  an  in  der  üblichen  Weise  als 
das  Bild  der  Gesamtheit  aller  komplexen  Zahlen  betrachten.  Wir 
nehmen  also  zwei  rechtwinklige  Koordinatenachsen  an  und  betrachten 
als  das  Bild  der  komplexen  Zahl  x  -f-  iy  den  Punkt  der  Ebene,  der  die 
Abscisse  x  und  die  Ordinate  y  hat.  Die  Punkte  der  a:-Achse  stellen 
also  im  besondem  die  reellen  Werte  dar.  Hiermit  wird  die  Theorie 
der  linearen  Mengen  zur  Theorie  der  Mengen  von  reellen  Zahlen,  und 
die  Theorie  der  zweidimensionalen  Mengen  zur  Theorie  der  Mengen 
von  komplexen  Zahlen.  Überhaupt  gewinnen  damit  allgemein  die 
geometrischen  Theorien  des  ersten  Teiles  auch  eine  arithmetische  Be- 
deutung. 
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Die  einfachsten  unter  den  durch  arithmetische  Operationen  er- 
zeugten  Funktionen  erhält  man  dadurch,  daß  man  die  durch  die 
Punkte  der  Ebene  dargestellte  komplexe  Variable  x  mit  andern  reeUen 
oder  komplexen,  konstanten  numerischen  Werten  mittels  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Additionen,  Subtraktionen  und  Multiplikationen 
verknüpft.  Dergleichen  Ausdrücke  nennt  man  Polynome;  ihre  Unter- 
suchung ist  Sache  der  elementaren  Algebra. 

Die  nächstliegende  Verallgemeinerung  der  Polynome  ergibt  sich,, 
wenn  man  voraussetzt,  daß  in  einem  nach  steigenden  Potenzen  der 
Variabein  geordneten  Polynome  die  Anzahl  der  Glieder  über  jede 
Grenze  hinaus  wachse.  Man  erhält  so  eine  Reihe,  deren  Glieder 
ganze,  positive  und  wachsende  Potenzen  der  Variabein  enthalten  oder^ 
wie  man  kürzer  sagt,  eine  Potenzreihe. 

109,   Liegt  die  Potenzreihe: 

00 

(1)  2«»** 

A  =  0 

vor  und  setzt  man: 

so  lassen  sich  alle  reellen  nicht  negativen  Zahlen  in  zwei  Klassen  J.,  'S 
teilen,  je  nachdem  sie,  in  der  Reihe  mit  reellen  und  positiven  Gliedern: 


(2)  2«*^* 


an  Stelle  von  %  gesetzt,  diese  Reihe  konvergent  oder  divergent  machen. 
Es  ist  klar,  daß,  wenn  eine  Zahl  der  Klasse  A  (oder  JB)  angehört,  jede 
Zahl,  die  kleiner  (größer)  ist  als  sie,  derselben  Klasse  angehört.  Es 
gibt  folglich  eine  einzige  Zahl  p,  die  weder  kleiner  ist  als  irgend  eine 
Zahl  der  Klasse  A  noch  größer  als  irgend  eine  Zahl  der  Klasse  3y 
die  mithin  die  Eigenschaft  besitzt,  daß  die  Reihe  (2)  für  jedes  %<i^ 
konvergent,  für  jedes  %>  q  divergent  ist.  Welcher  der  beiden  Klassen 
die  Zahl  q  angehört,  ob  also  die  Reihe  (2)  für  S  =  p  konvergent  oder 
divergent  ist,  läßt  sich  nur  in  jedem  besondem  Falle  entscheiden. 

Der  Klasse  A  gehört  in  jedem  Falle  die  Zahl  0  an,  weil  sich 
die  Reihe  (2)  für  |  =  0  auf  ihr  erstes  Glied  reduziert.  Enthält  sie 
keine  weitere  Zahl,  so  ist  p  =  0.  Es  kann  umgekehrt  vorkommen^ 
daß  alle  reeUen  und  positiven  Zahlen  der  Klasse  A  angehören;  dann 
setzt  man  q  ^  <x>. 

Beschreibt  man  mit  dem  Radius  q  um  den  Anfangspunkt  einen 
Kreis,  so  gilt  für  alle  Punkte  innerhalb  desselben  |a;|  =  §  <  p,  so  daß 
die  Reihe  (2)  konvergent,  die  Reihe  (1)  folglich  absolut  konvergent  ist; 
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umgekelirt  gilt  für  alle  Punkte  außerhalb  desselben  \x\^  ^>  q,  so 
daß  die  Reihe  (2)  divergent^  die  Beihe  (1)  also  nicht  absolut  kon- 
vergent ist.  Über  die  Punkte  der  Peripherie  läßt  sich  auf  allgemeine 
Weise  nichts  entscheiden. 

Die  Zahl  q  heißt  Eonvergenzradius,  der  um  den  Anfangs- 
punkt mit  dem  Radius  q  beschriebene  Er^is  Eonvergenzkreis  der 
Reihe  (1). 

Beispiele: 

1  +  X  +  x^  +  '  - '  hat  den  Eonvergenzradius  1; 
l  +  l!a;  +  2!^«+---    „      „  „  0; 

1  +  Yj  +  -gj-  H ,y  y,  ,y  OO- 

110,  In  den  Punkten  außerhalb  ihres  Eonvergenzkreises 
ist  eine  Potenzreihe  nicht  einmal  bedingt  konvergent. 

Angenommen,  die  Reihe  sei  für  einen  Wert  von  x  von  der  Art, 
daß  I  a?  I  =  I  >  p  ist,  konvergent,  dann  muß  sein: 

lim  aj^cd" «  0 

und  folglich: 

^  lima,|*  =  0. 

Dies  besagt,  nach  Annahme  einer  beliebig  kleinen  positiven 
Größe  6  läßt  sich  eine  Zahl  n  der  Art  finden,  daß  für  jedes  Ä  >  w  gilt: 

«aS*  <  <^. 
Ist  also  ri  eine  zwischen  q  und  $  enthaltene  Ghröße,  so  wird: 

«.^  <.(!)* 

und  folgUch: 

00 

sein;  hiemach  würde  die  Reihe  ^t^jji^  konvergent  sein,  während  sie 

doch.  Ab,  Yi>  Q  ist,  divei^ent  ist.  Folglich  kann  die  gemachte  Vor- 
aussetzui^  nicht  statthaben. 

Der  Satz  läßt  sich  auch  folgendermaßen  aussprechen:  Eonver- 
giert  eine  Potenzreihe  für  einen  bestimmten  Wert  von  ä?, 
80  konvergiert  sie  absolut  für  jeden  Wert  von  x  von  klei- 
nerem absoluten  Betrage. 


Digiti 


izedby  Google 


62  Zweiter  Teil.    Allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 

111.  Eine  Potenzreihe  ist  in  jedem  Kreise  um  den  An- 
fangspunkt gleichmäßig  konvergent,  dessen  Radius  kleiner 
ist  als  der  Eonyergenzradius. 

Sei  (>  >  0  der  Konvergenzradius  der  Reihe,  q  irgend  eine  positive 

oe 

Zahl,  die  kleiner  ist  als  p.     Weil  die  Reihe  ^«a^*  ^^  I  =  (>'  kon- 

A  =  0 

vergiert,  so  läßt  sich  nach  Annahme  einer  beliebigen  positiven  Gh*öße  6 
eine  Zahl  n  von  der  Art  bestimmen,  daß: 

A  =  «  +  l 

Daraus  folgt  für  jedes  i,^Q' 

QP  QO 

Ä=n+1  Ä=n+1 

und  mithin  für  jeden  Punkt  x  des  Kreises  mit  dem  Radius  q    um 
den  Anfangspunkt  (mit  Einschluß  der  Peripherie): 


I  00 

*  =  «  +  ! 


<<J, 


womit  der  Satz  bewiesen  ist. 


11 2,  Beachtet  man,  daß  (Art.  104)  a/'  eine  stetige  Funktion  von 
X  ist,  so  gilt  (Art.  107,  111)  das  folgende  Theorem: 

Eine  Potenzreihe  ist  in  jedem  Kreise  um  den  Anfangs- 
punkt, dessen  Radius  kleiner  ist  als  der  Konvergenzradius 
der  Reihe,  eine  stetige  Funktion. 

Ist  ein  im  Innern  des  Konvergenzkreises  liegender  Bereich  (d.  h. 
ein  Bereich,  dessen  sämtliche  Punkte  mit  Einschluß  der  Begrenzung 
dem  Konvei^enzkreise,  nicht  aber  dessen  Peripherie  angehören)  vor- 
handen, so  läßt  sich  stets  um  den  Anfangspunkt  ein  Kreis  beschreiben, 
dessen  Radius  kleiner  ist  als  der  Konvergenzradius  und  der  jenen 
Bereich  vollständig  enthält.     Daraus  folgt  also: 

Eine  Potenzreihe  ist  in  jedem  im  Innern  ihres  Konver- 
genzkreises liegenden  Bereiche  eine  stetige  Funktion.  Oder 
kürzer:  Eine  Potenzreihe  ist  innerhalb  ihres  Konvergenz- 
kreises eine  stetige  Funktion. 

113.  Der  Konvergenzradius  einer  Potenzreihe  ist  offenbar  eine 
Funktion  ihrer  Koeffizienten;  aber  die  Untersuchung  dieser  Funktion 
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bietet  die  erheblichsten  Schwierigkeiten  und  ist  noch  so  gut  wie  voll- 
ständig zu  erledigen. 

Eine  bemerkenswerte  Beziehung  zwischen  den  Koeffizienten  einer 
Potenzreihe  und  ihrem  Konvergenzradius  ist  durch  folgenden  Satz 
gegeben^): 

Ist   ^cLj^a^  eine  Potenzreihe,  «^  =  10*1;  so  ist  das  größte 
*=o 
Element^)  X  der  abgeleiteten  Menge  der  Menge  der  reellen 
und  positiven  Werte: 

(1)  «u     y^;     V^zy  '  '  ',     V^hy  •  •  • 

der  reziproke  Wert  des  Konvergenzradius  der  Beihe. 

Die  Zahl  A,  die  durch  limya^  bezeichnet  werden  mag,  läßt  sich 

auch  als  das  Trennungselement  definieren  zwischen  denjenigen 
Zahlen,  welche  von  der  Art  sind,  daß  in  der  Menge  (1)  un- 
zählige Elemente  vorkommen,  die  größer  sind  als  sie,  und 
denjenigen,  welche  diese  Eigenschaft  nicht  besitzen^). 

Nehmen  wir  einen  Wert  |<-t-  an  und  bezeichnen  wir  mit  y^ 
eine  Zahl  zwischen  -j  und  A,  so  können  wir  schreiben: 

wo  0  <  -d*  <  1  ist.  Nach  der  Definition  von  X  ist  dann  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Elementen  der  Menge  (1)  vorhanden,  die  größer  als 
ft  sind;  nennen  wir  n  —  1  den  größten  unter  den  Indices  dieser 
Elemente,  so  hat  man  für  jedes  h'^n\ 

woraus  folgt: 

^nl'^^y 

1)  Hadamard  184,  187.  S.  auch  van  Vleck  612,  Walter  515.  -~  Nach 
einer  Bemerkung  von  Pringsheim  (Enzyklop.  d.  math.  WisBenschaften,  Bd.  I, 
Leipzig,  1898,  S.  81)  wurde  der  Satz  zum  ersten  Male  bereits  von  Oauchj 
(Analyse  algäbrique,  1822)  entdeckt,  geriet  dann  aber  wieder  in  Vergessenheit, 
80  daß  er  jetzt  bisweilen  als  der  Gauchy-Hadamardsche  Satz  bezeicnnet  wird. 

2)  Es  mag  hier  darauf  hingewiesen  sein,  daß  eine  abgeschlossene  Menge 
von  reellen  Zamen  immer  ein  größtes  und  ein  kleinstes  Element  besitzt. 

3)  Gabe  es  nämlich  für  fi  >  X  unendlich  viele  Elemente  der  Menge  (1),  die 
>  IL  wären,  so  würden  sie  eine  Grenzstelle  besitzen  (Art.  6),  die  ]^  ft  wäre, 
während  es  doch  keine  Grenzstelle  gibt,  die  größer  als  X  ist. 
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und  wenn  wir  summieren: 

OD  00 

Daraus  folgt,   daß  für   den  betreffenden  Wert  von  §  die  Reihe 

OD 

^o^jJS^  konvergiert. 

h  =  n 

Nehmen  wir  nun  |  >  y  an,  so  werden  in  der  Menge  (1)  un- 
zählige Elemente  vorhanden  sein,  die  größer  als  -j  sind;  man  wird 
also  för  unzählige  Werte  von  h  haben: 

woraus  sich  ergibt: 


K>j, 


Daraus  folgt,  daß  für  den  betreffenden  Wert  von  |   die  Beihe 

OD 

^«^^5*  divergiert. 

Folglich  ist  Y  der  Konvergenzradius  der  vorgelegten  Reihe. 

114.  Sind  Ly  l  das  größte  und  das  kleinste  Element  der 
abgeleiteten  Menge  der  Menge  der  reellen  und  positiven 
Werte: 

SO  ist,  wenn  L  endlich  ist,  der  Eonvergenzradius  nicht 
kleiner  als  j-]   wenn  ferner  l  von  0  verschieden  ist,   so   ist 

der  Konvergenzradius  nicht  größer  als  -j^). 

Nehmen  wir  S  <  t  ^"id  bezeichnen  wir  mit  K  einen  Wert  zwischen 

-y  und  L,  so  kann  man  schreiben: 

WO  0  <  -ö*  <  1  ist.  Da  in  der  Menge  (1)  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Elementen  vorhanden  ist,  die  größer  als  K  sind,  so  hat  man  von 
einem  bestimmten  Werte  s  von  h  an: 


1)  Pincherle  384. 
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"J^-^K  (k^s) 


und  folglich  für  jeden  Wert  von  r: 
woraus  folgt: 

Ä  =  *  r  =  Ü  r  =  0 

SO  daß  die  Reihe  endlich  ist  und  der  Eonvergenzradius  nicht  kleiner 
als  y-  sein  kann. 

Nehmen  wir  jetzt  |  >  ,  und  bezeichnen  mit  k  einen  Wert  zwischen 

j  und  Z,  so  können  wir  schreiben: 

wo  tf  >  1  ist.  Da  in  der  Menge  (1)  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Elementen  vorhanden  ist,  die  kleiner  als  Je  sind,  so  hat  man  von 
einem  bestimmten  Werte  t  von  Ä  an: 

und  folglich  für  jeden  Wert  von  r: 


woran    folgt: 

2  «*5*  ^ «'»'  2  ^"'^''  =  «'S'  2  ^^'^ 

h=t  r=0  r=0 


diese  letzte  Reihe  divergiert  aber,  folglich  kann  der  Konvergenzradius 
der  betrachteten  Reihe  nicht  größer  als  y  sein. 

115.    Daraus  ergibt  sich  als  besonderer  Fall: 

Nähert  sich  — —  mit  unbegrenzt  wachsendem  h  einer  be- 
stimmten Grenze  A,  so  ist  der  reziproke  Wert  dieser  Grenze 
der  Konvergenzradius  der  Reihe. 

In  der  Tat  besteht  in  diesem  Falle  die  abgeleitete  Menge  der 
Menge  (1)  aus  dem  einzigen  Elemente  A,  so  daß  L  =  1  ^  k  ist. 

Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  b 
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116.    Eine  Verallgemeinerung   dieses  Satzes  ist   der  folgende^): 
Läßt  sich  eine  Zahl  m  Ton  der  Art  finden^  daß  sich  für 
eine  Zahl  r  der  Reihe: 

(1)  0,  1,  2,  ...,  m-1 

das  Verhältnis  *"         mit  nnbecrrenzt  wachsendem  h  einer 

cc  " 

(*-l)m+r 

bestimmten  Grenze  k  nähert  und  daß  sich  außerdem  nach 
Annahme  einer  beliebigen  positiven  Größe  6  eine  Zahl  H 
angeben  läßt,  so  daß  für  alle  übrigen  Zahlen  /  der  Reihe  (1) 
die  Bedingung: 


a 


hm  +  r' 


'^(A-l)»n  +  r' 


<k  +  6    für  h>H 


Erfüllt  ist,  so  ist  der  Konvergenzradius  der  Potenzreihe 

QC  j 

^a^x^  gleich  — . 

Die  zweite  Bedingung  ist  gleichbedeutend  mit  der,  daß  die  ab- 
geleitete Menge  der  Menge  —  ^^^ —  eine  obere  Grenze  habe,  die  nicht 

größer  ist  als  L 

Man  kann  schreiben: 

A  =  0  t  =  0        Ä  =  0  t  =  \t        A  =  0 

OD 

WO  Tj  =  I"*  gesetzt  ist.    Die  Reihe  ^«4^+*^*  ^*  ^^^  ^'^^  (-^^-  ^1^) 
den  Konvergenzradius  y  und  für  jeden  andern  Wert  von  t  (Art.  114) 

einen  Konvergenzradius,  der  nicht  kleiner  ist  als  j]  folglich  hat  die 

00 
Reihe   ^ccj^m+t^^"^    ^    beiden   FäUen    einen   Konvei^enzradius,    der 

A  =  0 

gleich  jn-z  bezw.  nicht  kleiner  als  rn—  ist.     Da  andrerseits  die  Glieder 

yx  yx 

00 

der  m  Teilreihen,  in  die  gemäß  (2)  die  Reihe    ^a^l*  zerfällt,  ver- 

A=0 

schiedene  Potenzen  von  |   enthalten  und  sich   folglich  nicht  gegen* 
1)  Bortolotti  82. 
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einander  heben  können^  so  ist  diese  Reihe  immer  und  nur  dann  kon- 
vergent, wenn  es  alle  m  Teüreihen  sind  (vgl.  unten  Art.  118).    Daraus 

folgt,  daß  der  Konvei^enzradius  der  betrachteten  Reih^  gleich  ^»-t:  ist. 

OD 

117«  Wenn  der  Eonvergenzradius  der  Potenzreihe  ^dj,^ 

00 

gleich  Qy  der  der  Reihe    ^\x^  gleich  q'  ist,  so  ist  der  Kon- 

00 

vergenzradius  der  Reihe  ^ajfi,^a^  ^  w'^)- 

Setzen  wir  j ö^a |  ==  «*,  \W^  ßh  ^^^  nehmen  wir  eine  beliebige 
Zahl  ft"  >  — r  an,   so  können  wir  diese  auf  unzählige  Arten  derart 

in  zwei  Faktoren  [i,  /t'  zerlegen,  daß  ft  >  -  ,  ft'  >  -r  isi  Dann 
lassen  sich  (Art.  113)  zwei  Zahlen  w,  n'  von  der  Art  bestimmen,  daß 
yaf^ < fi  für  jedes  Ä > w  und  yßh  ^  f*'^  ^^^  jedes  Ä  >  w'  ist;  bezeichnen 
wir  nun  mit  n'  eine  Zahl,  die  nicht  kleiner  ist  als  jede  der  beiden 
Zahlen  w,  n,  so  wird,  für  jedes  h>n\  Vccj^ß^ < (ifL  =» (i'  sein.    Daraus 

00 

folgt,  wenn  wir  mit  q''  den  Eonvergenzradius  der  Reihe    2^h^h^ 

bezeichnen,    daß    ft"  ^  -77  sein    muß,    so    offc    /it"  >  — -  ist,    folglich 
T  ^  -77  oder  p"  ^  pp'. 


118,  Ist  Q  der  Eonvergenzradius  der  Reihe  ^dh^i  Q  der 

AsO 

OD 

der  Reihe   ^6^^^  so   ist   der   Eonvergenzradius   der  Reihe 

A=0 

OD 

2{^h  +  ^a)^  genau   gleich    der   kleineren   der  Zahlen  p,  p', 

/i=0 

wenn  sie   verschieden,  dagegen  mindestens  gleich  ihrem  ge- 
meinsamen Werte,  wenn  sie  einander  gleich  sind. 

Setzt  man  p  >  p'  voraus,  so  sind  beide  Reihen  für  |  :r  |  <  p'  kon- 
vei^ent,  folglich  ist  es  auch  die  dritte;  dagegen  ist  die  erste  Reihe 
für  Werte  von  \x\y  die  zwischen  p'  und  p  liegen,   konvergent,   die 


1)  Hadamard  191,  192,  193.  —  Siehe  anch  Jensen  214,  Meyer  802. 
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zweite  aber  nicht,  also  die  dritte  ebensowenig;  damit  ist  bewiesen, 
daß  der  Konvergenzradius  der  dritten  Reihe  genau  q'  ist. 

Ist  dagegep  Q  =  Qy  so  ist  die  dritte  Reihe  für  |a;|  <  (>  konvergent, 
man  kann  aber  im  allgemeinen  nichts  darüber  sagen,  wie  sie  sich 
für  \x\>  Q  verhält;  es  läßt  sich  demnach  nur  behaupten,  daß  ihr 
Konvergenzradius  nicht  kleiner  als  q  ist. 

Aus  diesem  Satze  und  dem  des  Art.  113  ergibt  sich  unmittelbar 

der  folgende,  der  sich  übrigens  leicht  direkt  beweisen  läßt: 

Sind: 

«1,  «8,  . . . 

ßij  ß2y  '" 
zwei  Folgen  positiver  Zahlen  und  ist: 

wobei  0>z  ist,  alsdann  ist: 

119.  Die  Frage  nach  der  Abhängigkeit  des  Konvergenzradius 
von  den  Koeffizienten  läßt  sich  noch  unter  einem  andern  Gesichts- 
punkte betrachten.  Sieht  man  nämlich  die  Koeffizienten  als  Funk- 
tionen einer  neuen  Variabein  y  an,  so  läßt  sich  der  Konvergenzradius  q 
als  Funktion  von  y  untersuchen.  Aber  auch  nach  dieser  Richtung 
hin  sind  die  bisher  erzielten  Ergebnisse^)  gering.  Sie  zeigen  indes, 
daß  selbst  in  dem  einfachsten  Falle,  in  dem  die  Koeffizienten  ganze 
rationale  Funktionen  von  y  sind,  q  im  allgemeinen  eine  unatetige 
Funktion  von  y  ist. 

So  läßt  sich  beispielsweise  eine  Potenzreihe  bilden,  deren  Koeffi- 
zienten Polynome  in  y  sind  und  deren  Konvergenzradius  einen  be- 
stimmten Wert  R  für  alle  Werte  von  y  hat,  mit  Ausnahme  einer 
endlichen  Anzahl  von  Werten  y^  ysj  ' '  'j  Vny  ^^  ^®  ®^  einen  andern 

00  00 

Wert  jB'>  JJ  hat.  Wenn  nämlich  die  Potenzreihen  ^dj^oi^,  ^\^ 
beziehentlich  die  Konvergenzradien  R,  R  haben  (iJ'  >  R)  und: 

(y  -  yi){y  -  ys)  •  •  •  (y  -  2/J  =  9>(y) 

gesetzt  wird,  so  hat  (Art.  118)  die  Reihe: 


1)  Pincherle  391,  Vivanti  507,  508. 
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Ä  =  0 

tatsächlicU  die  verlangte  EigeHs^haffc. 
Allgemeiner:  Sind 

die  rKoüTergenzradien  der  B«ilien: 


'^afXy)x^, 


so  hat  die  Reihe: 


A  =  0 


den  Konvergenzradius  f{y)  für  alle  Werte  von  y,  für  welche  f{y)<g(j/) 
und  fp(y)  4=  0  ist,  fiir  alle  übrigen  aber  den  Konvergenzradius  g(y). 
Dagegen  läßt  sich  folgender  Satz  beweisen: 
Sind  die  Koeffizienten  einer  Potenzreibe: 


2<y)^ 


Ä  =  0 

Polynome,  deren  Grade  nicht  höher  sind  als  eine  bestimmte 
Zahl  j?,  und  hat  die  Reihe  für  p  +  1  Werte  y^,  y^,  •  •  ?  %,  ^^n 
y  einen  Konvergenzradius,  der  nicht  kleiner  ist  als  eine  be- 
stimmte Zahl  iJ,  so  findet  dasselbe  für  alle  Werte  von  y 
statt. 

Es  sei: 

1   2/o  vi  —'  yi 
1   2/1   yl"  yl  _2), 


1   yp  yl'  "  yl 

und  es  mögen  mit  D^j^  die  Unterdeterminanten  der  Elemente  der 
Determinante  D  bezeichnet  werden.  Da  nun  der  Annahme  nach  die 
Reihen: 


^<y^^ 


(i==0,  i,...,i^) 


A  =  0 


Digiti 


izedby  Google 


70         Zweiter  Teil.    Allgemeine  Theorie  der  analjüschen  Funktionen. 

einen  Konvergenzradius  ^  JB  haben,  so  wird  dasselbe  (Art.  118)  für 
die  Reihen: 

OD 

2[At«*(yo)  +  Ai«Ä(yi)  +  •  •  •  +  i>,+i.»«*(y,)]^ 

oder: 

OS 

I>'2%^-^'^       (Ä=l,  2,...,i>+l) 

statthaben  und  folglich  auch  (Art.  118)  (indem  man  den  Faktor  D 
forthebt  und  nach  Multiplikation  mit  j/*"^  für  aUe  Werte  von  k 
summiert)  für  die  Reihe: 

OD 

A=0 

oder: 

OD 

Ä  =  0 

wo  y  jeden  beliebigen  Wert  haben  kann. 

Hinsichtlich  anderer  verwandter  Sätze  sei  auf  die  in  der  letzten 
Anmerkung  angeführten  Arbeiten  verwiesen. 

120.  Ist  eine  Potenzreihe  gegeben,  so  läßt  sich  eine 
Umgebung  des  Anfangspunktes  finden,  innerhalb  welcher 
die  Reihe  in  keinem  Punkte,  höchstens  den  Anfangspunkt 
selbst  ausgenommen,  den  Wert  Null  hat^). 

OD 

Sei   ^«A^  ==  ^(^)  ^®  betrachtete  Potenzreihe  und  sei  vorerst 

A=0 

a^+O.  Da  ^{x)  innerhalb  ihres  Konvergenzkreises  eine  stetige  Funk- 
tion ist  (Art.  112),  so  wird  sich  eine  Umgebung  des  Anfangspunktes 
bestimmen  lassen,  in  deren  sämtlichen  Punkten: 

!^W-?(0)l<l«ol 

ist;  nun  ist  5ß(0)  =  a^,  folglich  wird  in  allen  Punkten  dieser  Um- 
gebung 5ß(a;)  =f=  0  sein. 

Ist  dagegen  a^  ==  0  und  wird  außerdem  der  Allgemeinheit  halber 
angenommen,  daß: 

1)  In  diesem  Satze  wie  in  den  folgenden  wird  stillschweigend  vorausgesetzt, 
daß  der  EoDvergenzradius  nicht  Null  ist,  weil  die  Sätze  sonst  keinen  Sinn  haben 
würden. 
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»1  =  <»2  ^ »r-i  =  0,     a^  +  0 


Nun  läßt   sich  nach  dem  soeben  Gesagten   eine  Umgebung  des 

OD 

Anfangspunktes  finden,   in  der   ^ö^+a^  niemals  Null  ist;  in  dieser 
Umgebung  wird  ^(x)  nur  im  Anfangspunkte  verschwinden. 

121.  Der  vorstehende  Satz  läßt  sich  auch  folgendermaßen  aus- 
sprechen: 

Ist  eine  Potenzreihe  in  allen  Punkten  einer  MengC;  die 
den  Anfangspunkt  zur  Grenzstelle  hat^  Null^  so  ist  sie  iden- 
tisch Null  (d.  h.  alle  ihre  Koeffizienten  sind  Null)^). 


1)  Aus  diesem  Satze  folgt: 

OD 

Eine  Potenzreihe   ^(x)  =  ^a%x^   kann    nicht  in   allen  Punkten 

AsO 

einer  Umgebung  des  Anfangspunktes  einen  reellen  (oder  rein  ima- 
ginären) Wert  haben. 

Sei  diese  Umgebung  ein  Kreis  vom  Radius  q.  Wir  setzen  a^=^b,^-\-  iCf^ 
und  geben  x  irgend  einen  reellen  Wert  von  kleinerem  absolutem  Betrage  als  q; 
dann  muß: 

OD 

^Cj^a^  ==  0 
A=o 

sein,  woraus  C;^  =  0  folgt,  so  daß  die  Koeffizienten  a,,  reell  sein  müssen. 
Wir  geben  hiemach  x  einen  rein  imaginären  Wert  ii)  und  erhalten: 

A=0  A=0  A=0 

Da  $(»t?)  für  jedes  reelle  v  von  kleinerem  absolutem  Betrage  als  q  reell 
sein  muß,  so  wird  für  alle  diese  Werte  von  v  gelten  müssen: 

00 

woraus  nach  dem  Satze  im  Texte  folgt: 

«2Ä  +  i  =  0     (Ä  =  0,l,2,*-    ), 
mithin,  wenn  a;*  =  y  gesetzt  wird: 

Ä=0 
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Beachten  wir,  daß  die  Stellen,  an  denen  eine  Potenzreihe: 

OD 
A=:0 

einen  Wert  C  annimmt,  dieselben  sind  wie  die,  an  denen  die  Potenzreihe: 

OD 

f(x)  -  C  =  (o,  -  C)  +  2«»a^ 

A  =  l 

verschwindet,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Ist  ^(x)  eine  Potenzreihe,  C  eine  beliebige  Größe,  so 
läßt  sich  eine  Umgebung  des  Anfangspunktes  finden,  inner- 
halb welcher  ^{x)  in  keinem  Punkte,  höchstens  mit  Aus- 
nahme des  Anfangspunjctes  selbst,  den  Wert  C  annimmt.  — 
Oder  in  andrer  Form: 

Hat  eine  Potenzreihe  an  allen  Punkten  einer  Menge,  die 
den  Anfangspunkt  zur  Grenzstelle  hat,  ein  und  denselben 
Wert,  so  reduziert  sie  sich  auf  eine  Konstante  (d.  h.  alle  ihre 
Koeffizienten  sind  Null  außer  dem  ersten). 

Beachten  wir  ferner,  daß  die  Punkte,  in  denen  zwei  Potenzreihen: 

OD  CO 

gleiche  Werte  annehmen,  dieselben  sind  wie  die,  in  denen  die  Potenz- 
reihe: 

QO 

^,(x)-^,(a;)=2(«i*-«2*)^ 

A  =  ü 

verschwindet,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Haben  zwei  Potenzreihen  in  allen  Punkten  einer  Menge, 
die  den  Anfangspunkt  zur  Grenzstelle  hat,  gleiche  (wenn 
auch  möglicherweise  von  Punkt  zu  Punkt  verschiedene)  Werte,  so 
sind  die  beiden  Reihen  identisch  gleich  (d.  h.  ihre  entsprechen- 
den Koeffizienten  sind  gleich). 

Da  die  Reihe  €ii{y)  für  jedes  y  von  kleinerem  absolutem  Betrage  als  9* 
reell  sein  muß,  so  findet  man,  indem  man  die  vorige  Überlegung  wiederholt: 

«2(2A-H.l^^Ö       (Ä=0,l,2,..-). 

Indem  man  so  fortfährt,  beweist  man,  daß  diejenigen  Koeffizienten  Null 
sein  müssen,  deren  Indices  höchstens  die  2*®,  3**,  •  •  Potenz  von  2  enthalten, 
und  daß  mithin  alle  Koeffizienten  mit  Ausnahme  von  a^  Null  sein  müssen,  weil 
sich  für  jeden  gegebenen  Koeffizienten  die  höchste  Potenz  von  2  angeben  läßt, 
die  in  seinem  Index  enthalten  ist. 
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122.  Die  Eigenschaften  der  Potenzreihen  von  x  lassen  sich  auf 
die  Potenzreihen  von  x  —  c  übertragen,  wo  c  eine  endliche  Zahl  ist, 
vorausgesetzt,  daß  der  Punkt  c  in  den  verschiedeaen  Sätzen  an  die 
Stelle  des  Anfangspunktes  tritt.  So  konvergiert  z.  B.  eine  Potenzreihe 
von  X  —  c  innerhalb  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  c;  sie  kann 
in  allen  Punkten  einer  Menge,  welche  c  zur  Grenzstelle  hat,  nicht 
Null  werden,  ohne  identisch  Nuil  zu  sein,  usf. 

Um  zu  sehen,  was  geschieht,  wenn  wir  anstatt  eines  Punktes  c 
von    endlicher  Entfernung    den    unendlich    fernen  Punkt  in  Betracht 

ziehen,  wenden  wir  auf  die  Reihe    ^0,^,^,  die  den  Konvergenzradius  q 

h  =  0 


habe,    die    Substitution    x^—   an;    sie    wird    dadurch    zu     S-A\ 
diese  Reihe  konvergiert  aber,  wenn  man  q'  =       setzt,  für  ;  a?' !  >  q\ 


In  dem  hier  betrachteten  Falle  liegt  also  eine  Potenzreihe  von     /  vor, 

die  in  dem   Teile   der  Ebene  konvergiert,  der  sich  außerhalb  eines, 
bestimmten  Kreises  um  den  Anfangspunkt  befindet. 


Der  Mittelwert  und  seine  Anwendungen. 

123.  Sei  f(x)  eine  Funktion  der  Punkte  eines  Bereiches,  die  auf 
einer  in  diesem  Bereiche  enthaltenen  Kreislinie  vom  Radius  q  um 
den  Anfangspunkt  stetig  sein  möge.  Man  teile  die  Kreislinie,  von 
ihrem  Schnittpunkte  mit  der  positiven  reellen  Achse  ausgehend,  in 
2**  gleiche  Teile,  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Die  Teilpunkte 
stellen  dann  die  Werte: 

der  Variabelii  a;  dar,  wo: 

die  imaginäxe  Wurzel  der  Einheit  vom  Grade  2**  mit  dem  kleinsten 
Argumente  ist;  bezeichnen  wir  mit  SK„/*(9)  das  arithmetische  Mittel 
der  Funktions werte  in  diesen  Punkten,  so  wird  sein: 


2-1 

'2r 


^nf{9)-j,^f{<Q\ 


A:  =  0 


Wir  werden  beweisen,  daß   sich  dieser  Ausdruck,  wenn  n  unbe- 
grenzt wächst,  einer  endlichen  und  bestimmten  Grenze  nähert. 
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Setzen  wir: 


««+!»  = 


inj 


so  ist: 

(1)  ^nm^-J^S^'^f«^^' 

(2)  2Ä„^/(p)  =  -l:j,2/"(«-^^> 

Wir  schreiben  nun: 

(3)  4  =  2^^ .  g  +  r, 

wo  g'  und  r  den  Quotienten  und  den  Rest  der  Division  von  k  durch 
2^  bezeichnen.  Da  Ä  in  (2)  von  0  bis  2"+^  —  1  variieren  muß^  wird 
man  alle  seine  Werte  aus  (3)  erhalten^  wenn  maii  darin  q  von 
0  bis  2**  —  1,  r  aber  von  0  bis  2^—1  variieren  läßt,  so  daß  sich  (2), 
wenn  man  außerdem  berücksichtigt,  daß  «5+^=  a„  ist,  folgendermaßen 
schreiben  läßt: 

2*^-1   a^'-l  2**-!   2^-1 

Zieht  man  davon  (1)  ab,  so  erhält  man: 

Nun  kann  man^)  infolge  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  f{x) 
für  ,x\^  Q  nach  Vorgabe  einer  beliebig  kleinen  Größe  a  eine  andere 
positive  Größe  ö  so  bestimmen,  daß  die  Schwankung  der  Funktion  f{x) 
auf  jedem  Bogen,  der  gleich  oder  kleiner  als  ö  ist,  kleiner  ist  als  ^. 
Wählt  man  demnach  die  Zahl  n  so,  daß   der  Bogen  von  der  Länge 

"  ^    kleiner  ist  als  ö,  und  beachtet  man,  daß  der  Bogen  zwischen  den 

beiden  Punkten: 

a^Q  und  (i'n^v<9  (0^  r  ^  2^  -  1) 

die  Länge  —-A  <  — ^  <  ö  hat,  so  ist  für  jeden  Wert  von  |9: 

!/-«,,<9)-/-(«»p)'<ff, 

1)  Nach  dem  Satze  von  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  der  Funktionen  einer 
reellen  Variabein,  der,  wie  andere  analoge  Sätze,  unmittelbar  auf  Funktionen  der 
Punkte  irgendwelcher  Linie  übertragen  werden  darf. 
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und  folglich: 

|3Ä«+/((»)-9Ä„/-(<>)l<*, 

eine  Beziehung^  welche  zeigt^  daß  sich  W^f(ß)  einer  bestimmten  end- 
lichen Grenze  nähert,  wenn  n  üter  alle  Grenzen  wächst.  Wir  werden 
diese  Grenze  mit  3Ä/'(())  bezeichnen: 


mf{Q)^Mmmj(Q)  =  ]im 


2-1 


^2:f«^) 


aind  sie  Mittelwert^)  der  Funktion  f(x)  auf  der  Kreislinie  vom 
Radius  q  nennen.  Anstatt  9R„/'(^),  SR /"((>)  empfiehlt  es  sich  bisweilen 
zu  :schreiben:  ^n\f{^)\,  ^[K^)\' 

Die  Definition  des  Mittelwertes  findet  im  besondem  auf  jede 
Potenzreihe  Anwendung,  die  einen  größeren  Konvergenzradius  als  q 
iat,  da  ja  (Art.  112)  eine  solche  Reihe  eine  innerhalb  ihres  ganzen 
Konvergenzkreises  und  folglich  im  besondem  auf  der  betrachteten 
Kreislinie  vom  Radius  q  stetige  Funktion  ist. 

Aus  der  Definition  des  Mittelwertes  folgt: 

Der  absolute  Betrag  des  Mittelwertes  einer  Funktion 
ist  nicht  größer  als  der  Mittelwert  ihres  absoluten  Betrages. 

124.  Der  absolute  Betrag  des  Mittelwertes  einer  Funk- 
tion auf  einer  Kreislinie  übertrifft  nicht  den  größten  abso- 
luten Betrag  der  Funktion  längs  der  Kreislinie  selbst. 

Ist  M(q)  der  größte  absolute  Wert  der  Funktion  f{x)  längs  der 
Kreislinie  vom  Radius  q^  so  gilt  für  jeden  Wert  von  n  und  Je: 

folglich  ist: 

»"-1 

w^oraus  nach  einem  bekannten  Satze  über  Grenzwerte  folgt: 

1)  Der  Mittelwert  wurde  von  Pringsheim  407,  412,  416  hauptsächlicli 
zu  dem  Zwecke  eingeführt,  um  auf  elementarem  Wege  den  Satz  von  Laurent 
{siehe  weiter  unten  Art.  180)  zu  beweisen,  der  ursprünglich  aus  der  Theorie  der 
krummlinigen  Integrale  hergeleitet  worden  ist.  Andre  elementare  Beweise  des 
-Satzes  von  Laurent,  die  aber  weit  weniger  einfach  sind  als  der  von  Prings- 
heim, waren  bereits  vorher  von  Mittag-Leffler  308,  309,  311  und  von 
."Scheeffer  439  gegeben  worden.  —  Seit  1880  hat  Weierstraß  517  zum 
Beweise  der  Ungleichung  (3)  Art.  128  Mittelwerte  benutzt,  worauf  mich  Herr 
«Gutzmer  aufmerksam  gemacht  hat. 
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Man  kann  den  Satz  hinzufügen: 

Ist  die  Funktion  längs  des  Kreises  nicht  konstant,  80- 
hat  man: 

(1)  \mf(Q)\<MiQ). 

Man  setze  zur  Abkürzung  M{q)  =  a.  Falls  nun  f{x)  längs  des 
Kreises  nicht  konstant  ist,  so  gibt  es  mindestens  einen  Punkt  Xq,  für 
den  \f(xQ)\<,a  ist.  Sei  (/"(iTo)  |  =  «  —  ^;  dann  läßt  sich,  weil  /"(x) 
stetig  ist,  ein  Xq  enthaltender  Bogen  angeben,  in  dessen  sämtlichen 

Punkten  j  f(x)  \Ka  —  ~  ist.     Hat  man  diesen  Bogen  festgestellt,  so 

gibt  es  einen  ersten  Wert  m,  für  den  er  mindestens  zwei  der  Punkte 
a^(q  =  0,  1,  •  •  •,  2"*—  1)  enthält;  für  m  +  1  enthält  er  deren  minde- 
stens 2  +  1=3  (nämlich  die  beideh  vorigen  und  den  Mittelpunkt  des 
von  ihnen  begrenzten  Bogens),  für  m  +  2  mindestens  2+1+2  =  5; 
für  m  +  3  mindestens  2  +  1  +  2  +  4  =  9;  •••;  für  m  +  p  mindestens 
2+1+2  +  4H h  2P~i=  1  +  2p,     Man  hat  sonach: 

.  ,2R.^P^((^)l<^[(2'"^^-2^-  1)^+  (2-+  l)(a-  D] 

2^  +  1      1     ^  3 


da  aber  die  letzte  Größe  unabhängig  von  p  ist,  so  erhält  man  durch 
Übergang  zur  Grenze: 

womit  die  Behauptung  erwiesen  ist^). 


1)  Es  läßt  sich  anch  leicht  beweisen,  daß,  wenn  f{x)  in  allen  Punkten  eines 
Kreisringes  um  den  Anfangspunkt  mit  den  äußeraten  Radien  q^^  pg  <  g^  stetig  ist, 
M(q)  eine  für  alle  zwischen  q^  und  q^  liegenden  Werte  von  q  stetige  Funktion  ist. 

Da  (Art.  99)  \f(x)\  eine  stetige  Funktion  ist,  läßt  sich  (Art.  100),  wenn 
man  willkürlich  eine  Größe  6  annimmt,  eine  Größe  Ä;  von  der  Art  angeben,  daß^ 
für  jedes  \x'  —  x\  <  fc  innerhalb  des  Kreisringes: 

\\ax')\-\f(x)\\<c 

ist.  Nimmt  man  nun  p'  =  p  +  ^  an,  wo  ^  <  ^,  Pa  <  9  <C  ?'  <C  Pi  v  i^<l  bezeichnet 
man  mit  0?,  x'  zwei  auf  demselben  Radius  liegende  Punkte  der  Kreislinien  q,  q 
um  den  Anfangspunkt,  so  hat  man: 

\x — x\  =  ^<^k, 
folglich : 

||/-(x')|-|/-(a;)||<<r, 
und  demnach: 

\f(a^')\<\nx)\  +  a. 
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125.  Leicht  beweist  man  folgende  Sätze: 

Der  Mittelwert  einer  Konstanten  ist  die  Konstante 
«elbst. 

Der  Mittelwert  des  Produktes  einer  Konstanten  mit 
einer  Funktion  ist  das  Produkt  der  Konstanten  mit  dem 
Mittelwerte  der  Funktion. 

Der  Mittelwert  der  Summe  zweier  oder  mehrerer  Funk- 
tionen ist  die  Summe  ihrer  Mittelwerte. 

126.  Sind  die  unendlich  vielen  Funktionen: 

längs  der  mit  dem  Radius  q  um  den  Anfangspunkt  beschrie- 
benen  Kreislinie  stetig  und  ist  ^fh{x)  auf  der  Kreislinie 
selbst  gleichmäßig  konvergent,  so  ist: 

OD  CO 

Wählt  man  m  so,  daß  längs  der  ganzen  Kreislinie: 


\K{^)\ 


<ö, 


A  =  m  +  1 

WO  6  beliebig  gewählt  ist,   und   bedenkt  man,    daß  nach  einem  be- 

00 

kannten  Satze  (vgl.  Art.  107)  ^fj^ix)  eine  längs  der  Kreislinie  stetige 
Funktion  ist,  so  hat  man  (Art.  124,  125): 

Qo  m 

h-1  A=l 

Es  gilt  also  fOr  alle  Punkte  der  Kreislinie  q  : 

.,.       .        ,  ,  \f{x')\<M{Q)-\-6, 

mithm  ist  IUI  9  —  e  <  *: 

Jf(e')--M"(p)<ff. 

Auf  dieselbe  Weise  beweist  man: 

80  daß: 

\M{Q')-M{Q)\<a, 

also  ist  die  Funktion  M{q)  stetig. 
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woraus  folgt: 

OD  yn  00 

A  =  l  "»=•*  =  !  A  =  l 

127,  Wir  wollen  den  Mittelwert  einer  ganzzahligen  Potenz  rr"*- 
der  Variabein  beetinmien.    Ist  m  Null,  so  hat  man  (Ari  125): 

3R(p-)  =  aÄ(i)  ==  1.  • 

Ist  w  ^  0,  so  hat  man: 

Wählt  man  n  so,  daß  2'*>  |m|,  so  ist  die  Summe  auf  der  rechten 

Seite   nach   einer   bekannten  Eigenschaft   der  Einheitswurzeln  gleich 

NuU,  so  daß  9X^(9*")  von  einem  bestimmten  Werte  von  n  an  Null  ist; 

folglich  ist:  ^ 

aK(^«»)  =  0     für  m  ^  0. 

OD 

128.  Es  sei  jetzt  eine  Potenzreihe  von  x,  ^a^rc*,   und   eine 

OD 

Potenzreihe  von  — ,  ^\x~^j  gegeben;  die  erste  sei  konvergent  inner- 

^     A  =  l 

halb   eines  Kreises   um   den  Anfangspunkt   mit  dem  Radius  q^,  die 
zweite  außerhalb  (Art.  122)  eines  Kreises  mit  dem  Radius  q^, 
Ist  Pi  >  p2,  so  wird  die  Summe: 

00  OD 

eine   innerhalb    des   zwischen   den   beiden  Kreisen   gelegenen   Ringes: 
stetige  Funktion  sein,  und  ihr  Mittelwert  wird  daher  auf  jedem  Kreise 
vom  Radius  (),  wo  Q^^^Q  <  Qi  ist,  endlich  tmd  bestimmt  sein. 
Wir  setzen  für  alle  positiven  Werte  von  h: 


\  =  ö^-ä; 


so  daß  wir  schreiben  dürfen: 


/•(a;)=Va,x*. 


h  =  —  eo 


Demgemäß  erhalten  wir  (Art.  125,  126,  127): 

00  OD 
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ein  bemerkenswertes  Ergebnis,  das  uns  zeigt^  daß  der  Mittelwert  der 


Auch  '-^  ist  eine  in  dem  betrachteten  Bin^e  för  jeden  positiven 

X 


Funktion  f(x)  von  g  unabhängig  ist. 

fix) 
Auch  -^  ist  eine  in  dem  betra( 
ar 

und  negativen  Wert  von  r  stetige  Punktion,  und  man  hat 

OD  00 


A  =  -oo 


A  =  -o 


Folglich  hat  man  für  jeden  positiven  oder  negativen  Wert  von  r 
einschließlich  Null: 


(2) 


(3) 


3R^>»a, 


Aus  der  gefundenen  Formel  und  dem  Satze  des  Art.  124  folgt: 


l«rl^ 


Jf(p) 


129.   Es  sei: 


m^^a,^ 


eine  Potenzreihe,  deren  Eonvergenzradius  nicht  Null  ist.     Setzt  man: 

fix)  -  Q(x)  +  iB(x), 

WO   Q(x)  und  R{x)  reell  sind,  und  bezeichnet  man  mit  t   die  zu  t 
konjugierte  Größe,  so  ist: 


OD 


mithin: 


Q(^)-T 


2**^ +2^"^ 


L»=o 


h  =  0 


und  folglich  (Art.  126),  wenn  q  kleiner  als  der  Eonrergenzradios  der 
gegebenen  Reihe,  r  aber  eine  ganze,  positive  Zahl  ist: 


a» 


Q{Q) 


Nun  ist  (Art.  127): 


^_^_  fl  für  Ä  =  r 
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Setzt  man  femer  x  =  (>c'"*,  so  ist  «  =  pc~'*,  folglich: 


3». 


9«      


2^(-A-r)*. 


da  aber  —  Ä  —  r  +  0  für  Ä  >  0,  r  >  0,  so  ist  (rgl.  Art.  127)  für  ein 
hinreichend  großes  n\ 

woraus  folgt: 


ei-«- 


La;'  ^^ 
Es  ist  also: 

(1)  9R^^^-|«.- 

Da  femer  (Art.  128): 

Q  Q  Q 

ist,  SO  ergibt  sich: 

(2)'  m^^=--{a,. 

Bezeichnen  wir  mit   C{q)  den  größten  positiven,  mit  D(q)   den 
absoluten  Wert  des  größten  negativen  Wertes  von  Q(x)  für  |  o;  |  =  9, 

JN^un  hat  man,  wenn  «0=  (Iq  +  ia^'  gesetzt  wird: 
ao'=9R «(«.),      ao"=3ÄB(p), 
ferner  (Art.  123  am  Ende),  wegen  (1): 

Daraus  folgt: 

|9l«rl-|«o'^^(p); 

mithin  ist: 

(3  i«.1^4[0(<»)-|«o']^-p[<^((>)  +  Yl<l]'  - 


(4)  \<^^^-r[I>iQ)  +  ^<]<.^[D{Q)  +  \\<\\■ 
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130.  Aus  Art.  124,(1)  und  Art.  128,(1)  folgt: 

\a,\<M(Q), 

unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Funktion  auf  der  Kreislinie  q  nicht 
konstant  sei.  Diese  Formel,  welche  besagt,  daß  es  auf  der  Kreislinie 
notwendig  Punkte  gibt,  in  denen  der  absolute  Betrag  der  Funktion 
größer  als  im  Mittelpunkt  ist,  gibt  zu  einer  wichtigen  Betrachtung  Anlaß. 

Ist  '^{x)  eine  Potenzreihe,  q  ein  Wert,  der  kleiner  ist  als  ihr 
Konvergenzradius,  M  der  größte  Wert  yon  !5ß(a;)|  in  dem  ganzen 
Kreise  mit  dem  Radius  q  um  den  Anfangspunkt,  den  Umfang  mit 
einbegriffen,  so  läßt  sich  beweisen,  daß  die  Punkte,  in  denen  |5ß(ic)| 
den  Wert  M  annimmt,  auf  dem  Umfange  liegen,  oder  auch, 
daß  das  Maximum  Ton  |$(^)i  in  dem  Kreise  mit  seinem  Maximum 
auf  dem  Umfang  desselben  zusammenfällt.  Setzen  wir  voraus,  für 
einen  Innenpunkt  c  sei  |5ß(c)|«  Jf,  und  beschreiben  wir  um  c  als 
Mittelpunkt  einen  Kreis,  der  vollständig  innerhalb  des  Kreises  q  liegt, 
80  gibt  es,  da  ^(x)  (siehe  unten  Art.  159,  Anm.)  nicht  längs  dieses 
ganzen  Kreises  konstant  sein  kann,  auf  ihm  notwendig  Punkte  p,  für 
die  |?ß(p)|>Jfcf;  das  widerspricht  aber  der  Annahme,  M  sei  der 
Maximalwert  von  |5ß(a;)|. 

Zieht  man  also  eine  Folge  von  Kreisen  um  den  Anfangspunkt 
in  Betracht,  deren  Radien  wachsen,  aber  beständig  kleiner  bleiben  als 
der  Konvergenzradius  der  Reihe,  und  bezeichnet  man  wiederum  durch 
M{q)  das  Maximum  von  1 5ß(ir)|  auf  dem  ganzen  Kreise  oder  —  was 
nach  dem  soeben  Gesagten  dasselbe  ist  —  längs  der  Kreislinie  vom 
Radius  ^,  so  wächst  M(q),  wenn  q  wächst. 

131,  Wir  wollen  jetzt  den  Mittelwert  der  Funktion: 

xf{x) 
X  —  c 

längs  eines  Kreises  q  berechnen,  wo  f{x)  längs  desselben  Kreises  stetig 
und  c  eine  Größe  ist,  deren  absoluter  Betrag  von  q  verschieden  ist. 
Zunächst  sei  |c|  >  p.     Bekanntlich  ist  für  \x\^  q: 


X 

X 

1 

X 

X 

— 

c 

c 

1 

X 

c 

c 

('+T+(:-r+-)— 2(t)'> 


h-1 


das  ist  aber  eine  Potenzreihe,  die  den  Konvergenzradius  \c\  hat  und 
folglich  längs  des  Kreises  q  gleichmäßig  konvergent  ist.  Daher  wird 
auch  die  Reihe:  ^ 

xf{x)  ^  x^f(x) 


X  —  C  ^J        c^ 

ViTanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen. 
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gleichmäßig  konvergent  sein,  und  man  hat  (Art.  126): 

(1)        2»!^^ — ^imo'm]  far|o|>p. 

Es  sei  jetzt  |  c  |  <  p.    Man  hat  für  |  a;  |  =  p: 


X 

-'   1. 


r»0 


^^(,)_/0  fürr<0 


X 

und  folglich,  wie  vorhin: 

(2)  3W^^=._2'^2«[-i.^(^)-|     für|c|<9. 

Setzt  man  für  f(x)  eine  Potenzreihe: 

00 

und  erwägt  man,  daß  (Art.  128): 

so  ei^bt  sich: 

f  0  f  Or  t  c  I  >  p. 

Setzt  man  insbesondere  5ß(a;)  =  1,  so  erhält  man: 

^  ^  ^-c       ll  für  |c|<p. 

132.   Es  seien  unendlich  viele  Reihen  mit  positiven  und 
negativen  Potenzen: 

00 

(1)  /i(^)=2«*»**  (Ä=l,2,...) 

/f=  —  00  • 

gegeben,  die  innerhalb  des  Ringes  zwischen  den  Kreisen 
um  den  Anfangspunkt  mit  den  Radien  q^  und  q^  <  p^  konver- 
gieren^); ist  die  Reihe: 

1)  Vgl.  Art.  128. 
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(2)  F{^)-^ax) 

gleichmäßig  konvergent  längs  jedes  Kreises  um  den  An- 
fangspunkt^ dessen  Radius  q  zwischen  q^  und  q^  liegt^  dann 
gelten  folgende  Sätze: 

a)  Die  Summen  der  entsprechenden  Koeffi'zienten  der 
Reihe.n  fj^{x)  sind  konvergent: 

b)  Setzt  man: 

00 

(3)  'E^u-A, 
SO  ist  die  Reihe: 

OP 

(4)  6?(:r)-2'A^ 

A  =  — 00 

in  allen  Punkten  konvergent,  die  innerhalb  des  Ringes 
liegen,  und  hat  denselben  Wert  wie  die  Funktion  F{x) 
(Hilfssatz  von  Weierstraß)^). 

Da  die  Funktionen  (1)  längs  des  Kreises  vom  Radius  q  stetig 
sind  (Art.  112)  und  die  Reihe  (2)  auf  diesem  Kreise  gleichmäßig  kon- 
vergalt  ist,  so  wird  auch  F{x)  eine  stetige  Funktion  sein,  und  ebenso 

— ^,  welches  auch  die  ganze  Zahl  h  sei;  und  daher  wird  SR— y^  eine 
bestimmte  und  endliche  Größe  sein.     Nun  ist  (Art.  126,  128): 

(5)  3K^^=i;i0t^?=2'«- 


'khy 


SO  daß  (3)  konvergent  ist. 

Man  nehme  nun  einen  beliebigen  Wert  p^'  zwischen  q  und  q^ 
und  einen  zweiten  q^'  zwischen  pg  und  q  und  bezeichne  mit  M^  den 
größten  absoluten  Betrag  von  F(x)  längs  des  Kreises  vom  Radius  p^', 
mit  Jfj  den  analogen  Wert  längs  des  Kreises  vom  Radius  q^\  Mit 
Rücksicht  auf  (3)  erhält  man  dann  aus  (5)  für  alle  Werte  von  h 
(Art.  124): 


\A\ 


ä«« 


1)  Weierstraß  617.  Die  Bedingungen  des  Satzes  sind  hinreichend,  aber 
nicht  notwendig,  wie  Bnnge  434  an  einem  Beispiele  gezeigt  hat.  Die  not- 
wendigen nnd  hinreichenden  Bedingungen  sind  von  Arzelä  10  festgestellt  worden. 
S.  anch  Arzelä,  11,  v.  Dalwigk  126,  Osgood  340,  Severini  466,467. 

6* 
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folglich: 


Q' 


analog  ist: 
folglich: 


iA\-m^?\£^„ 


Durch  Summierong  erhält  man: 
(6)  2lAI.*^,f^^  +  ^, 

Ä  =  —  00 

also  ist  die  Reihe  (4)  absolut  konvergent  für  jedes  x,  dessen  absoluter 
Betrag  zwischen  q^  und  q^  liegt. 
Setzen  wir: 

9i  —Q        9  —  Qi  ' 

SO  werden  wir  wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  von  (2)  nach 
Annahme  einer  beliebigen  Größe  ö  zwei  Zahlen  n^,  n,  der  Art  be- 
stimmen können^  daß  längs  des  Kreises  p^": 


k=N+l 


"^    aa 


ist  für  jedes  N'^n^,  und  längs  des  Kreises  q^'  dieselbe  Beziehung  für 
jedes  ^^Wg  gilt.  Bezeichnen  wir  nun  mit  n  irgendwelche  Zahl^ 
die  nicht  kleiner  ist  als  jede  der  beiden  Zahlen  w^,  w,,  und  setzen  wir: 

OD 

SO  ergibt  sich  für  alle  Punkte  der  beiden  Kreise  9/,  pg': 

l^«(^)l<2V- 

Man   wird   demnach  durch  Wiederholung   der   oben   dargelegten 
Schluß  weise  für   die  Funktion  F^(x)   zu   einer   ähnlichen  Beziehung 

wie  (6)  gelangen,  wo  -^^  an  Stelle  von  itf^,  M^  tritt,  an  Stelle  der 

Koeffizienten  Ä^  aber  die  Koeffizienten: 
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*  =  n  +  l 

auffcreten.     Man  wird  also  erhalten: 


'kh 


OD 


und  folglich: 


^^j>)a^ 


A=-OB 


—   2 


für  |a:|  =  p. 

Andrerseits  läßt  sich  n  hinreichend  groß  wählen,  damit  längs  des 
Kreises  q: 

\F,{p)\<l 

sei;  daraus  folgt  fllr  jedes   \x\^q  und  für  jedes  n  yon  einem  be- 
stimmten Werte  an: 


(7) 


Es  ist  nun: 


<ff. 


A  =  — 00 
n 


und: 


i=i 


qo  1f  qo 


As-OBJb=l 


oder,  da  das  erste  Glied  rechts  die  Summe  einer  endlichen  Anzahl 
Ton  Reihen  ist: 


H  00 


As  — OD 


woraus  sich  ergibt: 

00 

Fix)  -G(x)  =  F„{x)  -  2^  ^i"'^, 

Ä  =  —  » 

und  folglich,  wegen  (7),  fttr  |a?|  =  p: 

|J'(a;)-G(a;)|<<T, 

oder,  da  6  willkürlich  ist: 

Fix)  =  G{x). 
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Ableitung  und  Integral  einer  Potensreihe. 
133.   Unter  der  Ableitung  einer  Potenz'reihe: 


*(^)-2'«»^ 


verstellt  man  die  Reihe: 


f'{x)  =  ^ha,a^-\ 


die  man  erhält^  indem  man  jedes  Glied  mit  dem  in  ihm  •  vorkommen- 
den Exponenten  von  x  multipliziert^  den  Exponenten  selbst  aber  um 
eine  Einheit  vermindert. 

Die  Ableitung  der  Ableitung  wird  zweite  Ableitung  genannt 
und  mit  ^"(^)  bezeichnet  usf. 

Als  Integral  einer  Potenzreihe: 


A»0 

bezeichnet  man  die  Reihe: 


(1) 


J  A  =  0  ' 


die  man  erhält^  indem  man  jeden  Exponenten  um  eine  Einheit  ver- 
mehrty  das  betreffende  Glied  durch  den  so  vermehrten  Exponenten 
dividiert  und  dann  eine  willkürliche  Konstante  hinzufügt. 

00  \J^  1  

Ist  die  Reihe    5"  5*5 für   einen  Wert  x^  von  x  konvergent, 

Ä=0  ^^+1 
so  schreibt  man: 


es  ist  insbesondere: 

A  =  0  '  0 

X 

Manchmal  schreibt  man  auch  J*  ^{p^dx  anstatt     f^(x)dx. 
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Die  Ableitung  des  Integrals  einer  Potenzreihe  fallt,  wie 
leicht  einzusehen,  mit  der  ursprünglichen  Reihe  zusammen. 
Dasselbe  kann  man,  von  einer  willkürlichen  additiven  Konstanten  ab- 
gesehen, von  dem  Integral  der  Ableitung  einer  Potenzreihe 
sagen. 

134.  Eine  Potenzreihe  und  ihre  Ableitung  haben  den- 
selben Konvergenzradius. 

Es  sei  Q  der  Konvergenzradius  der  Reihe: 


p'  derjenige  ihrer  Ableitung: 

OD 


X   

A  =  l 


Es  läßt  sich  vermittelst  der  Konvergenzkriterien  der  algebraischen 
Analysis  leicht  beweisen,  daß  die  Reihen;' 

OD  CD 

für  I  a:  I  <  1  konvergent,  für  |  a:  |  >  1  divergent  sind,  so  daß  ihr 
Konvergenzradius  1  ist. 

Wenden  wir  den  Satz  des  Art.  117  zunächst  auf  die  Reihen  ^{x\ 
q>(x\  dann  auf  die  Reihen  x^\x)y  tl}{x)  an,  so  finden  wir  demgemäß: 

p'^pxl,     p^p'xl, 
woraus  p  =  p'  folgt. 

Auf  Ghnind  der  letzten  Bemerkung  des  vorigen  Artikels  läßt  sich 
der  Satz  auch  so  aussprechen: 

Eine    Potenzreihe    und    ihre    Integralreihe    haben    den- 
selben Konvergenzradius. 

135.   In  Art.  128,  131  haben  wir  gefunden: 

(1)  «»=2R^, 

(2)  $ß(^)  =  2»??^fiir|aji<^, 

vorausgesetzt,  daß  q  kleiner  ist  als  der  Konvergenzradius  von  $(^). 
Man  kann  nun  Formeln  finden,  die  für  alle  Ableitungen  von  ^{x)  zu 
(2)  analog  sind. 
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Wegen  (1)  hat  man: 

OD  OP 

und  allgeniein: 

WK^)''^(h  +  r)(Ä  +  r  -  1)  . .  •  (Ä  +  l)a,^,a* 

=  2»    ?(<.)2'(A  +  r)(Ä  +  r-l)...(Ä  +  l)-^    . 
Nun  weiß  man^  daß  für  |  ^{  <  1  die  Entwicklung  besteht: 

OD 

daraus  folgt  für  |  a;  |  <  9,  wenn  r  +  1  an  die  Stelle  von  r  tritt: 


\       q) 


AsO 


1)   Diese  Formel   l'aßt   sich   überaus   leicht   durch   vollständige  Induktion 
beweisen. 

Vorausgesetzt,  dafi: 


hat  man: 


(1— *}  A=0^  ^         A=0 


Nun  ist  bekanntlich: 


folglich  ist: 


rj->rtiT^)+-+G)+'-ft'). 
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tmd  demnach: 

136.  Wir  werden  in  diesem  und  den  folgenden  Artikeln  zeigen, 
daß  die  gewölmliclien  Differentiationsregeln  auch  bei  unserer  Definition 
der  Ableitung  gelten^). 

Die  Ableitung  einer  auf  ein  einziges  konstantes  Glied 
reduzierten  Reihe  ist  Null. 

Umgekehrt:  Eine  Reihe,  die  identisch  Null  ist  (d.  h.  deren 
sämtliche  Koeffizienten  Null  sind),  kann  als  Ableitung  einer 
Reihe  aufgefaßt  werden,  die  auf  ein  einziges  konstantes 
Glied  reduziert  ist,  das  übrigens  jeden  beliebigen  Wert 
haben  kann. 

137.  Die  Ableitung  der  Summe  zweier  Potenzreihen  ist 
die  Summe  ihrer  Ableitungen. 

Sind  zwei  Potenzreihen: 

00  OD 

(1)  ?l(*)=2'«l»^'      ^,(^)-^«»*** 

gegeben  und  setzt  man: 

SO  ist: 

OD  00 

A=l  A=l 

00 

A  =  l 

folglich: 

138.  Die  Ableitung  des  Produktes: 

^(x)-^,ix)f,(x) 
zweier  Potenzreihen  5ßi(i»),  ^2(^)  i^*- 

^^ixmixy+^,X^)^,(x). 

Es  seien  ^i{x),  ^^{x)  durch  die  Formeln  (1)  des  vorigen  Artikels 
ausgedrückt.  Nach  dem  aus  der  Reihentheorie  bekannten  Multiplika- 
tionsgesetz von  Reihen  hat  man: 

1)  Vivanti  502. 
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wo: 

h 


folglich  ist: 


ferner: 
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00 

h 

OD  h 

OD  '  00  OD  A 

OD  OD  00  h 

A  =  l  A=0  Ä  =  l  **0 

Hieraus  folgt: 

00  h 

womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

139.  Die  Ableitung  des  Produktes  mehrerer  Potenz- 
reihen erhält  man,  indem  man  die  Ableitung  jeder  einzelnen 
Reihe  mit  allen  übrigen  multipliziert  und  die  Produkte 
addiert. 

Da  der  Satz  für  das  Produkt  zweier  Potenzreihen  gilt  (Art.  138), 
so  genügt  es,  ihn  durch  vollständige  Induktion  zu  beweisen. 

Es  sei: 


wo: 


Setzt  man: 


so  hat  man: 


Ä  =  0  r-\ 

''^X^)-^'^rH^  (r=l,2,...,«). 


und  folglich,  da  der  Satz  für  ^  =  2   gilt   und  für  w  —  1    als   wahr 
vorausgesetzt  wird: 
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woraus  folgt: 

fSi'ix)^^;ix)^,(x)^,(x)-..^,ix) 

+  f^{x)f,{x)^>{x^■■■^,{x)  +  ... 

+  ^^(.x)^.(x)■■'fn.^(x)f'„(x). 

140.  Die  Ableitung  von  [5ß(ir)]",  wo  n  eine  ganze 
und  positive  Zahl,  ^{x)  eine  Potenzreihe  bezeichnet,  ist 
nmx)]''-^<^'(x). 

Es  genügt,  in  dem  vorhergehenden  Satze: 

^iW  =  5ß,(a;) *»  =  ?(«) 

ZU  setzen. 

Daraus  läßt  sich  ein  bemerkenswertes  Ergebnis  herleiten. 

Setzen  wir: 

h-O  AsO  AsO 

dann  ist: 

00  00  00  00     r~  A  ' 

A  =  l  Äa=0  A  =  l  /«  =  1    L  *=sl 

woraus  folgt: 

141.  Es  sei  eine  Potenzreihe: 

00 

n=:l 

gegeben,  deren  Konvergenzradius  ö  sei,  und  eine  zweite  Potenzreihe: 

00 

und  es  sei  für  \x\.'<iQ: 

Dann  ist  die  Reihe  von  Potenzreihen: 
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00 


»»1 


in  jedem  Bereiclie  gleichmäßig  konvergent,  der  in  dem  mit  dem 
Radius  q  um  den  Anfangspunkt  beschriebenen  Ejreise  enthalten  ist, 
und  läßt  sich  folglich  (Art.  132)  in  der  Form  dner  einfachen  Potenz- 
reihe darstellen: 


a«(*)-2''*^' 


A  =  0 


wo: 


c,=2^nai'K 


Wir  werden  jetzt  beweisen,  daß  die  Ableitung  von  9i(a?)  das 
Produkt  der  Ableitung  von  '^(x)  mit  der  von  Sl{z)  ist,  wo 
z^^(x)  zu  setzen  ist. 

Man  hat: 


folglich: 


OD 

^'m^)]-2nb„mx)r-K 


Da  (Art.  134)  auch  Q'(^)  den  Konvergenzradius  6  hat,  so  läßt 
sich  auch  auf  diese  Reihe  der  Satz  des  Art.  132  anwenden,  und  man 
erhält: 


0'[?(*)]=2'''*^' 


wo  dj^==  ^nb^d^-^K 


A  =  0 


Andrerseits  ist  nach  (1)  des  vorigen  Artikels: 

00  00  h 


n  =  l 


nsl   Jbsl 


folglich: 


oder: 


*=i 


L         n  =  l 


Xrsl 


OD  OD  n 

A=l  Ä=l    L  *  =  1 


Digiti 


izedby  Google 


Ableitung  und  Integral  einer  Potenzreihe.  93 

142,    Wir    wollen   uns    die  Aufgabe   stellen,   eine    Potenzreihe^ 
falls  sie  überhaupt  existiert,  zu  finden,  die  mit  ihrer  Ableitung  iden- 

OD 

tisch  ist.     Ist  ^{x)  «  ^ct^^  die  gesuchte  Reihe,  so  muß  sein: 


OD  OD 


oder: 

woraus  für  alle  Werte  von  h: 

mithin: 

ÜQ  ■=  11«!  =  2Iaj|  ==  Sla^  =  . . ., 
oder: 

folgt.    Die  gesuchte  Beihe  ist  also: 

»o(i  +  yj  +  |7+---); 

der  eingeklammerte  Ausdruck  heißt  die  Exponentialreihe  und  wird 
gewöhnlich  mit  e'  bezeichnet: 


^        ^  +  1!  +  2!  ^  ^  hl 


AsO 


(unter  der  bekannten  Festsetzung:  0!  =  1). 

Die  Exponentialreihe  ist  für  jeden  Wert  Ton  x  absolut  konver- 
gent, da  sich  ja  das  Verhältnis  des  «-ten  Gliedes  zum  (n  —  l)-ten  der 
Null  nähert,  wenn  n  über  alle  Grenzen  wächst.  Der  Konvergenz- 
radius der  Reihe  ist  folglich  unendlich. 

Die  Fundamentaleigenschaft  der  Exponentialreihe  ist  folgende: 

(1)  '    e^e^^ef-^K 

In  der  Tat  ist: 


,  -S^^fg^    ,      a^-y      ,      a;*-V 


^^'^ 2j  LA!  +(ä  —  1)!1!  +  (ä  — 2)!2!  "^  •" 

"•"  2!(Ä-~2)!  "^  1!(Ä  — 1)!  "*■  ÄlJ' 
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folglich: 

OD 

A  =  0 

Aus  (1)  und  aus  e^=  1  folgt: 

(2)  e-«--^. 

Aus  (1)  und  (2)  folgt,  daß  man  e*  in  der  Tat  als  die  Potenz 
einer  Zahl  e  mit  dem  Exponenten  x  ansehen  kann. 

143.  Ist  ^(x)  eine  Potenzreihe,  so  ist  (Art.  132)  e*(*)  eiue  min- 
destens innerhalb  des  Konvergenzkreises  von  ^(x)  konvergente  Potenz- 
reihe.    Ihre  Ableitung  ist  (Art.  141,  142): 

e*(')5ß'(^). 

144,  Es  mögen  hier  einige  die  Funktion  e*  betreffende  Rela- 
tionen Platz  finden,  die  uns  in  der  Folge  von  Nutzen  sein  werden. 

Zunächst  hat  man: 

«=l  +  Ti  +  ¥i  +  ---='2'Ä- 

AsO 

Die  Zahl  e,   deren  Wert  2,71828...   beträgt,   dient   als   Basis   eines 
Systems   von   Logarithmen,    die    hyperbolische    oder    natürliche 
Logarithmen  genannt  werden.     (S.  unten  Art.  146). 
Für  jede  beliebige  positive  Zahl  h  hat  man: 
1\*  /^    ,    i\A+i 


(l  +  |)<e<(l  +  |; 


wächst  h  unbegrenzt,  so  nähern  sich  überdies  das  erste  und 
dritte  Glied  der  Ungleichung  dem  Werte  e. 
Wir  haben: 

+-+Ä(i-i)(i-i)-(i-M 


<^  +  h  +  T,  +  --  +  h<'- 
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Wächst  Ä,  so  wachsen  alle  Glieder  der  Entwicklung  von  (1  +  A  , 

und  außerdem  kommen  neue  positive  Glieder  hinzu,  so  daß,  wenn  h 

nach  ganzen  positiven  Werten  wächst,  auch  (l  +  ^)  beständig  wächst. 

Weil  aber  diese  Summe  begrenzt  ist,   da  sie  stets  <  e  bleibt,   so 
nähert  sie  sich  nach  einem  bekannten  Satze  einer  endlichen  Grrenze 
^e,  die  wir  vorläufig  mit  g  bezeichnen  wollen. 
Setzt  man: 


»-e)^^(i-i)(i-:)-('-^) 

also: 

(n-|)*=l  +  öi  +  ö,  +  ...  +  ö„ 

SO  hat  man^): 
ebenso: 

usf.     Daraus  folgt: 


+  Ö,+2+  •  •  •  +  Oh<  (rfT  +  (ir:^  +  '"+  (7+Tp"0  ^'^^ 


und: 

Läßt  man  h  ins  Unendliche  zunehmen,  und  beachtet  man,  daß: 

limÖ^==4; 
so  erhält  man  daraus: 

^-r?!<l  +  T!  +  Ii  +  --+7i<ö'' 

und  schließlich,  wenn  man  r  ins  Unendliche  wachsen  läßt,  g  =^  e. 
Also  ist: 

Ihn  (l  +  i-)*=  e. 

Daraus  folgt  weiter: 


1])  Vgl.  Cesäro-Kowalewski,  Elementares  Lehrbuch  der  algebraischen 
Analysis  und  der  Infinitesimalrechnung  mit  zahlreichen  Übungsbeispielen,  Leipzig 
(B.  G.  Teubner)  1904,  S.  121. 
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immer  vorausgesetzt;  daß  h  dem  Unendlichen  nach  ganzen  positiven 
Werten  zustrebt. 

Nun  läßt  sich  aber  beweisen,  daß  (1  +  x)       abnimmt,  wenn  h 
wächst.     Setzen  wir: 

so  ist: 


q>(h~l)  /     h.    Y 


9>  (h)        \  h  J         h  + 1  r(fc  +  i)(ft-  i)n* 


i'-il 


P 


1  Q' 

1 


i  +  . 


wo: 


mithin  ist  für  gerade  wie  ungerade  h: 
Daraus  folgt: 

<,_P>[i_.^,(i_i)]i,_.[i-i,(.-4)(i-i)]i,+... 

+  (-i)*['-»(i-y)(i-T)-(i-'-i^)]^.-i^ 

Die  Summe  innerhalb  der  geschweiften  Klammem  besteht  für  Ä  >  2 
aus  alternierenden  und  abnehmenden  Gliedern,  ihr  Wert  ist  folglich 
größer  als  die  Differenz  der  ersten  beiden  Glieder;  also  ist: 
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Für  Ä  ^  4  ist  folglich   Q-  P>0,  d.  h.  ^  <  1.     Für  die  Anfangs- 
werte von  h  bestätigt  es  sieh  unmittelbar,  daiß  dieses  Verhältnis  kleiner 
ist  als  1.     Folglich  nimmt  fpQi)  ab,  wenn  h  wächst;  weil  aber  sein   ^ 
Grenzwert  für  A  =  cx)  gleich  e  ist,  so  folgt  daraus,  daß  q)(h)>  e  ist 
für  jeden  ganzen  und  positiven  Wert  von  h. 

146.    Setzen  wir: 

^  =  ^'(-2!  +  li  +  -4;  +  "-)' 
80  ist: 

mithin: 

l^i  ~  l^i  ^!^— i|^l^i  +  lal- 
lst |a;|  <  1,  so  folgt: 

l^l<I^K2-.  +  iy  +  ii  +  -'-)  =  l^!*(«-2), 

und  da  €  <C—: 

i^l<-rl^r<Tl^l5 

mithin  ist: 

l-\x\<\e'-l\<l-\x:, 

wofür  man  schreiben  kann: 

\^-i\  =  e\x\, 

1  7 

wo  Y  <  ö  <  Y  und  1 0?  I  <  1  ist. 

Sei  jetzt  x  irgend  eine  positive  Größe;  offenbar  gilt  dann: 

(1)  e'>l  +  x, 

(2)  e^>l  +  x+''^-. 
Man  hat  auch: 

e  "=-1-11+  2!  --3T  +  --- 

Für  0  <  a;  <  1  nehmen  die  Glieder,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  fort- 
gesetzt ab,  also  folgt  unmittelbar: 

(3)  e-'>l-x  (p<x<l) 
und: 

(4)  '~'<^-ri+i  (o<^<i). 

ViTanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  7 
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Ferner  ist,  wiederum  für  0  <  ä;  <  1,  wegen  (1): 


mithin 


'-f 


oder  auch: 

(5)  c-<l-|-  (0<aj<l). 

146.   Ist  eine  ganze  und  positive  Zahl  n  gegeben,  so   läßt  sich 
ein  positiver  Wert  q  von  der  Art  angeben,  daß  für  jedes  a;  >  p : 

e*  >  a?" 
ist. 

In  der  Tat  hat  man: 


nimmt  man 

so  folgt  daraus: 


^  ^  n\^  {n  +  l)l'^^  ln\  ^  (n  +  l)!j' 
Q^(n  +  l)\^(n  +  1), 


mithin  für  jedes  x>  q: 

-  +  — ^— >1 

und  schließlich  e^>x'". 

Setzt  man  w  +  1  für  n,  so  kann  diese  Formel  auch  folgender- 
maßen geschrieben  werden: 

X 

sie  lehrt  uns,  daß  für  jede  beliebige  ganze  und  positive  Zahl  n  der 

Quotient  —  unbegrenzt   wächst,    wenn   x   unbegrenzt  wächst.     Das- 

x"*  ^tx 

selbe  kann  für  jede  beliebige  positive  Größe  x  offenbar  von  — ^  be- 
hauptet werden. 

Setzen  wir  für  ein  positives  oder  negatives  reelles  x\ 

so  ist  offenbar  t*>  1,  wenn  x  positiv  ist;  dagegen  ist  für  ein  nega- 
tives Xy  da  e"^=  — ,  0  <  w  <  1.     Wächst  Xj  so  wächst  auch  w,  folg- 
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lieh  entspricht  jedem  positiven  Werte  von  u  ein  und  nur  ein  reeller 
Wert  von  X]  er  wird  der  hyperbolische  oder,  natürliche  Loga- 
rithmus von  u  genannt  und  folgendermaßen  geschrieben: 

X  =  lgu. 

Aus  Art.  142,(1)  folgt  unmittelbar: 

lg{uv)  =  lgu  +  lgv. 

Weiterhin  folgt  aus   der  zuletzt  gewonnenen  Ungleichung,   daß  sich 

für  jedwede  ganze  und  positive  Zahl  n  das  Verhältnis  der  Null 

nähert,  wenn  u  über  alle  Grenzen  wächst. 

In  der  Analysis    pflegt   man   auch    die   Logarithmen   komplexer 
Größen  in  Betracht  zu  ziehen.     Ist: 

u  =^  e^y    u  ^  v  -{-  iw,    X  =  y  -\-  iz, 

so  schreibt  man  ebenfalls: 

X  =  lg  II. 

Es  ist  dann: 

ferner,  da  c*^  und  e~^^  als  konjugierte  Größen  denselben  absoluten 
Betrag  haben: 

|e»'^|2  ^  |e*-:  \e-''\  =  \e'e'-''\  =  1, 
woraus  folgt: 

also: 

oder: 

y=^lgyv^+wK 

Man  ersieht  daraus,  daß  y  bei  gegebenem  u  vollständig  bestimmt  ist. 

147.   Es  sei  die  Potenzreihe: 

OD 

(1)  ^(x)=^a„x^ 

A  =  0 

gegeben;  ihr  Konvergenzradius  sei  q.  Bezeichnen  wir  mit  c  einen 
Punkt  innerhalb  ihres  Konvergenzkreises  und  setzen  wir: 

X  —  C    |~  X-t  • 

so  wird  sich  ^{x)  in  eine  Summe  von  unendlich  vielen  Polynomen 
in  x^  umwandeln: 

QO 

(2)  ^(X)  -^<^ni<^  +  ^if  =  <fM- 
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Da  die  Reihe  (1)  in  jedem  Bereiche  innerhalb  des  Kreises  q 
gleichmäßig  konvergent  ist  (Art.  111),  so  wird  sie  es  im  besondem 
auf  einer  beliebigen,  innerhalb  des  Kreises  gelegenen  Kreislinie  um 
c  sein;  folglich  (Art.  132)  wird  man  die  Reihe  (p(x^)  in  eine  Potenz- 
reihe von  Xj^  transformieren  können: 


'9K)=2'^'-^i^ 


r  =  0 


WO  Ä^  die  Summe  der  Koeffizienten  von  x[  in  den  Gliedern  von  (2) 
ist.     Die  allgemeine  Form  dieser  Glieder  ist: 

h 

daraus  ergibt  sich,  wenn  man  beachtet,  daß  x[  nur  in  den  Gliedern 
vorkommt,  in  denen  h^r  ist: 

OD  00 

h  =  r  'h=r 

Diese  letzte  Summe  ist   aber   die  r-te  Ableitung  von   ^(x)  für 
X  =  C]  folglich  hat  man: 

und  (wenn  man  festsetzt,  daß  ?ßW(c)  ==^(c)  sei): 


?(*)  =  9(^i)=27!^^^^(^)^' 


r  =  0 

oder: 


OD 


Ä  =  0 


das  ist  aber  die  bekannte  Taylorsche  Reihe.  Sie  ist  in  jedem  um 
den  Punkt  c  beschriebenen,  innerhalb  des  Konvergenzkreises  q  der 
Reihe  (1)  enthaltenen  Kreise  konvergent;  ihr  Konvergenzradius  ist 
folglich  nicht  kleiner  als  q  —  |  c  | . 

148.    Aus  der  gefundenen  Formel  folgt: 

^^$^^ = ^' w + ^r(«) + ^if^*r(o) + •  •  - 
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Wenn  x  sich  c  nähert,  so  nähern  sich  alle  Glieder  der  Reihe  auf 
der  rechten  Seite  anßer  dem  ersten  der  Null;  folglich  nähert  sich 
ebenso,  da  die  Reihe  gleichmäßig  konvergent  ist,  ihre  Summe  der 
Null.     Daraus  folgt: 

D.  h.:  Unsere  Definition  der  Ableitung  deckt  sich  mit 
der  in  der  Infinitesimalrechnung  üblichen. 

149.  Aus  der  Taylorschen  Reihe  läßt  sich  alles  folgern,  was 
gewöhnlich  in  den  Lehrbüchern  der  Infinitesimalrechnung  aus  dieser 
Formel  hergeleitet  wird.  Wir  wollen  hier  nur  eine  Einzelheit  be- 
rühren. 

Die  Taylorsche  Reihe  werde  folgendermaßen  geschrieben: 

5ß(c  +  «)  =  5ß(c)  +  «  ^'(c)  +   «'  Sß"(c)  +  .  .  ., 

und  entsprechend: 

^(c  -  M) = ?ß(c)  - 1 5ß'(«) + Yf  r  («)  -••••• 

Nehmen  wir  an,  daß  c,  u  sowie  die  Koeffizienten  von  5ß(«t)  reell 
sind  und  daß: 

^{c)  =  5ß"(c) =  ^<'-i)(c)  =  0,     ^('•)(c)  +  0 

ist,  so  haben  wir: 

^(c+«)-5ß(c)=     t*^[^rKc)+7^r+^>(c)+-]=M'-ia(«), 

Wegen  der  Stetigkeit  der  Potenzreihen  (Art.  112)  können  wir 
einen  reellen  positiven  Wert  6  von  der  Art  angeben,  daß  D(ti)  und 
91  (m)  für  jedes  |w|  <<y  mit  ihrem  ersten  Gliede,  also  mit  5ß(''^(c),  im 
Vorzeichen  übereinstimmen.     Daraus  folgt,  daß  die  Differenzen: 

(1)  5ß(c  +  «)_Sß(c),      5ß(c_„)_5ß(,) 

für  I  w  I  <  <J  dasselbe  Vorzeichen  haben  oder  nicht,  je  nachdem  r  ge- 
rade oder  ungerade  ist,  und  daß  ihr  gemeinsames  Vorzeichen  im  ersten 
Falle  das  von  ^('•)(c)  ist. 

Nun  sagt  man,  eine  reelle  Funktion  besitze  für  einen  Wert  c  der 
Veränderlichen  ein  Maximum  oder  Minimum^),  wenn  sich  eine  Um- 

1)  Die  Worte  Maximum  und  Minimum  haben  hier  eine  etwas  andere 
Bedeutung,  als  ihnen  in  Art.  96  beigelegt  worden  ist. 
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gebung  von  c  angeben  läßt,  in  deren  sämtlichen  Punkten  die  Funktion 
Werte  annimmt,  die  kleiner,  beziehentlich  größer  sind  als  der  Wert, 
den  sie  in  c  besitzt.  Es  liegt  nämlich  ein  Maximum  oder  Minimum 
in  c  vor,  wenn  die  beiden  Differenzen  (1)  für  Werte  von  w,  die  absolut 
kleiner  sind  als  eine  bestimmte  positive  Größe,  dasselbe  Vorzeichen 
haben,  also  zugleich  negativ,  beziehentlich  positiv  sind.  Man  darf 
deshalb  .  schließen,  daß  es,  wenn  in  c  ein  Maximum  oder  Minimum 
statthaben  soll,  notwendig,  aber  auch  hinreichend  ist,  daß  die  erste 
Ableitung  in  c  verschwindet,  die  erste  Ableitung  aber,  die  in  diesem 
Punkte  nicht  verschwindet,  von  gerader  Ordnung  ist;  je  nachdem  diese 
Ableitung  negativ  oder  positiv  ist,  handelt  es  sich  um  ein  Maximum 
oder  Minimum. 

Wenden  wir  diese  Regel  auf  ein  Beispiel  an. 

Es  sei: 

daraus  folgt  (Art.  138,  142): 

5ß'  (x)  :==e'-\-xe'=  e{x  +  1),  . 

^"{x)  =  ^Jr{x-\-\)e=^e{x-\-  2). 

^'{x)  verschwindet  für  a:  =  —  1,  und  man  hat:  5ß"(—  1)  =  e""^  >  0; 
daraus  ergibt  sich,  daß  ^{x)  für  x=^  —  \  ein  Minimum  besitzt.    Der 

Wert  von  ^(ic)  für  ä?  =  —  1  ist . 

Da,  wie  bereits  bemerkt,  v  und  e^  zugleich  zu-  und  abnehmen, 
so  besitzt  auch  ^^  für  .^  =  —  1  ein  Minimum. 

Setzen    wir   a;  =  lg«^,    so    haben    wir:    6^«"^=  e"^«"=  (^^»«)"=  w"; 

außerdem  ist  n>  für  x  =  —  \  gleich  --;  also  besitzt  t<"  für  w  =  — 
ein  Minimum. 

Transformierte  Beihen. 
150.    Die  gefundene  Beziehung  (Art.  147): 

OD 

(1)  •  5ß(x)=2^^r'(«) 

r  =  0 

transformiert  eine  Potenzreihe  von  x  in  eine  Potenzreihe  von  x  —  c, 
wobei  c  ein  Punkt  innerhalb  des  Konvergenzkreises  p  der  ersten  Reihe 
ist.  Der  Konvergenzradius  q^  der  zweiten  Reihe  ist  mindestens  gleich 
()  —  |c I,  und  deshalb  berührt  der  Konvergenzkreis  der  zweiten  Reihe 
den  Kreis  q  von  innen,  oder  er  geht  zum  Teil  darüber  hinaus. 
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Die  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  stehende  Reihe  heißt  die  aus 
^(x)  in  bezug  auf  c  transformierte^)  Reihe  und  wird  mit  5ß(rrjc) 
bezeichnet. 

Für  jeden  Punkt  x  innerhalb  der  Konvergenzkreise  der  beiden 
Reihen  hat  man:  _,  ,       _,   .  v 

Man  nehme  nun  innerhalb  des  mit  dem  Radius  q^  um  c  be- 
schriebenen Kjreises  einen  Punkt  d  an.  Die  aus  ^(^jc)  in  bezug  auf 
d  transformierte  Reihe,  die  man  mit  ^(x\c,(T)  bezeichnen  kann,  wird 
eine  Potenzreihe  von: 

[ix-c)-id-e)] 

oder  von  x  —  d  sein.  Liegt  der  Punkt  d  zugleich  innerhalb  des 
Kreises  q,  so  werden  wir  auch  die  Reihe  ^(x\d)  bilden  können,  die 
aus  ^{x)  in  bezug  auf  d  transformiert  ist  und  demnach  eine  Potenz- 
reihe von  X  —  d  ist.  Wir  werden 
beweisen,  daß  ^(x\Cjd)  und  ^(x\d) 
miteinander  identisch  sind. 

Es  seien  Q^y  q^    ^i®  Konvergenz- 
radien dieser  beiden  Reihen. 

In    den   Punkten    innerhalb    der 
Kreise  q,  q^  hat  man: 

^(^)  =  5ß(a:|c); 

in  den  Punkten  innerhalb  der  Kreise 
Q^y  (>2  hat  man: 

^{x\c)^^{x,Cydy, 
in  den  Punkten  innerhalb  der  Kreise  q,  q^'  hat  man: 

Bezeichnen  wir  also  mit  ^^  den  kleineren  der  Radien  der  beiden 
konzentrischen  Kreise  q^^  ^^,  so  wird  in  den  den  drei  Kreisen  p,  pi,  ^ 
gemeinsamen  Punkten^)  sein: 

^{x)^^{x\c,d),     ^{x)==^{x\d), 
'^{x\c,d)^^{x\d). 


Fig.  1. 


und  demnach: 


1)  Wir  gebrauchen  das  Wort  „transformiert"  statt  des  üblichen   „ab- 
geleitet*, um  Verwechslungen  zu  vermeiden. 

2)  Derartige  Punkte  sind  unter  der  Voraussetzung,   daß  c  innerhalb  des 
Kreises  q  und  d  innerhalb  der  beiden  Kreise  p,  q^  liegt^  immer  vorhanden. 
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Diese  Gleichung  wird  daher  in  allen  Punkten  eines  bestimmten 
Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  d  statthaben,  woraus  folgt  (Art.  121): 

Man  drückt  dies  dahin  aus^  daß  man  sagt:  Die  unmittelbar 
oder  mittelbar  aus  einer  gegebenen  Reihe  in  bezug  auf  den- 
selben innerhalb  ihres  Konvergenzkreises  liegenden  Punkt 
transformierten  Reihen  sind  identisch  gleich. 

Der  Satz  wird  ohne  Schwierigkeit  auf  den  Fall  einer  beliebigen 
Anzahl  von  Zwischenpunkten  ausgedehnt,  vorausgesetzt,  daß  sie  alle 
innerhalb  des  Konvergenzkreises  der  ursprünglichen  Reihe  liegen. 

151.  Liegt  der  Anfangspunkt  innerhalb  des  Kreises  p^,  so  kann 
man  den  Punkt  d  mit  ihm  zusammenfallen  lassen,  und  die  zuletzt 
gefundene  Beziehung  wird  zu  folgender: 

D.  h.:  Die  ursprüngliche  Reihe  kann  als  aus  ihrer  trans- 
formierten Reihe  transformiert  angesehen  werden. 

Wir  werden  beweisen,  daß  sich  die  Reihe  5ß(a;),  auch  wenn  der 
Anfangspunkt  nicht  innerhalb  des  Kreises  p^  liegt,  als  aus  5ß(rp|c) 
-^  selbstverständlich  mittelbar  —  transformiert  ansehen  läßt. 

Es    sei   Ä   der   Schnittpunkt    der  Verlängerung   von    OC  (wo   O 

den  Wert  c  darstellt)  mit  dem 
Kreise  p,  M  der  Schnittpunkt 
von  OC  mit  dem  Kreise  p^^ 
somit: 


0(7  = 


OÄ 


Auf  MA  nehmen  wir  eine 

Strecke  MD  =  ^^^;  bezeichnet 

d  die    dem   Punkte   D   zuge- 
hörige Größe,  so  ist: 


Fig.  2. 


+ 


Q  +  r 


-Qi^ 


Ist 


der  Konvergenzradius  der  Reihe  ^(x\c,d),  so  ist: 
Pa  ^  p  -  d. 
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folglich: 

Ist  Q2  >  ÖD,  so  liegt  der  Anfangspunkt  innerhalb  des  Kreises  q^, 
und  man  hat:  ^,   ,      ,  ^.    '       ,  . 

Im  entgegengesetzten  Falle  sei  N  der  Schnittpunkt  der  Strecke 

OD  mit  dem  Kreise  q^]  man  nehme  auf  ND  die  Strecke  NE  =  ^T^^; 
bezeichnet  e  die  dem  Punkte  J5  zugehörige  Größe,  so  ist: 

Ist  pj  der  Konvergenzradius  der  Reihe  ^(x\c,d,e),  so  ist: 

folglich: 

usf.  Nun  können  die  Größen  y  —  q,  y  —  2^^,  y  —  Aq^,-"  nicht  sämt- 
lich positiv  sein,  folglich  stößt  man  nach  einer  endlichen  Anzahl  von 
Transformationen  auf  einen  Konvergenzkreis,  der  in  seinem  Innern 
den  Anfangspunkt  enthält. 

152.  Aus  den  im  vorigen  Art.  angeführten  Ergebnissen  läßt  sich 
ein  wichtiger  Schluß  ziehen. 
Es  war  gefunden  worden: 

da  aber  5ß(x)  als  aus  5ß(j;|c)  transformiert  betrachtet  werden  kann, 
so  hat  man  aus  demselben  Grunde: 


Q^Qi-y> 

woraus  folgt: 

(1) 

Q  +  Y^Qi^Q- 

-y. 

Geometrisch  läßt  sich  das  so  aussprechen:  Der  Konvergenz- 
kreis der  Reihe  ^(x\c)  liegt  zwischen  dem  Kreise  um  c,  der 
den  Konvergenzkreis  von  ^(x)  von  innen,  und  demjenigen, 
der  ihn  von  außen  berührt. 

Aus  (1)  ergibt  sich  auch:  Der  Konvergenzradius  der  trans- 
formierten Reihe  ^(iz^|c)  ist  eine  stetige  Funktion  von  c. 

163.  Die  Ableitung  der  aus  einer  gegebenen  Reihe  in 
bezug  auf  einen  Punkt  c  transformierten  Reihe   ist    die   in 
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bezug   auf  den   Punkt  c   aus    der   Ableitung    der   ursprüng- 
lichen Reihe  transformierte  Reihe. 
Setzen  wir: 

00 

r  =  0 

SO  ist: 

r  =  l  rs:0 

Andrerseits  ist: 

OD  00 

r=0  r=0 

woraus  folgt: 

164.  Die  untere  Grenze  der  Konvergenzradien  der  aus 
einer  gegebenen  Reihe  in  bezug  auf  alle  Punkte  innerhalb 
ihres  Konvergen^kreises  transformierten  Rßihen  ist  Null. 

Sei  X  die  untere  Grenze  der  Konvergenzradien  und  A  >  0  voraus- 
gesetzt. Man  nehme  eine  positive  Größe  A'  <  A  und  eine  q  <,q]  ist 
c  ein  beliebiger  Punkt  des  Kreises  um  den  Anfangspunkt  mit  dem 
Radius  q,  so  wird  die  in  bezug  auf  diesen  Punkt  transformierte  Reihe: 


00 

r  =  0 


der  Definition  von  A  gemäß  einen  Konvergenzradius  haben,  der  nicht 
kleiner  als  A,  folglich  größer  als  X  ist;  sie  wird  somit  im  ganzen 
Kreise  um  c  mit  dem  Radius  A'  mit  Einschluß  der  Peripherie  (Art.  112) 
stetig  sein.  Die  Menge  aller  Kreise  vom  Radius  A',  deren  Mittel- 
punkte auf  der  Kreislinie  q  liegen,  bedeckt  die  von  den  Kreisen  um 
den  Anfangspunkt  mit  den  Radien  q  —  A'  und  q'  +  A'  eingeschlossene 
Ringfläche.  Die  Werte  von  ^{x)  in  den  inneren  Punkten  des  Kreises 
Q  ~k',  die  ^{x)  und  den  verschiedenen  5ß(ir|c)  in  der  Ringfläche 
zwischen  q  —  A'  und  q'  gemeinsamen  Werte  und  diejenigen  der  ver- 
schiedenen ^(a;|c)  in  der  Ringfläche  zwischen  q  und  q  +  k'  bilden 
eine  in  dem  ganzen  Kreise  q  +  ^  (mit  Einschluß  der  Peripherie) 
endliche  und  stetige  Funktion.  Der  absolute  Betrag  dieser  Funktion 
ist  daher  (Art.  99)  eine  endliche  und  stetige  Funktion,  besitzt  folglich 
(Art.  101)   ein  endliches  Maximum  M]  bezeichnen  wir  dann  mit  M^ 
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den  größten   absoluten  Betrag  von  ^(a:|c)  auf  der  Kreislinie   um  c 
mit  dem  Radius  A',  so  ist  M^^M.    Nun  hat  man  (Art.  128,(3)): 


i^,\WKc)\£f/, 


daraus  folgt 
1 


ri^^''Kc)\£v 


M 


oder: 


I  A  =  r 

für  alle  Werte  c  vom  absoluten 
Betrage  q\  Wendet  man  wie- 
derum die  Formel  (3)  Art.  128 
auf  die  Reihe: 


2{" 


l)(^H^- 


an,  so  hat  man:, 
oder: 


'  Z^ 

^^ 

/   //            ^-^^ 

V       /V\~"x 

.  ff  Af\ 

^N/^mA 

1    1 1      1         W 

\     /-Vps.  \ 

11/           ^^ 

vvi     -t\      ^> 

\\ 

V 

'  '  \\\  \     ^ 

^ 

Ol«. 


< 


Fig.  S. 


und,  wenn  man  für  alle  Werte  von  r  von  0  bis  Ä  summiert: 

(p'+^')*i«/.l^(Ä+l)^, 

woraus  folgt: 

Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  ist  bekanntlich  (vgl.  Art.  134) 
konvergent  für: 

daraus  folgt,  daß  ^(;r)  absolut  konvergent  ist  für  jedes  x  von  klei- 
nerem absoluten  Betrage  als  p'  +  A'.  Ist  nun  A'  festbestimmt,  so  läßt 
sich  q'  stets  so  wählen,  daß  p'  +  A'  >  p  ist;  man  kommt  somit  zu 
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dem  Schlüsse,    daß  die  Reihe  ^(x)  in  Punkten  konvergent  ist,   die 
außerhalb  ihres  Konyergenzkreises  liegen,  was  absurd  ist. 
Folglich  ist  A  =  0,  und  der  Satz  ist  bewiesen. 

165.  Betrachtet  man  den  Konvergenzradius  q^  der  in  bezug  auf 
c  transformierten  Reihe  als  eine  reelle,  innerhalb  des  ganzen  Kreises  q 
definierte  Funktion  von  c,  so  hat  diese  Funktion  (Art.  154)  zur 
unteren  Grenze  Null.  Folglich  gibt  es'  (Art.  97)  einen  Punkt  p  der 
Art,  daß  in  jeder  Umgebung  desselben  die  untere  Grenze  der  Funk- 
tion Q^  gleichfalls  Null  ist. 

Dieser  Punkt  kann  nicht  innerhalb  des  Kreises  q  liegen.  Nehmen 
wir  nämlich  an,  er  liege  innerhalb  desselben,  d.  h.  es  sei: 

so  wird,  wenn  man  um  p  einen  Kreis  mit  einem  Radius: 

beschreibt,  q^  für  alle  Punkte  innerhalb  dieses  Kreises  einen  größeren 
Wert  als  q  -—  üt  —  S  haben  (Art.  152),  so  daß  seine  untere  Grenze 
innerhalb  des  Kreises  selbst  nicht  Null  sein  kann. 

Folglich  liegt  der  Punkt  p  auf  der  Kreislinie  p. 

Ein  Punkt  von  der  Beschaffenheit,  daß  in  jeder  Umgebung  des- 
selben die  untere  Grenze  der  Werte  von  q^  Null  ist,  heißt  ein  singu- 
lärer  Punkt.  Das  gewonnene  Ergebnis  läßt  sich  demnach  folgender- 
maßen ausdrücken: 

Auf  dem  Umfange  d^s  Konvergenzkreises  liegt  min- 
destens ein  singulärer  Punkt. 

166,  Ein  singulärer  Punkt  kann  nicht  innerhalb  des 
Konvergenzkreises  einer  der  transformierten  Reihen  liegen. 

Wir  nehmen  an,  der  dem  Umfange  des  Konvergenzkreises  (p) 
einer  Potenzreihe  angehörige  singulare  Punkt  p  liege  innerhalb  des 
Konvergenzkreises  (6)  der  mittelbar  oder  unmittelbar  in  bezug  auf 
einen  Punkt  b  transiformierten  Reihe.  Man  beschreibe  um  p  einen 
Kreis  (^),  der  ganz  innerhalb  (b)  falle.  Die  Kreise  (p)  und  (p)  haben 
notwendig  ein  gemeinsames  Gebiet;  nennen  wir  irgend  einen  Punkt 
desselben  c,  so  wird  q^  sicher  größer  sein  als  die  kleinste  Entfernung 
zwischen  den  Kreisen  (6),  (p),  folglich  kann  seine  untere  Ghrenze 
nicht  Null  sein.  Mithin  kann  p  nicht  innerhalb  eines  Konvergenz- 
kreises liegen. 
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167,  Es  sei  ^(x)  eine  Potenzreihe  mit  endlichem  Konvergenz- 
radius. Der  Konvei^enzkreis  von  ^(x)  und  die  Konvergenzkreise 
aller  unmittelbar  oder  mittelbar  aus  ^(x)  transformierten  Potenzreihen 
bedecken  einmal,  mehrmals  oder  unendlich  oft  einen  Teil  C  der  Ebene, 
der  aus  einem  einzigen  Stück  besteht,  d.  h.  zusammenhängend  ist  (vgl. 
Art.  102,  Anm.)  und  der  in  besonderen  Fällen  auch  die  ganze  Ebene 
ijmfassen  kann.  Ist  c  irgend  ein  innerer  Punkt  von  (7,  so  gibt  es  un- 
endlich viele  Arten,  eine  in  bezug  auf  diesen  Punkt  transformierte  Reihe 
zu  gewinnen,  da  wir  zwischen  den  Anfangspunkt  und  den  Punkt  c 
unendlich  viele  Folgen  von  Zwischenpunkten  einschalten  können. 
Liegen  nun  sowohl  c  als  auch  die  Zwischenpunkte  innerhalb  des  Kon- 
vergenzkreises von  ^(x),  so  sind  (Art.  150)  alle  entsprechenden  trans- 
formierten Reihen  identisch;  sind  hingegen  beide  Bedingungen  nicht 
zugleich  erfüllt,  so  kann  man  für  ein  und  denselben  Punkt  zu  mehreren, 
ja  sogar  unendlich  vielen  verschiedenen  transformierten  Reihen  gelangen. 
Erhält  man  aber,  wie  man  auch  den  Punkt  c  wählen  und  wie  man  auch 
verfahren  möge,  für  ein  und  denselben  Punkt  stets  ein  und  dieselbe 
Potenzreihe,  so  bestimmt  die  Gesamtheit  der  betrachteten  Potenzreihen 
für  jeden  Punkt  innerhalb  C  einen  einzigen  Wert,  und  zwar  ist  dies  der 
gemeinsame  Wert  (Art.  150),  den  in  jenem  Punkte  alle  Potenzreihen 
besitzen,  innerhalb  deren  Konvergenzbereich  er  liegt.  Wir  erhalten  so 
eine  Funktion  der  Punkte  des  Bereiches  C  (Art.  95),  die  wir  eine  ein- 
deutige analytische  Funktion  oder  einfacher  eine  analytische 
Funktion  nennen  wollen^).  Die  Potenzreihe  ^(x),  wie  auch  jede  der 
transformierten  Reihen,  wird  als  ein  Element  der  Funktion  bezeichnet. 

Da  sich  jede  der  transformierten  Reihen  (Art.  151)  als  ursprüng- 
liche Potenzreihe  ansehen  läßt,  so  können  wir  sagen:  Eine  analytische 
Funktion  ist  durch  ein  beliebiges  ihrer  Elemente  vollständig  bestimmt. 

Die  Gesamtheit  der  innerhalb,  des  Bereiches  C  gelegenen  Punkte 
bildet  den  Existenzbereich  der  Funktion. 

168.  Man  sagt,  eine  analytische  Funktion  verhalte  sich  regu- 
lär oder  sei  regulär  in  allen  Punkten  innerhalb  ihres  Existenz- 
bereiches oder  in  allen  Punkten,  denen  Elemente  der  Punktion  ent- 
sprechen. Die  Punkte,  in  welchen  die  Funktion  nicht  regulär  ist, 
werden  singulare  Punkte  derselben  genannt. 

1)  Was  man  gewöhnlich  eine  nichteindeutige  oder  auch  eine  mehr- 
deutige Funktion  nennt,  i«t  nach  unserer  Auffassung  keine  Funktion,  sondern 
der  Inbegriff  von  mehreren,  bezw.  unendlich  vielen  Funktionen. 
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Singulare  Punkte  einer  analytischen  Funktion  sind  insbesondere 
die  singulären  Punkte  aller  ihrer  Elemente  (Art.  155),  da  ja  diese 
Punkte  (Art.  156)  innerhalb  keines  der  Konvergenzkreise  der  ver- 
schiedenen Elemente  liegen.  Sie  befinden  sich  oflFenbar  auf  der  Um- 
grenzung des  Existenzbereiches  der  Funktion. 

Die  Gesamtheit  der  singulären  Punkte  einer  analyti- 
schen Funktion  bildet  eine  abgeschlossene  Menge.  —  Wäre 
nämlich  ein  Grenzpunkt  p  dieser  Menge  nicht  singulär,  so  würde  das 
entsprechende  Element  einen  bestimmten  Konvergenzkreis  haben, 
dessen  sämtlichen  inneren  Punkten  transformierte  Elemente  ent- 
sprechen würden,  was  unmöglich  ist. 

159.  Die  Grenzpunkte  der  Menge  der  Punkte,  in  denen 
eine  analytische  Funktion  denselben  Wert  annimmt,  sind 
singulare  Punkte. 

Es  sei  /  die  betrachtete  Menge,  c  einer  ihrer  Grenzpunkte.  Wäre 
c  nicht  ein  singulärer  Punkt,  gehörte  er  also  dem  Existenzbereiche  C 
der  Funktion  fix)  an,  so  ließe  sich  (Art.  121)  eine  Umgebung  des 
Punktes  c  angeben,  innerhalb  welcher  das  dem  Punkte  c  entsprechende 
Element,  also  auch  die  Funktion  selbst,  an  keiner  Stelle,  höchstens 
den  Punkt  c  selbst  ausgeschlossen,  den  betrachteten  Wert  annehmen 
würde,  was  unmöglich  ist. 

Beachtet  man,  daß  die  Punkte  von  /  sämtlich  dem  Bereiche  G 
angehören,  so  ersieht  man,  daß  kein  Grenzpunkt  von  /  mit  einem 
Punkte  von  /  zusammenfallen  kann.     M.  a.  W.: 

Die  Punkte  des  Existenzbereichs  einer  analytischen 
Funktion,  in  denen  sie  denselben  Wert  annimmt,  bilden 
eine  isolierte  Menge^). 

Ist  C  ein  innerhalb  C  liegender  Bereich,  so  hat  I  auf  C  keinen 
Grenzpunkt,  folglich  (Art.  5)  ist  die  Anzahl  der  in  C  liegenden 
Punkte  von  I  endlich.  ,D.  h.: 

In  jedem  innerhalb  des  Existenzbereiches  einer  analyti- 
schen Funktion  liegenden  Bereiche  nimmt  die  Funktion 
denselben  Wert  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  an. 

160.  Aus  dem  in  der  Anmerkung  zu  Art.  121  erwiesenen  Satze 
folgt: 

Ist  eine  analytische  Funktion  in  einem  innerhalb  ihres 
Existenzbeijeiches   liegenden    Bereiche    entweder    beständig 

1)  Insbesondere  kann  eine  Funktion  nicht  in  «allen  Punkten  einer  Linie 
ein  und  denselben  Wert  annehmen. 
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reell  oder  beständig  rein  imaginär,  so  ist  sie  notwendig 
eine  Konstante. 

Daraus  ergibt  sich  als  Corollar: 

Ist  der  reelle  Bestandteil  einer  analytischen  Funktion 
(als  reelle  Punktion  des  reellen  und  des  imaginären  Bestandteiles  der 
komplexen  Variablen)  gegeben,  so  ist  bis  auf  eine  additive 
Konstante  auch  ihr  imaginärer  Bestandteil  gegeben,  und 
umgekehrt. 

Sind  nämlich  f{x),  f^(x)  zwei  analytische  Funktionen  mit  dem- 
selben reellen  Bestandteile  U(u,v)  (wo  x  =  u  +  iv)j  ist  also: 

f(x)==  U(u,v)  +  iV  {u,v\ 

f,(x)=U{u,v)  +  iV^{u,v), 
so  folgt  daraus: 

f{x)  -  /i ix)  =  *  [F(m,  t;)  -  V,  {u,  V)]. 

Da  nun  die  Differenz  f{x)  —f^{x)y  die  (s.  unten  Art.  163)  eine 
analytische  Funktion  ist,  beständig  rein  imaginär  ist,  so  muß  sie  sich 
auf  eine  Konstante  reduzieren.     Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

161,  Ist  c  ein  Funkt  innerhalb  des  Existenzbereiches 
einer  analytischen  Funktion,  so  hat  ihr  dem  Punkte  c  ent- 
sprechendes Element  zum  Konvergenzkreise  den  größten 
Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  c,  der  im  Existenzbereiche  der 
Funktion  enthalten  ist. 

In  der  Tat  hat  die  Peripherie  dieses  Kreises,  weil  sie  mindestens 
einen  singulären  Punkt  enthalten  muß  (Art.  155),  notwendigerweise 
irgend  einen  Punkt  mit  der  Grenze  gemein. 

Daraus  folgt: 

Die  untere  Grenze  der  Konvergenzradien  der  Elemente 
einer  analytischen  Funktion,  die  den  Punkten  eines  innerhalb 
des  Existenzbereiches  der  Funktion  liegenden  Bereiches 
entsprechen,  ist  von  Null  verschieden. 

162,  Sind  mehrere  analytische  Funktionen:. 

gegeben,  deren  Existenzbereiche  ein  zusammenhängendes 
Gebiet  C  gemeinsam  haben  mögen,  und  besteht  zwischen 
ihren  demselben  Punkte  c  des  letzteren   entsprechenden 

Elementen  ^i(a;  —  c),  ^2 (^""  ^);  •••;  ^r(^  ~"  ^)  ®^^®  ganze  ratio- 
nale Beziehung: 

F{^,{x  -  c),  %{x  -  c),  . . .,  %{x  -  0)  =  0, 
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so  bestellt  dieselbe  Beziehung  zwischen  den  Elementen,  die 
irgend  einem  andren  Punkte  des  Bereiches  C  entsprechen 
(Satz  von  der  Permanenz  der  analytischen  Beziehungen). 

Es  sei  Q  der  Radius  des  größten,  in  dem  Bereiche  G  enthaltenen 
Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  c,  d  ein  beliebiger  Punkt  innerhalb  des 
Kreises  p,  q^  der  Radius  des  größten,  im  Bereiche  C  enthaltenen 
Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  d.  Dann  ist  für  alle  den  Kreisen  p,  q^ 
gemeinsamen  Punkte  x  (Art.  150): 

%{x-c\d-c)^'^,{x-c)       (Ä  =  l,2,...,r), 
und  daher: 

Derselbe  Beweis  gilt  für  alle  Punkte  des  Bereiches  (7,  da  man 
ja  von  c  aus  zu  irgend  einem  dieser  Punkte  mittelst  einer  endlichen 
Folge  von  Transformationen  gelangen  kann.  Folglich  darf  man  für 
alle  Punkte  von  C  schreiben: 

F(f,(x),f,{x),''',f,{x))^0. 

168.  Es  seien  zwei  analytische  Funktionen  fi(x)y  f2{x)  gegeben, 
deren  Existenzbereiche  einen  zusammenhängenden  Teil  C  gemeinsam 
haben  mögen.  Der  Einfachheit  der  Schreibweise  halber  setzen  wir 
voraus,  dieser  enthalte  den  Anfangspunkt.  Sind  nun  ^i(^),  ^^l^)  die 
dem  Anfangspunkte  entsprechenden  Elemente  der  beiden  Funktionen, 
so  wird  die  Potenzreihe: 

eine  analytische  Funktion  f(x)  erzeugen,  deren  Existenzbereich  sicher 
den  Bereich  C  enthält  (Art.  118).  Das  irgend  einem  Punkte  von  C 
entsprechende  Element  dieser  Funktion  ist  (Art.  162)  die  Summe  der 
demselben  Punkte  entsprechenden  Element«  von  fi(x),  h{^)'i  ^^^"^ 
kann  also  schreiben: 

und  die  Funktion  f{x)  als  Summe  der  beiden  analytischen  Funk- 
tionen fi{x)y  /*2(^)  bezeichnen. 

Es  wird  also  diejenige  Funktion  als  Summe  zweier  (oder  meh- 
rerer) analytischen  Funktionen  definiert,  bei  der  ein  Element  die 
Summe  von  zwei  (oder  mehreren)  auf  dieselbe  Stelle  bezüglichen 
Elementen  der  Summanden  ist. 

Eine  ganz  analoge  Definition  läßt  sich  für  das  Produkt  zweier 
oder  mehrerer  analytischen  Funktionen  aufstellen. 
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164.  Es  sei  nun  eine  analytische  Funktion  f{x)  gegeben,  die  in 
dem  Anfangspunkte,  der,  wie  man  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
voraussetzen  darf,  ihrem  Existenzbereiche  angehören  möge,  einen  von 
Null  verschiedenen  Wert  habe.     Ist: 

00 

A  =  0 

das  dem  Anfangspunkte  entsprechende  Element,  so  muß  also  «o  +  0 
sein.  Man  darf  demnach  für  alle  Punkte  im  Innern  des  Konvergenz- 
kreises Q  von  ^{x)  schreiben: 

A  =  0 

wo: 

OD 

/*  =  i 
Nun  ist  bekanntlich  für  |fc|  <  1: 

OD 

also  wird: 

^^^  fix)        aX  a,^  al  J 

für  alle  Punkte  x,  für  welche: 

|ö|  =  l/-(a;)-/-(0)i<laj. 

Nach  einer  bereits  gemachten  Bemerkung  (Art.  120)  gibt  es  stets 
eine  Umgebung  des  Anfangspunktes,  die  wir  als  kreisförmig  mit  einem 
Radius  (>'  <  ^  voraussetzen  dürfen,  in  der  diese  Bedingung  verwirk- 
licht ist;  innerhalb  des  Kreises  q  wird  also  die  Gleichung  (1)  gelten. 
Nimmt  man  nun  eine  Kreislinie  vom  Radius  Q  <.Q  nnd  nennt  man 
M  das  Maximum  des  absoluten  Wertes  von  6  längs  derselben,  so  hat 
man  für  jeden  Punkt  der  Peripherie  von  q  und  jedes  beliebige  n: 

2;(-a'^2.(rS' 


Ä  =  n+1 


Ä  =  «  +  i 


da  aber  die  Reihe   ^(j — r]    konvergiert,   so  ist  die  auf  der  rechten 


Ä=:0 

Vivantii  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen. 
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Seite  von  (1)  stehende  Reihe  für  die  Kreisfläche  q  gleichmäßig  kon- 
vergeilt.  Man  kann  also  den  Weierstraßschen  Hilfssatz  (Art.  132)  in 
Anwendung  bringen  und  diese  Reihe  in  eine  Potenzreihe  von  x  um- 
formen; dadurch  erhält  man  innerhalb  des  Kreises  q': 

Die  Reihen  ^{x),  ^i{x)  sind  durch  die  Beziehung: 

verknüpft;  man  hat  also  (Art.  162),  wenn  man  die  durch  ^i(x)  be- 
stimmte analytiftche  Funktion  mit  fj^(x)  bezeichnet: 

f(x)f,(x)  =  1, 
oder: 

Die  Funktion  fi{x)  heißt  die  zu  f{x)  reziproke  Funktion;  ihr 
Existenfcbereich  Ist  im  allgemeinen  von  dem  der  Funktion  f{x)  ver- 
schieden. 

Als  Quotienten  zweier  analytischen  Funktionen  definiert  man 
demnach  das  Produkt  der  ersten  mit  der  reziproken  der  zweiten. 

166,  Es  bezeichne  '^{x)  eine  Potenzreihe,  welche  die  analytische 
Funktion  f(x)  erzeuge.  Die  Reihe  ^\x)  hat  denselben  Konvergenz- 
radius wie  ^{x)  (Art.  134);  ist  c  ein  Punkt  innerhalb  ihres  gemein- 
samen Konvergenzkreises,  so  ist  die  aus  ^'(x)  in  bezug  auf  diesen 
Punkt  transformierte  Reihe  die  Ableitung  der  aus  ^(x)  in  bezug  auf 
denselben  Punkt  transformierten  Reihe  (Art.  153).  Setzt  man  das 
Schluß  verfahren  in  derselben  Weise  fort,  so  erkennt  man,  daß  ^\x) 
eine  analytische  Funktion  <p(x)  erzeugt,  die  folgende  Eigenschaften 
besitzt: 

a)  Sie  hat  denselben  Existenzbereich  wie  /'(^); 

b)  Dasjenige  ihrer  Elemente,  welches  irgend  einem  Punkte  dieses 
Bereiches  entspricht,  ist  die  Ableitung  des  Elementes  der  Funktion  f(x\ 
das  demselben  Punkte  entspricht. 

Wir  werden  (p{x)  die  Ableitung  von  f(x)  nennen  und  mit  f'(x) 

bezeichnen. 

Die  Eigenschaft  a)  kann  auch  durch  den  Satz  ausgedrückt  werden: 
Eine    Funktion    hat    dieselben    singulären    Punkte    wie 

ihre  Ableitung. 
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166.   Erzeugen  die  Reihen  ^t{x),  ^2(^)  ^^^' 

beziehentlich   die   analytischen  Funktionen  fi{x),  f^ix),  fix),  wobei 
(Äjt.  163): 

m-ax)+fM 

ist,  so  hat   man  (Art.  137)  in  den  den  Existenzbereichen  von  f{x)y 
fiip)}  f%i^)  gemeinschaftlichen  Punkten: 

(1)  ^'(«^)  =  ^i'(^)  +  W(^); 

nun  erzeugen  ^i'(^);  ^2'(^)>  Wi^)  {Krt.  165)  die  analytischen  Funk- 
tionen fx\x)y  f^{x),  f\x)]  also  folgt  aus  (1)  (Art.  163): 

nx)=f,\x)+f,'ix). 

167»  Durch  ein  ganz  analoges  Verfahren  beweist  man,  daß,  wenn: 

f(x)^f,{x)Ux)...f„ix) 
ist,  man  erhält  (vgl.  Art.  139): 

f{x)^f^{x)n{x)uix)..-ax) 


168.   Ist  (Art.  164): 


so  ist  diese  Beziehung  gleichbedeutend  mit  der  andern: 

h{x)=mu{^)- 

Daraus  folgt  (Art.  167): 

f^ix)^f{x)U{x)  +  f{x)f'(x\ 
woraus  sich  ergibt: 
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169.  Es  seien,  wie  in  Art.  141,  ^{x)j  £l(/)  zwei  Potenzreihen 
von  X,  bezw.  g,  und  alle  dort  gestellten  Bedingungen  und  Bezeich- 
nungen mögen  festgehalten  werden;  dann  kann  D(^(a;))  auf  die  Form 
einer  Potenzreihe  von  rc: 

D(^(a;))  =  $R(^) 
gebracht  werden. 

Ist  c  ein  Punkt  innerhalb  des  mit  dem  Radius  q  um  den  An- 
fangspunkt beschriebenen  Kreises,  und  bildet  man  die  transformierte 
Reihe  ^(ir|c),  so  ist  in  jedem  Punkte  des  um  c  beschriebenen,  den 
Kreis  q  von  innen  berührenden  Kreises  q'  (Art.  150): 

und  folglich: 

mx\c)\<0\ 

Wir  dürfen  also  (Art.  132)  die  Reihe: 

71=1 

in  eine  Potenzreihe  von  x  —  c  umwandeln,  die  wir  mit  ®(x  —  c)  be- 
zeichnen wollen,  so  daß: 

@(ic-c)=2'^[*(*|c)]". 
/t  =  1 

Andrerseits  hat  man  innerhalb  des  Kreises  (>': 

00 

^(x\c)=^ix)=^b„mx)f, 

oder,  da  '^{x\c)  =  ^(x)  ist: 

00 

SR(ic|c)  =2'^"[?(^|c)]", 

71=1 

folglich: 

^{x\c)  =  (B(x-c), 

Da  diese  Beziehung  in  allen  Punkten  einer  gewissen  Umgebung  q' 
des  Punktes  c  gelten  muß,  so  muß  sie  identisch  erfüllt  sein  (Art.  121). 
Man  hat  also  identisch: 


^(x\c)^^bM(^c)f. 
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Wenn  demnach  ^(^),  ^(ßi)  beziehentlich  die  analytischen  Funk- 
tionen f(x),  (p{z)  erzeugen,  so  wird  (p(f{x))  eine  durch  das  Element 
!Si(x)  bestimmte  analytische  Funktion  von  x  sein: 

<p(fix))  ^  F(xy, 

es  folgt  ferner  aus  Art.  141: 

Ist  im  besondern: 

F{x)  =  e/(-), 
so  wird  (Art.  143): 


Singulare  Punkte.     Satz  von  Laurent. 

170.  Eine  analytische  Funktion^)  kann  nicht  in  der 
ganzen  Ebene  (mit  Einschluß  des  unendlich  fernen  Punktes) 
regulär  sein. 

Die  analytische  Funktion  f(x)  habe  keinen  singulären  Punkt  in 
endlicher  Entfernung,  so  daß  ihr  dem  Anfangspunkt  entsprechendes 
Element  ^{x)  einen  unendlich  großen  Konvergenzradius  besitzt 
(Art.  155).  Setzen  wir  außerdem  voraus,  daß  der  unendlich  ferne 
Punkt  für  die  Funktion  f(x)  kein  singulärer  Punkt  sei,  so  kann  diese 

Funktion  (Art.  122)  durch  eine  Reihe  ^^  (—)  dargestellt  werden,  die  — 

aus  demselben  Grunde  wie  die  erste  —  in  der  ganzen  Ebene  konvergent 
ist.  Wir  denken  uns  um  den  Anfangspunkt  einen  beliebigen  Kreis 
beschrieben  und  mit  (7,  C^  den  innerhalb  bezw.  außerhalb  desselben 
liegenden  Teil  der  Ebene  bezeichnet.  Da  ^(x)  in  C  eindeutig  und 
stetig  ist,  so  ist  es  auch  (Art.  99)  |^(:zj)!;  die  letztere  Funktion  hat 
daher  (Art.  101)  in  C  ein  endliches  Maximum,  das  mit  M  bezeichnet 

werde.    Entsprechend  hat  j  ^^  f — j     in  C^  ein  endliches  Maximum  Jf^. 

Wenn  M  eine  Größe  bedeutet,  die  weder  kleiner  ist  als  M  noch  als 
M^j  so  ist  also  in  der  ganzen  Ebene: 


1)  Man  darf  nicht  vergessen,  daß  wir  hier  nur  von  eindeutigen  ana- 
lytischen Funktionen  sprechen.  Bekanntlich  gibt  es  anderweitige  Funktionen, 
die  keinen  singulären  Punkt  haben;  dergleichen  sind  die  Abelschen  Integrale 
erster  Gattung. 
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und  daher  hat  man  auf  jeder  beliebigen,  um  den  Anfangspunkt  be- 
schriebenen Kreislinie:  _ 

Daraus  folgt  für  jeden  beliebigen  Wert  von  q  und  von  h  (Art.  128,(3)): 

9 

und  somit: 

a^  =  0     für  Ä  >  0, 

so  daß  sich  die  Funktion  auf  die  Eonstante  a^  reduziert. 

Folglich  besitzt  eine  Funktion,  die  sich  nicht  auf  eine  Eonstante 
reduziert,  notwendig  singulare  Punkte. 

171.  Es  seien  f(x),  fi{x)  zwei  reziproke  analytische  Funktionen 
(Art.  164),  so  daß: 

Da  die  Existenzbereiche  der  beiden  Funktionen  nicht  notwendig 
identisch  sind,  so  kann  es  vorkommen,  daß  ein  für  die  Funktion  f(oc) 
singulärer  Punkt  p  es  nicht  auch  für  die  Funktion  fi{x)  ist. 

Die  singulären  Punkte  einer  Funktion,  welche  nicht  zugleich  für 
ihre  reziproke  singulär  sind,  heißen  Pole  oder  Unendlichkeits- 
punkte oder  außerwesentlich  singulare  Punkte;  die  übrigen 
heißen  wesentlich  singulare  Punkte. 

Ist  p  ein  Pol  der  Funktion  f(x),  so  hat  man,  weil  in  ihm  f^  (x) 
regulär  ist,  in  einer  gewissen  Umgebung  von  p: 

/i(^)  =  Co  +  ci(^  -p)  +  (^2(^-py + •  •  •  =  ^i(^  -p). 

Ist  Cq  +  0,  so  läßt  sich  (Art.  164)  eine  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  p  konvergente  Potenzreihe  ^{x  —  p)  von  der  Art  finden^ 
daß  in  dieser  ganzen  Umgebung: 

ist;  die  durch  die  Reihe: 

^x-p) 

erzeugte  analytische  Funktion  ist  nichts  andres  als  die  Funktion  f(x), 
die  demnach  —  gegen  die  Voraussetzung  —  in  p  regulär  sein  würde. 

Folglich  muß  c^  ==  0  sein. 

Setzen  wir  allgemein: 
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so  haben  wir: 

%(x-p)  =  (x  -i>)"»[c^  +  c^^xix-^p)  +  c^^^(x  -i))2  +  •••]  = 

wo  €ii{x  —  p)  eine  Potenzreihe  von  x  -^p  ist,  deren  konstantes  Glied 
nicht  Null  ist.  Man  kann  mittels  des  eben  auseinandergesetzten  Ver- 
fahrens eine  Potenzreihe  ^i^x—p)  von  der  Art  finden,  daß  in  einer 
gewissen  ümgebungjvon  p: 

£l(x  —  p)  •  Di(a;  — ^)  =  1 
ist.     Die  durch  €ii{x—p)  bestimmte  analytische  Funktion  (pi(x)  ist: 


9'.(-)  =  Z^  = 


folglich  ist  die  durch  ^(x  —  p)  bestimmte  analytische  Funktion  fp{x)'. 

Man  gelangt  daher  zu  dem  Schlüsse:  Ist  p  ein  Pol  der  Funk- 
tion f{x\  so  gibt  es  stets  eine  ganze  und  positive  Zahl  m 
von  der  Art,  daß  {x  —  p)^f(x)  im  Punkte  p  regulär  ist. 

OflPenbar  ist,|^wenn  m  >  m,  auch  (x  —py''f(x)  im  Punkte  p 
regulär.  Ist  m  die  kleinste  ganze  positive  Zahl,  für  welche  (x—p)^f(x) 
im  Punkte  p  regulär  ist,  so  heißt  p  ein  Pol  m-ter  Ordnung 
oder  ein  m-f acher  Pol  der  Funktion  f(x)]  (x—p)'^f{x)  ist  im 
Punkte  p  von  Null  verschieden. 

Setzt  man: 

£i(x  —p)  =  e?o  +  d^{x—p)  +  d^(x  —pY  -\ , 

wo  cIq  4=  0,  so  hat  man  in  einer  gewissen  Umgebung  des  Punktes  p: 

D.  h.:  Eine  analytische  Funktion  ist  in  der  Umgebung 
eines  ihrer  Pole  p  durch  eine  nach  positiven  und  negativen 
Potenzen  von  x  —  p  fortschreitende  Potenzreihe  darstellbar, 
die  nur  eine  endliche  Anzahl  von  negativen  Potenzen  ent- 
hält. 

Die  Summe  der  negative  Potenzen  enthaltenden  Glieder  woUen 
wir  den  zum  Pole  gehörenden  Hauptteil  nennen. 
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Zieht  man  von  einer  analytischen  Funktion  ihren  Hauptteil  ^)  ab^ 
so  erhält  man  eine  im  Punkte  p  reguläre  Funktion,  die  keine  neue 
Singularität  besitzt. 

172.  Hat  die  Funktion  f(x)  im  Punkte  p  einen  Pol  m-ter  Ord- 
nung, so  ist  ihre  reziproke  Funktion  f^(x)  in  p  regulär,  und  die 
Potenzreihe,  durch  die  sie  in  der  Umgebung  von  p  dargestellt  wird, 
entbehrt  der  m  ersten  Glieder,  ist  also  das  Produkt  von  (x  —  pY'  in 
eine  Potenzreihe  von  x  —  p,  deren  konstantes  Glied  nicht  Null  ist. 
Man  sagt  in  diesem  Falle,  die  Funktion  f^(x)  habe  im  Punkte  p 
eine  Nullstelle  iw-ter  Ordnung  oder  eine  m-fache  Nullstelle. 
—  Hat  umgekehrt  die  Funktion  f\(x)  eine  Nullstelle  m-ter  Ordnung, 
so  hat  die  Funktion  f(x)  in  demselben  Punkte  einen  Pol  derselben 
Ordnung. 

178.  Hat  f(x)  in  p  eine  m-fache  Nullstelle,  so  hat  ihre 
Ableitung  in  demselben  Punkte  eine  (m— l)-fache  Null- 
stelle. 

Nach  Voraussetzung  hat  man: 

wo  fi(x)  in  p  regulär  und  von  Null  verschieden  ist.  Es  ergibt  sich 
daraus  (Art.  167): 

f  {x)  ^m{x-  py-  Yi {x)  +  (x-  pY'fiix)  = 

=  ix-pr-'[mf,ix)  +  {x-p)f,'{x)\. 

Der  Ausdruck  innerhalb  der  eckigen  Klammern  ist  im  Punkte  p 
regulär  und  von  Null  verschieden,  folglich  hat  f'{x)  in  p  eine 
(m  —  1) -fache  NuUstelle. 

174.    Hat  f(x)  in  p  einen  m-fachen  Pol,   so   hat  ihre  Ab- 
leitung in  demselben  Punkte  einen  (m  +  l)-fachen  Pol. 
Nach  Voraussetzung  hat  man: 

f(x){x--py-  =  f,{x), 


1)  Wir  bemerken,  daß  der  Hauptteil,  da  er  eine  ganze  rationale  Funktion, 

und  folglich  ein  besonderer  Fall  einer  Potenzreihe,  von ist,  eine  analytische 

cc  —  p 

Funktion  ist,  die  mit  Ausnahme  des  Punktes  p  in  der  ganzen  Ebene  existiert  und 

durch  das  einzige  von  dem  Polynom  selbst  gebildete  Element  dargestellt  v^ird 

(vgl.  Art.  187). 
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wo  fx{^)  in  P  regulär  und  von  Null  verschieden  ist.     Daraus  ergibt 
sich  (Art.  167): 

f{x){x  -pY  +  mf{x){x  -pY"^  =  f^{x), 
oder  auch: 

(1)  f\^){x~pT  ==  ^i'(^)  -  mf(x){x  -pY-\ 

und,  wenn  man  mit  (x — p)  multipliziert: 

(2)  f{x) (x-p^-^^^  fx\x) (x-p)-  mf{x){x  ~ py. 

Nun  ist  die  rechte  Seite  von  (1)  in  p  nicht  regulär,  während  es  die 
rechte  Seite  von  (2)  ist;  also  hat  fix)  in  p  einen  (m+  l)-fachen  Pol. 

175,  Die  angegebenen  Sätze  ändern  sich  etwas,  wenn  der  Punkte 
im  Unendlichen  liegt  (vgl.  Art.  122). 

Hat  fix)  im  Unendlichen  einen  Pol,  so  gibt  es  eine  posi- 
tive, ganze  Zahl  m  (die  Ordnungszahl  des  Poles)  von  der  Art, 

fix) 
daß  -^-^  in  dem  unendlich  fernen   Punkte  regulär   und   von 

Null  verschieden  ist.    In  der  Umgebung  dieses  Punktes  gilt 
folgende  Entwicklung  (wo  do=t=0): 

fix)  =  d,^  +  d,x-'  +  .  •  •  +  d^_,x  +  d^  +  ^"^i  +  ^  +  . . .. 

Hat  fix)  im  Unendlichen  eine  m-fache  Nullstelle,  so  hat 
ihre  Ableitung  im  Unendlichen  eine  (m  +  l)-fache  Nullstelle. 
—  Da  f{x)x'^  im  Unendlichen  nach  Voraussetzung  regulär  und  von 
Null  verschieden  ist,  so  läßt  sich  auf  diesen  Fall  der  Beweis  des 
Art.  174  anwenden,  wenn  man  darin  p  ^0  setzt. 

Hat  f{x)  im  Unendlichen  einen  m-fachen  Pol,  so  hat  ihre 
Ableitung  im  Unendlichen   einen  (m  —  l)-fachen  Pol.  —  Da 

-^  im  Unendlichen  nach  Voraussetzung  regulär  und  vdli  Null  ver- 

X 

schieden  ist,   so  läßt  sich  auf  diesen  Fall   der  Beweis   des  Art.  173 
anwenden,  wenn  man  darin  ^  ==  0  setzt. 

176.  Ist  p  ein  Pol  einer  analytischen  Funktion  f{x),  so 
läßt  sich  eine  Umgebung  des  Punktes  p  angeben,  in  deren 
sämtlichen  Punkten,  p  selbst  ausgenommen,  f(x)  regulär  ist. 

Die  reziproke  Funktion  fx{x)  ist  regulär  und  verschwindet  im 
Punkte  Pj  daher  läßt  sich  (Art.  159)  eine  Umgebung  von  p  angeben, 
in  der  sie  regulär  ist  und  niemals  außer  in  p  selbst  Null  wird. 
In  allen  Punkten  dieser  Umgebung,  ausgenommen  p,  ist  dann  fix) 
regulär. 
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Der  Satz  läßt  sich  auch  so  aussprechen:  Ein  Pol  einer  Funk- 
tion kann  nicht  Grenzpunkt  der  Menge  ihrer  singulären 
Punkte  sein.  —  Man  kann  also,  wenn  man  sich  erinnert,  daß  diese 
Menge  abgeschlossen  ist  (Art.  158),  folgern:  Jeder  Grenzpunkt 
einer  Menge  singulärer  Punkte  ist  ein  wesentlich  singu- 
lärer  Punkt. 

177,  Ist  p  ein  Pol  einer  analytischen  Funktion  f{x)y  so 
läßt  sich  nach  Annahme  eines  beliebig  großen  A  eine  Um- 
gebung von  p  finden,  in  deren  sämtlichen  Punkten  \f{x)\>A 
ist.  —  Eben  aus  diesem  Grunde  werden  die  Pole  auch  Unendlich- 
keitspunkte der  analytischen  Funktion  genannt. 

Es  ist  für  eine  bestimmte  Umgebung  des  Punktes  p  (Art.  171): 

<p(^)  =  {x  -pYf{x)  ^d^+  d,{x  -p)  +  d,{x-py  +  '". 

Da  (p(x)  eine  stetige  Funktion  ist,  so  läßt  sich  eine  Umgebung 
des  Punktes  p,  die  wir  als  kreisförmig  um  p  mit  dem  Badius  p'  an- 
nehmen können,  angeben,  in  deren  sämtlichen  Punkten  gilt: 


oder: 


Andrerseits  kann  man  eine  positive  Größe  ^"  von  der  Art  wählen^ 
daß: 

ist.  Bezeichnet  man  daher  mit  q  eine  positive  Größe,  die  kleiner  ist 
als  q'  und  q",  so  hat  man  innerhalb  des  Kreises  um  p  mit  dem 
Radius  q: 

folglich: 

\X  — p\  Z  Q  2  9 

was  zu  beweisen  war. 

178.   Es  möge  nun  der  folgende  Hilfssatz  aufgestellt  werden*): 

Ist  f(x)  eine  in  einem  Bereiche  C  reguläre  analytische 

Funktion,   so  läßt  sich   nach  Annahme   einer  willkürlichen 

Größe  0  eine  Größe  h  der  Art  finden,  daß,  wenn  a,  6,  c  drei 

1)  S.  Pringsheim  407,  412. 
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beliebige  Punkte  eines  innerhalb   C  gelegenen  Bereiches  D 
sind^  welche  den  Bedingungen: 

|6-a|<A,     |c~a|<A 

genügen^  dann  die  Beziehung: 

m-m    m-m\ 

— •^  o 

0  —  a  c  —  a      \ 

gilt. 

Die  Konvergenzradien  der  Elemente  der  Funktion,  welche  den 
Punkten  des  Bereiches  D  entsprechen,  besitzen  (Art.  161)  eine  von  Null 
verschiedene  untere  Grenze,  die  wir  mit  h  bezeichnen  wollen.  Nimmt 
man  also  eine  Größe  Ä'  <  A  an,  so  wird  für  jeden  beliebigen  Punkt  x 
des  Bereiches  D  die  Funktion  f{x  +  Ä'),  und  folglich  (Art.  165)  auch 
die  Funktion  f\x  +  Tc),  regulär  sein ;  der  absolute  Betrag  von  f'{x  +  ¥) 
wird  denmach  (Art.  101)  in  dem  Bereiche  I)  ein  endliches  Maximum 
besitzen,  das  wir  mit  M  bezeichnen  wollen.    Wir  wählen  nun  eine 

Größe  h  kleiner  als  1c   und  kleiner  alsr^^r^^: 

2  M 

h<¥<1c,    Ä<^^. 

Ist  a  ein  Punkt  des  Bereiches  D,  b  ein  zweiter  Punkt  desselben 
Bereiches,  der  von  a  um  weniger  als  h  entfernt  ist,  so  hat  man  die 
konvergente  Entwicklung: 

m  =  f{a)  +  ^r(a)  +  ^^f-f"{a)  +  •  •  • 
-  do  +  d^{h  -  o)  +  d,(6  -  o)«  +  •  • . 

OD 


daraus  folgt: 


r{h)=^r(r-l)dXh-ar-* 

00 


r=:0 


Wenden  wir  auf  diese  Reihe  die  Ungleichung  (3)  Art.  128  an, 
so  ergibt  sich: 
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mithin:  • 

(r+2)(r+l)^*l*-«:-' 
daraus  folgt  durch  Snmmierang  von  r  =  0  bis  r  =  c» : 


< 
< 


(r+2)(r+l)- 
1 


2'i^r+,(6-«r»l<JfÄ|6-«l2'(M^2yR:i)' 


r=0 


oder,  da  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  bekanntlich  den  Wert  1  hat^): 


2|d,^,(6~a)'-+^|<iJfA;&-a; 


und  um  so  mehr: 
Nun  ist: 


2'dr  +  .(6-«)'-^  = 


<M.hh  —  a\. 


r  =  0 


är^^^  -  «X-^*  -^äXh  -  df  =  f{b)  -  f{a)  -  (6  -  a)f'{a); 


rmi 


folglich  ergibt  sich  aus  der  obigen  Beziehung: 


<Mh<^. 


Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  für  |  c  —  a  |  <  Ä: 


\f{c)-m 


rw 


Folglich  ist: 


< 


I      &  —  a  c  —  a      \ 


179,  Ist  eine  analytische  Funktion  f(x)  in  einem  Ereis- 
ringe  regulär,  so  ist  ihr  Mittelwert  auf  einer  beliebigen, 
mit  dem  Ringe  konzentrischen  und  in  ihm  enthaltenen 
Kreislinie  unabhängig  von  der  Wahl  dieser  letzteren. 


1)  S.  z.  B.  Cesäro-Kowalewski,  a.  a.  0.,  S.  145—146. 
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Es  seien  q^  und  ^2  <  q^  die  Radien  der  beiden  Kreise,  die  den 
Eing  begrenzen,  dessen  Mittelpunkt  wir  der  Einfachheit  wegen  im 
Anfangspunkte  annehmen  wollen;  wir  wählen  zwischen  q^  und  ^2 
zwei  beliebige  Badien  q  und  ^  >  p.  Nach  Annahme  einer,  beliebig 
kleinen  Größe  6  und  nachdem  h  derart  bestimmt  ist,  daß  der 
zwischen  den  Kreisen  q,  q  enthaltene  Ring  dem  vorhergehenden  Hilfs- 
satze genügt,  wählen  wir  eine  positive  ganze  Zahl  m  so,  daß: 


9  —  Q 


=  *<Ä, 


m 
und  eine  zweite  n  der  Art,  daß: 

Pi  i  1  -  ««  i  <  Ä 
ist,  wo: 

27t  f 

gesetzt  ist. 

Setzen  wir  p  +  d  =  ^'  und  außerdem: 

80  ist  für  jede  beliebige  Zahl  r: 

I  6  —  a  I  ==  t  a^p'  —  a;;^  I  =  ^'  —  ()  —  d  <  A, 
\c-a\  =  l<+^p-<(>| 

=  p'i-«ni<(>i;i-ö^«i<^? 

und  folglich  (Art.  178): 

oder,  wenn  wir  mit  I  «^ ((>'—())!  =  d  multiplizieren: 


Summieren  wir  von  r  =  0  bis  r  =  2'*— - 1,  ersetzen  wir  die  Summe 
der  absoluten  Beträge  durch  den  absoluten  Betrag  der  Summe  und 
beachten  wir,  daß: 

r  =  0 

ist,  so  haben  wir: 
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also: 

woraus  folgt: 
Setzt  man: 

2«-!                         S"-1 

:^jiQ')-mj(9),«fS, 
:mf(Q)-mf{Q)\<6S. 

(,'+*  =  q",     q"+8  =  q'",  ...,  pC"- »)  +  S  =  p("'- »), 

woraus: 

folgt ^  so  hat  man  analog: 

\mf(Q") -.mfi9')i     ^6d, 

:mf(n-m{9")'     ^ff<J, 

\mf(Q)    ~9Ä/-((>('"-^))i^<y<J; 

durch  Summierung   und  Ersatz    der   Summe   der   absoluten   Beträge 
durch  den  absoluten  Betrag  der  Summe  ergibt  sich  daraus: 

I  WtfiQ)  -  W(q)  \^m0S  =  6(q  -q)<  6iQ,  -  Q,). 

Nun  ist  aber  6  eine  beliebig  kleine  Größe,  folglich  ist: 

180.  Eine  analytische  Funktion,  die  sich  an  allen 
Stellen  eines  Kreisringes  mit  dem  Mittelpunkt  p  regulär 
verhält,  ist  für  alle  Punkte  der  Ringfläche  mittels  einer 
nach  positiven  und  negativen  ganzen  Potenzen  von  x-—p 
fortschreitenden  Potenzreihe  darstellbar  (Satz  von  Laurent)^). 

Es  seien  f(x)  die  gegebene  Funktion,  q^  und  q^  <  Qi  ^^  Radien 
der  Kreise,  die  den  betrachteten  Kreisring  C  begrenzen,  dessen  Mittel- 
punkt wir  vorläufig  im  Anfangspunkte  annehmen  wollen.  Bezeichnen 
wir  mit  Xq  einen  innerhalb  des  Ringes  gelegenen  Punkt,  so  ist  die 
Punktion: 

^^        ^  X    Xq 

in  dem  ganzen  Ringe  regulär.     In  der  Tat  sind: 
1)  C.  R.  Ac.  sc.  Paris  17  (1843)  938. 
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^;    [/(^)-/(^o)],    ^^ 

analytisclie  Funktionen^  deren  Existenzbereiche  beziehentlich  die  ganze 
Ebene  mit  Ausschluß  des  unendlich  fernen  Punktes,  der  Bereich  C 
(oder  ein  ihn  enthaltender  Bereich)  und  die  ganze  Ebene  mit  Aus- 
schluß des  Punktes  x^  sind;  folglich  ist  (Art.  163)  q){x)  eine  analytische 
Funktion,  die  in  dem  ganzen  Bereiche  C  mit  Ausschluß  höchstens 
des  Punktes  x^  regulär  ist.  Es  läßt  sich  indessen  beweisen,  daß  sie 
auch  in  Xq  regulär  ist.  Für  ein  x^  hinreichend  nahes  x  hat  man 
(Art.  147): 

m = f{^.)  +  ^rw  +  ^"~^r{^)  +  •  •  •; 

woraus  folgt: 

f{x)  -  f{x^)  =^{x-  ^o)ö(a:  -  x^, 

wo  D(a;  —  x^  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  x^  fort- 
schreitende Reihe  bezeichnet;  femer  ist: 

X  =^  Xq-\-  (X        ^q)^ 

daraus  folgt: 

(p{x)  =  \x^  +  {x  —  x^'\^{x  —  x^. 

Damit  ist  die  Behauptung  erwiesen. 

Dies  vorausgeschickt,  ergibt  sich  für  Q^Kq^  <.\^q\'^  Qi  <  Qi 
(Art.  179): 

S»9>((>/)  =  ^ip{Q,\ 
oder: 

5jjj  Qi\f{9i)  —  f{^o)]  _  ^  Q2[f(Qi)'-fM] 

oder  auch  (Art.  125): 

Es  folgt  hieraus,  wegen  (1),  (2),  (4)  des  Art.  131: 

Nun  ist  die  Funktion  x^f(x)  für  jeden  ganzen  positiven  oder 
negativen  Wert  von  h  (einschließlich  Null)  in  dem  Ringe  C  regulär, 
folglich  hat  man  (Art.  179),  wenn  man  mit  q  eine  beliebige  Größe 
zwischen  q^  und  q^  bezeichnet: 

2W[p;y(pi')]  =  2W[(»;y(9/)]  -  m9'f(Q)h 
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somit    ergibt    sich    aus    der  obigen  Gleichung,    wenn  wir   x  statt  Xq 
schreiben: 


f(x)^^x'm[Q->-fi9)i 


A  =  —  00 


oder  auch,   wenn  wir   die    konstante  Größe  ^l[Q~^'f{Q)]    mit   a^^   be- 
zeichnen: 


m=^a,a^. 


A  =  —  00 


Hat  der  Kreisring  anstatt  des  Anfangspunktes  einen  Punkt  jy 
zum  Mittelpunkt,  so  nimmt  die  Entwicklung  folgende  Gestalt  an: 

00 

(1)  /•w==2'«"(^-.p)*- 

/{  =  --  OD 

Diese  Formel  kann  auch  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

(2)  /■(a;)  =  ^,(a,__p)  +  ^,(_i-), 

WO  ^^,  ^2  Potenzreihen  von  x—p,  bezw.  _  sind  und  ^2  kein 
konstantes  Glied  enthält. 

181.  Angenommen,  eine  analytische  Funktion  f{x)  besitze  einen 
isolierten  singulären  Punkt  p,  d.  h.  einen  singulären  Punkt  von 
der  Art,  daß  sich  um  p  als  Mittelpunkt  ein  Kreis  beschreiben  läßt, 
in  dessen  sämtlichen  Punkten,  p  selbst  ausgenommen,  f{x)  regulär  ist. 
Dergleichen  Punkte  sind  z.  B.  die  Pole  (Art.  176).  —  Nennen  wir  q^ 
den  Radius  dieses  Kreises  und  beschreiben  wir  mit  dem  Radius  q^, 
der  nur  kleiner  als  q^  sein  muß,  sonst  aber  willkürlich  ist,  um  p 
einen  zweiten  Kreis,  so  verhält  sich  f{x)  in  dem  so  bestimmten  Ringe 
regulär  und  kann  folglich  in  allen  Punkten  dieses  Gebietes  mittels  des 
Ausdrucks  (2)  des  vorigen  Artikels  dargestellt  werden.  Je  nachdem  p 
ein  Pol  oder  ein  wesentlich  singulärer  Punkt  ist,  bricht  ^2  ^  (^g^« 
Art.  171)  oder  ist  eine  unendliche  Reihe.     In  jedem  Falle  bezeichnet 

man  ^2  (  _  )  als  .den  zum  singulären  Punkte  p  gehörigen  Haupt- 
teil; er  hat  die  Eigenschaft,  daß  die  DiflFerenz  zwischen  ihm  und  der 
betrachteten  Funktion  im  Punkte  p  keine  Singularität  mehr  hat^). 

1)  D'Arcais  (7)  hat  den  Laurentdclien  Satz  folgendermaßen  verallgemeinert: 
Wenn  wir  mit  I  die  Menge  der  singulären  Punkte  von  f{x)  bezeich- 
nen, die  (Art.  158)  abgeschlossen  ist,    und  wenn  p   ein  Punkt  von  I 
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182.  Hat  eine  Funktion  f^x)  in  p  eine  wesentliche  Sin- 
gularität, so  trifft  dasselbe  für  f(x)  zu^). 

Nach  Art.  165  ist  p  jedenfalls   ein   singulärer  Punkt  von  f(x). 

Ist  p  Grenzpunkt  der  Menge  der  wesentlich  singulären  Punkte 
von  f(x)f  so  ist  er  auch  Grenzpunkt  der  Menge  der  singulären  Punkte 
von  f{x)  und  somit  (Art.  176)  ein  wesentlich  singulärer  Punkt 
von  f\x). 

Im  entgegengesetzten  Falle  hat  man  in  der  Umgebung  von  p 
(Art.  181): 

f{x)=^^,ix-p)  +  ^,{^), 

wo  ^2  (   __    )  eine  unendliche  Reihe  ist.     Beachtet  man,  daß  die  Ab- 
leitung von (Art.  168)  gleich  —  -r r^  ist,  so  erhält  man  daraus 

X     p  {X      p) 

unter  Anwendung  des  Satzes  in  Art.  169: 

da  aber  ^2' (~zr~)  ®^^®  unendliche   Reihe  ist,  so  ist  p  ein  wesent- 
lich singulärer  Punkt  von  f\x), 

183.  Ist  p>  ein  wesentlich  singulärer  Punkt,  der  nicht  Grenz- 
punkt der  Menge  der  wesentlich  singulären  Punkte  der  Funktion 
ist,  so  kann  er  Grenzpunkt  der  Menge  der  Pole  sein  oder  auch  nicht. 

Im  ersten  Falle  gibt  es  in  jeder  Umgebung  von  ihm  Pole  und 
folglich  auch  (Art.  177)  Punkte,  in  welchen  die  Funktion  absolut 
größer  ist  als  eine  beliebige  Größe  Ä. 

Im  zweiten  Falle  läßt  sich  (Art.  181)  die  Funktion  f(x)  mittels 
der  Formeln  (1),  (2)  des  Art.  180  darstellen.  Wäre  nun  die  Funktion 
f{x)  in  allen  Punkten  des  Kreises  q^  (mit  Ausschluß  des  Punktes  p) 


ist,  der  I\  aber  nicht  J"  angehört,  so  läßt  sich  die  Funktion  in 
einer  bestimmten  kreisförmigen  Umgebung  s  von  p,  den  Punkt 
selbst  ausgenommen,  mittels  einer  Reihe  von  positiven  und  nega- 
tiven Potenzen  von  x — p  darstellen,  deren  Koeffizienten  sich  aber 
jedesmal  ändern,  wenn  die  Umgrenzung  von  f,  deren  Radius  als 
veränderlich  vorausgesetzt  wird,  über  einen  Punkt  von  I  hinaus- 
geht. 

1)  Der  Satz  ist  für  nicht  eindeutige  Funktionen  nicht  immer  richtig.  So 
hat  lg  X  im  Anfangspunkte  einen  wesentlich  singulären  Punkt,  während  die  Ab- 
leitung —  in  diesem  Punkte  einen  Pol  hat. 


X 
Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen. 
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absolut  kleiner  als  eine  endliche  Größe  M,  so  würde  man  durch 
Anwendung  der  Formel  Art.  128(3)  für  jeden  Wert  von  r  haben: 

Da  aber  q^  beliebig  klein  ist,  so  müßte  a^  für  jedes  negative  r  Null 
sein;  f(x)  würde  sich  dann  auf  eine  Reihe  positiver  Potenzen  von 
X  —p  reduzieren  und  deshalb  in  p  regulär  sein.  Polglich  muß  es, 
wie  man  auch  die  endliche  Größe  A  wähle,  auch  in  diesem  Falle 
in  jeder  Umgebung  von  p  Punkte  geben,  in  denen  |  f{x)  \  >  A  ist. 

Nun  besitzt^)  auch  die  Funktion  f{x)  —  Z,  wo  Z  eine  beliebige 
Konstante  ist,  m  p  eine  wesentliche  Singularität,  also  läßt  sich  das 
Vorstehende  wegen  der  Definition  der  wesentlich  singulären  Punkte 

(Art.  171)   auch  von  der  Funktion   .    .__,  sagen;  mithin  werden    in 

jeder  Umgebung  von  p  Punkte  vorhanden  sein,  in  denen  diese  Funk- 
tion ihrem  absoluten  Betrage  nach  beliebig  groß  ist  oder  in  denen 
f{x)  sich  l  beliebig  nähert. 

Zusammenfassend  können  wir  sagen: 

Ist  p  der  singulare  Punkt,  und  nimmt  man  willkürlich  drei 
Größen  Qj  6,  l  an,  von  denen  die  beiden  ersten  reell  und  positiv 
sind,  die  dritte  völlig  willkürlich  ist,  so  gibt  es  innerhalb  des  Kreises 
um  p  mit  dem  Radius  q  sicher  Punkte  Xj  für  welche  die  Beziehung: 

\f{x)-l\<0, 

und  Punkte  Xj  für  welche  die  Beziehung: 

besteht.     Kürzer: 

In  jeder  Umgebung  eines  wesentlich  singulären  Punktes, 
der  nicht  Grenzpunkt  der  Menge  der  wesentlich  singulären 
Punkte  ist,  nähert  sich  die  Funktion  unbeschränkt  jedem 
beliebigen  vorgegebenen  Werte  (Satz  von  Casorati)^). 


1)  Es  folgt  nämlich  aus  Art.  180(2): 

wo  gesetzt  ist: 

2)  Es  ist  nicht  gerecht,  diesen  Satz,  wie  manche  Autoren  tun,  als  Weier- 
straßschen  Satz  zu  bezeichnen,  da  ihn  Casorati  zuerst  bewiesen  hat  (Teorica 
delle  funzioni  di  variabili  complesse,  Pavia  1868,  §  88;  Un  teorema  fondamen- 
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Es  ist  von  Wichtigkeit,  den  Unterschied  hervorzuheben,  der 
zwischen  dem  Verhalten  einer  Funktion  in  der  Umgebung  eines  Poles 
und  in  der  Umgebung  eines  wesentlich  singulären  Punktes  statthat. 
Nähert  sich  die  Funktion  einem  Pole,  so  hat  sie  als  einzige  Grenze  (X); 
nähert  sie  sich  einem  wesentlich  singulären  Punkte,  so  hat  sie  alle 
reellen  und  komplexen  Größen  zu  Grenzen  oder  ist  vollständig  un- 
bestimmt. 

184.  Der  Satz  des  vorigen  Artikels  setzt  zwei  Bedingungen 
voraus:  die  eine  deutlich  ausgesprochene,  daß  der  betrachtete  Punkt 
nicht  Grenzpunkt  der  Menge  der  wesentlich  singulären  Punkte  sei; 
die  andere  stillschweigende,  daß  die  Funktion  eindeutig  sei. 

Daß  das  Fehlen  der  ersten  Bedingung  die  Gültigkeit  des  Satzes 
beeinträchtigt,  hat  Pringsheim  an  Beispielen  gezeigt,  die  wir  weiter 
unten  kennen  lernen  werden;  daß  auch  die  zweite  wesentlich  ist,  geht 
aus  folgendem  Beispiel  hervor,  das  man  Holder*)  verdankt. 

Die  nicht  eindeutige  Funktion  f{x)  ==  lg  x  hat  im  Punkte  a;  =  0 
eine  wesentliche  Singularität.     Setzt  man  x  =  re*'^,  so  hat  man: 

f{x)^\gx^\^r  +  iip. 

Nimmt  man  also,  wie  im  vorigen  Artikel,  q  und  6  willkürlich 
an,  so  kann  Ä  nicht  durchaus  beliebig  gewählt  werden,  sondern 
unterliegt  der  Bedingung,  daß  sein  reeller  Teil  algebraisch  kleiner 
sei  als  lg(). 

185.  Eine  andre  Gestalt,  die  man  dem  Satze  des  Art.  183  zu 
geben  pflegt,  ist  folgende:  Die  Grenze,  welcher  die  Funktion  zu- 
strebt, wenn  sich  die  Variable  einem  wesentlich  singulären 
Punkte  nähert,  hängt  von  der  Richtung  ab,  in  welcher  sie 
sich  nach  diesem  Punkte  hin  bewegt. 

So  ausgesprochen,  ist  der  Satz  gleichwohl  nicht  genau,  weil  es 
ja  vorkommen  kann,  daß,  während  die  Bewegung  nach  einem  singu- 
lären Punkte  hin  in  ein  und  derselben  Richtung,  d.  h.  auf  Kurven 
erfolgt,  welche  in  diesem  Punkte  die  Tangente  gemein  haben,  die 
Grenzen,  welchen  die  Funktion  zustrebt,  der  verschiedenen  Krümmung 
der  Kurven  in  demselben  Punkte  entsprechend  verschieden  sind^). 


tale  nella  teorica  delle  discontinuitä  delle  funzioni,  Rend.  Ist.  Lomb.  (2)  1  (1868) 
123 — 125).  .Vgl.  Bertini,  Commemorazione  del  Comm.  Prof.  Feiice  Casorati, 
Rend.  Ist.  Lomb.  (2)  25  (1892)  1206  —  1236. 

1)  Holder  207,  wo  er  einen  neuen  Beweis  für  den  Satz  des  Art.  183  gibt. 
—  Siehe  auch  Painlev^  365. 

2)  Vivanti  öOO. 
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1^ 
Betrachten   wir   beispielsweise   die   Funktion  f(x)  ==  e*,    die    im 
Anfangspunkte   einen  wesentlich   singulären  Punkt  hat.     Setzen  wir 
X  ==  u  +  iv,  wo  u  und  v  reell  sind,  so  finden  wir^): 

ffx)  =  e^  =  e"'+^' [cos    ,"!    ,  —  isin  -,-'!— ^1 . 

Findet  die  Bewegung  nach  dem  Anfangspunkte  hin  längs  der 
positiven  reellen  Achse  (if  >  0,  t;  =  0)  statt,  so  strebt  die  Funktion 
der  Grenze  oo  zu;  folgt  sie  umgekehrt  der  negativen  reellen  Achse 
(w  <  0,  V  =  0),  so  hat  die  Funktion  die  Null  zur  Grenze. 

Die  Bewegung  finde  jetzt  nach  dem  Anfangspunkte  hin  längs 
einer  Geraden  statt,  deren  Gleichung  v  =  hu  sei.  Für  einen  Punkt 
dieser  Geraden  hat  man: 

fix)  =  fiuil  +  ih))  =  a^V*>)  [cos  -^  -  i  sin  -^-^] . 

Während  u  der  Null  zustrebt,  strebt  der  absolute  Betrag  der 
Funktion  der  Grenze  oo  zu,  wenn  die  Gerade  im  1.  oder  4.  Quadranten 
(w  >  0),  der  Grenze  0  aber,  wenn  sie  im  2.  oder  3.  (u  <  0)  liegt; 
ihr  Argument  wächst  unbegrenzt  in  positivem  oder  negativem  Sinne, 
je  nachdem  die  Gerade  im  3.  oder  4.  Quadranten  (v  <  0)  oder  aber 
im  1.  oder  2.  (v  >  0)  liegt. 

Folgt  die  Bewegung  endlich  der  positiven  oder  negativen  imagi- 
nären Achse,  so  wächst  das  Argument  unbegrenzt  in  negativem  oder 
positivem  Sinne,  während  der  absolute  Betrag  beständig  gleich  1  bleibt. 

Wir  nehmen  jetzt  eine  Bewegung  nach  dem  Anfangspunkte  hin 
längs  eines  Kreises  an,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  reellen  Achse  im 
Abstände  a  vom  Anfangspunkte  liegt,  und  der  folglich  die  imaginäre 
Achse  berührt.     Die  Gleichung  dieses  Kreises  ist: 

u^  +  v^-  2au  =  0, 

und  man  hat  für  einen  beliebigen  seiner  Punkte: 

f(x)  =  e^ a  [cos  -^ i sin ^^r^  1 , 

woraus    man   ersieht,    daß    der   absolute  Betrag   der  Funktion   längs 

dieses  Kreises  konstant  und  zwar  gleich  e^"^  bleibt. 

1)  Da  es  sich  hier  nur  um  ein  Beispiel  handelt,  bedienen  wir  uns  der 
bekannten  Eulerschen  Formel,  obgleich  von  ihr  bisher  noch  nicht  die  Rede  war. 
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Der  konstante  Wert  dieses  absoluten  Betrages  der  Punktion  ist 
auf  den  verschiedenen,  die  imaginäre  Achse  im  Anfangspunkte  be- 
rührenden Kreisen  verschieden  und  nimmt  alle  von  0  biB  oo  möglichen 
Werte  an,  wenn  man  alle  derartigen,  ebenso  rechts  wie  links  von 
jener  Achse  liegenden  Kreise  in  Betracht  zieht. 

Die  rationalen  Funktionen,  als  analytische  Funktionen  betrachtet. 
Die  arithmetischen  Ausdrücke. 

186.  Die  anscheinend  ziemlich  künstliche  Definition  der  analy- 
tischen Funktion  legt  den  Wunsch  nahe  zuzusehen,  ob  und  inwie- 
weit der  neue  Begriff  der  Funktion  mit  demjenigen  übereinstimmt, 
der  in  der  algebraischen  Analysis  gang  und  gäbe  ist. 

Die  eindeutigen  Funktionen,  welche  uns  in  der  Algebra  begegnen, 
sind  in  der  Hauptsache  die  rationalen  Funktionen  und  die  Summen 
unendlich  vieler  rationaler  Funktionen.  Auf  diese  also  werden  wir 
nun  unsere  Aufmerksamkeit  richten  müssen,  um  zu  sehen,  ob  und 
unter  welchen  Bedingungen  sie  als  analytische  Funktionen  betrachtet 
werden  können. 

187.  Eine  ganze  rationale  Funktion: 

fix)  =  «0  +  a^x  +  a2^2  + h  a^n^^'^ 

ist  ein  besonderer  Fall  einer  Potenzreihe  mit  unendlichem  Konvergenz- 
radius und  erzeugt  daher  eine  analytische  Funktion,  die  vollständig 
durch  das  erzeugende  Element  dargestellt  wird.  Eine  solche  Funktion 
hat  in  endlicher  Entfernung  keine  Singularität,  folglich  ist  für  sie 
(Art.  170)  —  wenn  sie  sich  nicht  auf  eine  Konstante  reduziert  — 
der  unendlich  ferne  Punkt  ein  singulärer  Punkt.     Da  aber  dann: 

keine  positiven  Potenzen  von  x  enthält  und  folglich  im  Unendlichen 
regulär  ist,  so  ist  (Art.  175)  dieser  Punkt  für  die  Funktion  f{x)  ein 
Pol  m-ter  Ordnung. 

Also:  Ein  Polynom  m-ten  Grades  ist  eine  analytische 
Funktion,  die  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausnahme  des  un- 
endlich fernen  Punktes  regulär  ist,  der  für  sie  einen  Pol 
m-ter  Ordnung  bildet.  * 

188.  Hieraus  ergibt  sich  ein  sehr  einfacher  Beweis  für  den 
Fundamentalsatz  der  Algebra  (Satz  von  Oanß). 
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Gegeben  sei  die  algebraische  Gleichung: 

f{x)  =  «0  +  «l^  +  0^2^^  H +  «m^'"  =  0. 

Da  die  analytische  Funktion  f{x)  im  Unendlichen  einen  Pol  be- 
sitzt, so  ist  ihre  reziproke  Funktion  -^r-r  in  diesem  Punkte  regulär. 

Sie  muß  folglich  (Art.  170)  mindestens  einen  singulären  Punkt  c  in 
endlicher  Entfernung  haben,  dieser  kann  aber,  weil  die  Funktion  f{x) 
in  ihm  regulär  ist,  nur  ein  Pol  sein.  Daraus  folgt  (Art.  172),  daß 
f{x)  in  c  Null  wird. 

Die  Funktion  f\x)  hat  mithin  sicher  eine  Nullstelle,  d,  h.  die 
algebraische   Gleichung  f{x)  =  0  besitzt  sicher  eine  Wurzel. 

Daraus  wird  in  bekannter  Weise  der  Satz  hergeleitet,  daß  f{cc) 
in  m  lineare  Faktoren  zerfällt. 

189.  Eine  gebrochene  rationale  Funktion  ist  der  Quotient  zweier 
Polynome: 

f^  ^       tf;(x)        i,^^b^x  +  b^x^-\ \-b„x''  ' 

den  wir  immer  als  auf  die  kleinste  Benennung  gebracht  voraus- 
setzen dürfen,  und  wobei  o^=^0,  6„  4=  0  ist. 
Wir  setzen  (Art.  188): 

^  W  =  ^«(^  —  ^i)*'  (^  -  ^2)*'  •  •  •  (^  —  O^'S 
wo: 

J^\  +  h-\ 1-  K  =  ^; 

da  die  analytische  Funktion  tl;(x)  in  der  ganzen  Ebene  regulär  ist, 
den  unendlich  fernen  Punkt  ausgenommen,  in  dem  sie  einen  Pol 
n-ter  Ordnung  hat,  und  da  lediglich  die  Punkte  ^1,  Cg,  ...,c^  ihre 
Nullstellen  sind,  deren  Ordnung  beziehentlich  \jlc^, .  .  .^Tc^  ist,  so  ver- 
hält sich  ihre  reziproke  Funktion  — -r^  überall  regulär  außer  in  den 
Punkten  c^,c^,  -  -  -yC^y  welche  für  sie  Pole  von  beziehentlich  ft^-ter, 

jfcg-ter, .  .  .,  ifc^-ter  Ordnung  sind  (Art.  172).    Mit  andern  Worten,  -j\ 

(x  —  c  ff"    . 
ist  überall  regulär  außer  in  den  Punkten  Cr,  aber  ,  ,       ist  auch 

^  Ä?  ilf{x) 

in  c^  regulär  (Art.  171)  und  wird  in  diesem  Punkte  nicht  Null.  Da 
ferner  (p(x)  in  jedem  im  Endlichen  liegenden  Punkte  regulär  ist  und 

in  keinem  der  Punkte  c,,  verschwindet,  so  ist  das  Produkt  ^{^)zjrrs 
in  jedem  im  Endlichen  gelegenen  Punkte,  die  Punkte  Cf^  ausgenommen, 
regulär,  das  Produkt  g){x)- —   ^       aber  ist  in  c^  regulär  und   wird 
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dort  nicht  Null;  oder  auch:  f{x)  ist  eine  analytische  Funktion,  die 
in  jedem  im  Endlichen  liegenden  Punkte  regulär  ist,  die  Punkte 
c^jC^y ,  ,  ,,c^  ausgenommen,  die  für  sie  Pole  von  beziehentlich  Ä^-ter, 
/Cg-ter, .  . .,  Ä^-ter  Ordnung  sind. 

Um  zu  untersuchen,  wie  sich  die  Funktion  im  Unendlichen  ver- 
hält, nehmen  wir  die  Substitution  x  =  —,  vor;  wir  erhalten  dann: 


a,    ,    a 


m  =  f{i)  = 


«o+-:;+vV+---+ 


a„ 


X  X 


X 


h  h  ^ 


X 
^  ^'«-m  «m  +  «ffl-l^'H h«i^  ^-1_[_  a^x"^^ 

Da  weder  der  Zähler  noch  der  Nenner  des  letzteren  Bruches  für 
X  =  0  verschwindet,  so  schließt  man  wie  oben,  daß  der  Quotient  für 

^'  =  0  regulär  und  von  Null  verschieden  ist.    Daraus  folgt,  daß  fi—rj 

für  w  —  m  ^  0  in  dem  Punkte  x'  =  0  regulär  ist  und  daselbst,  wenn 
tj  >  m,  eine  Nullstelle  (n  —  m)-ter  Ordnung  hat;  für  w  —  m  <  0  hat 

/(— rj   in  diesem  Punkte    einen  Pol  (m  —  n)-ter  Ordnung.     Folglich 

ist  f(x)  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  regulär,  wenn  m  ^  w,  und 
hat  in  ihm,  falls  m  <  w,  eine  Nullstelle  (n  —  m)-ter  Ordnung;  da- 
gegen hat  f(x)  in  diesem  Punkte  einen  Pol  (ni  —  w)-ter  Ordnung, 
wenn  m  >  w  ist. 

Es  muß  darauf  hingewiesen  werden,  daß,  wenn  man  eine  5-fache 
Nullstelle  oder  einen  5-fachen  Pol  für  s  Nullstellen  oder  s  Pole  rechnet, 
in  dem  Falle  m  ^n  die  Gesamtzahl  der  Nullstellen  der  Funktion 
f(x)  gleich  n  (nämlich  die  m  Nullstellen  von  (p{x)  und,  für  m  <  w, 
eine  Nullstelle  (n  — m)-ter  Ordnung  im  unendlich  fernen  Punkte),  die 
Gesamtzahl  ihrer  Pole  aber  gleich  äj^  +  ^2  +  *  '  *  +  ^r  ^^®^  **  ^^^5  ^'^ 
Falle  w  >  w  ist  die  Gesamtzahl  der  Nullstellen  m,  nämlich  die  NuU- 
etellen  von  <p{x)f  die  der  Pole  ebenfalls  m,  nämlich: 

h  +  h  +  '-  +  K  +  i^-  ^)- 

Auch  in  dem  einfacheren  Falle  eines  Polynoms  vom  Grade  m 
(Art.  187,  188)  hat  man  einen  m-fachen  Pol  und  m  Nullstellen. 

Wir  können  demnach  zusammenfassend  sagen: 

Die  (ganzen  oder  gebrochenen)  rationalen  Funktionen  haben 
keine  andern  Singularitäten  als  Pole;  die  Anzahl  ihrer  Pole, 
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eventuell  mit  Einschluß  des  unendlich  fernen  Punktes,  ist 
endlich  und  gleich  derjenigen  ihrer  Nullstellen  (wobei  die 
Ordnung  der  Vielfachheit  der  einen  und  der  andern  in  Betracht 
kommt)  ^). 

190.  Umgekehrt:  Eine  analytische  Funktion,  die  keine 
andern  Singularitäten  hat  als  Pole,  ist  eine  rationale  Funk- 
tion; im  besondern  ist  eine  analytische  Funktion,  die  einen 
Pol  im  Unendlichen  hat  und  sonst- überall  regulär  ist,  eine 
ganze  rationale  Funktion. 

Wir  beweisen  zunächst  den  zweiten  Teil  der  Behauptung.  Ist 
der  im  Unendlichen  liegende  Pol  der  in  jedem  andern  Punkte  regu- 
lären Funktion  f{x)  von  der  m-ten  Ordnung,  so  hat  man  (Art.  175) 
in  der  Umgebung  des  unendlich  fernen  Punktes: 

/•(:r)  =  d„af»  +  d,a;'»-'  +  ...  +  d„_,a;  +  rf„  +  ^;+J  +  %^  +  .... 
Die  Differenz: 

f\x)  -  {d^x^  +  di^— 1  +  •  •  •  +  d^_^x) 

ist  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  regulär  und  hat  keine  weiteren 
Singularitäten,  folglich  reduziert  sie  sich  (Art.  170)  auf  eine  Kon- 
stante, die  nichts  andres  ist  als  rf„^.     Man  hat  also: 

f{x)  =  d^x^-  +  d^x^-'  +  •  •  •  +  d^_^x  +  d^. 

Die  "Funktion  besitze  nun  irgendwelche  Pole.  Diese  werden  in 
endlicher  Anzahl  vorhanden  sein,  da  sie  sonst  (Art.  5)  mindestens 
eine  Grenzstelle  besitzen  würden,  die  (Art,  176)  ein  wesentlich  singu- 
lärer  Punkt  sein  müßte.  Es  mögen  demnach  c^,  Cg, . .  .,  c^  die  Pole^ 
K}\} '  -  'jK  i^^®  bezüglichen  Ordnungszahlen  sein;  außerdem  sei,  um 
den  allgemeineren  Fall  anzunehmen,  ein  Pol  s-ter  Ordnung  im  Un- 
endlichen vorhanden. 

Die  Funktion  f{x){x  —  c^^'  ist  dann  (Art.  171)  im  Punkte  Cj 
regulär;  da  außerdem  (Art.  187)  (x  —  c^)*!  keine  andern  Singularitäten 
hat  als  einen  Pol  ifc^-ter  Ordnung  im  Unendlichen  und  außer  in  q  in 
keinem  Punkte  verschwindet,  so  besitzt  die  Funktion  f{x)  (x  —  q)*» 
keine  andern  Singularitäten  als  einen  Pol  (s  -\-  lt^)-teY  Ordnung  im 
Unendlichen^)    und    Pole   Jc2-ter,  ifcg-ter,  . .  .,  Ay-ter   Ordnung    in    den 


1)  In  bezug  auf  die  sogenannte  Partialbruchzerlegung  der  rationalen  Funk- 
tionen sei  z.  B    auf  Cesäro-Kowalewski,  a.  a.  0.,  S.  388  verwiesen. 

2)  Ist  f{xy  im  Unendlichen  regulär,  so  ist  diese  Ordnung  ^  k^^ ,  und  analog 
die  Ordnung  der  Funktion  (1)  ^  /t'i  +  ÄJg  +  *  •  •  +  ^r- 


Digiti 


izedby  Google 


Die  rationalen  Funktionen,  usf.    Die  arithmetischen  Ausdrücke.        137 

Punkten  Cg,  Cg,  . .  .,  c^.     Wiederholt   man    dieses   Schluß  verfahren ,   so 
kommt  man  zu  dem  Ergebnis,  daß  die  Punktion: 

(1)  f{x)  (X  —  q)*i  {X  —  Cg)*»  .  ,  ,  (X  —  C^yr 

keine  andern  Singularitäten  hat  als  einen  Pol  von  der  Ordnung: 

S  +  l\  +  Jc,  +  '"  +  K 

im  Unendlichen.    Sie  ist  also  nach  dem,  was  soeben  dargelegt  worden, 
eine  ganze  rationale  Funktion  oder  ein  Polynom  q>(x),  und  man  hat: 


m- 


(fix) 


(X  —  c^f'  {x  —  c,)*»  '-'{X  —  cvA 


191.  Eine  Summe  unendlich  vieler  rationaler  Funktionen  wollen 
wir  einen  arithmetischen  Ausdruck  nennen  und  den  Inbegriff 
der  Punkte,  in  denen  sie  konvergent  ist,  als  dessen  Konvergenz- 
bereich bezeichnen. 

Es  ist  von  Wichtigkeit  darauf  hinzuweisen,  daß  der  Konvergenz- 
bereich eines  arithmetischen  Ausdruckes  nicht  zusammenhängend 
sein,  d.  h.  daß  er  aus  mehreren  getrennten  Gebieten  bestehen  kann; 
z.  B.  für  den  arithmetischen  Ausdruck: 

OD 

h  =  0    ^    +  ^ 

besteht,  wie  man  leicht  zeigen  kann,  der  Konvergenzbereich  aus  dem 
Teile  der  Ebene,  der  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  1  um 
den  Anfangspunkt  liegt,  und  aus  demjenigen,  der  außerhalb  desselben 
Kreises  liegt,  so  Aaß  beide  Teile  durch  die  Peripherie  dieses  Kreises 
getrennt  werden. 

192.  Es  sei  ein  arithmetischer  Ausdruck: 

OD 

(1)  Fix)=^^<p,{^) 

gegeben,  der  innerhalb  eines  Kreises  vom  Radius  q  um  einen  Punkt  c 
gleichmäßig  konvergent  sei.  Innerhalb  dieses  Bereiches  können  die 
rationalen  Funktionen  (Pfi{x)j  jedenfalls  von  einem  bestimmten  Index  h 
an,  keine  Pole  besitzen,  daher  läßt  eich  jede  von  ihnen  in  eine  inner- 
halb des  Kreises  q  konvergente  Potenzreihe  von  x  —  c  entwickeln: 
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femer  läßt  sich  (Art.  132)  die  Reihe: 

A  =  l 

auf  die  Form  einer  Potenzreihe: 

(2)  Fix)==^(x-c) 

bringen,  die  innerhalb  des  Kreises  q  konvergent  ist.  Verfahren  wir 
ebenso  in  bezug  auf  einen  Punkt  d  innerhalb  des  Kreises  q,  so  er- 
halten wir  für  alle  Punkte  x  einer  bestimmten  Umgebung  q^  von  d: 

(3)  F(x)  =  £i{x  -  d), 

wo  Cl  eine  Potenzreihe  bezeichnet.  Für  einen  den  Kreisen  p,  q^  ge- 
meinsamen Punkt  werden  (2),  (3)  gleichzeitig  gelten,    so   daß   man 

erhält: 

^{x-c)=^£l(x-d). 

Nun  ist  andrerseits: 

^(x-c)^^{x-c\d~c\ 
folglich  ist: 

^  ^(x-c\d-c)^^(x-d). 

Beide  Seiten  sind  Potenzreihen  von  x  —  d,  und  die  Gleichheit 
muß  in  einer  gewissen  Umgebung  von  d  gelten,  folglich  ist  (Art.  121): 

"^{x  —  cd  -  c)  =  Q(a:  -  d). 

Setzt  man  das  Schlußverfahren  in  derselben  Weise  fort,  so  erhält 
man  offenbar  folgende  Sätze: 

a)  Für  jeden  Punkt  c,  in  dessen  Umgebung  der  arith- 
metische Ausdruck  gleichmäßig  konvergent  ist,  läßt  sich 
eine  Potenzreihe  finden,  die  in  allen  Punkten  einer  Um- 
gebung von  c  denselben  Wert  hat  wie  jener  Ausdruck. 

b)  Ist  C  ein  zusammenhängender,  den  Punkt  c  enthaltender 
Bereich,  und  ist  innerhalb  dieses  Bereiches  der  arith- 
metische Ausdruck  gleichmäßig  konvergent,  so  gehen  die 
Potenzreihen,  die  den  Ausdruck  in  den  verschiedenen 
Punkten  von  C  darstellen,  durch  Transformation  aus  der- 
jenigen hervor,  die  ihn  in  der  Umgebung  von  c  darstellt, 
d.  h.  sie  sind  Elemente  einer  und  derselben  analytischen 
Funktion. 

Kürzer:  Ist  ein  arithmetischer  Ausdruck  F{x)  innerhalb 
eines  zusammenhängenden  Bereiches  C  gleichmäßig  konvergent, 
so  läßt  sich  eine  analytische  Funktion  f{cc)  angeben,  die  ihn 
innerhalb  dieses  ganzen  Bereiches  darstellt. 
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193.  Hier  erhebt  sich  eine  wichtige  Frage.  Es  kann  nämlich 
vorkommen,  daß  der  arithmetische  Ausdruck  F{x)  außer  in_dem  Be- 
reiche C  noch  in  einem  andern  von  C  getrennten  Bereiche  C  gleich- 
mäßig konvergent  ist.  Geht  man  von  einem  Punkte  c  des  Bereiches  C 
aus,  so  läßt  sich  eine  analytische  Funktion  f{x)  finden,  durch  die 
F{x)  in  dem  Bereiche  G  ebenso  dargestellt  wird,  wie  durch  f{x)  in 
dem  Bereiche  C.  Besteht  nun  zwischen  den  beiden  analytischen 
Funktionen  f{x)  und  f{x)  eine  notwendige  Beziehung?  Sind  im  be- 
sondem,  wenn  der  Existenzbereich  der  analytischen  Funktion  f{x) 
außer  C  auch  G  enthält,  die  beiden  Funktionen  f{x)  und  f{x)  not- 
wendigerweise miteinander  identisch? 

194,  um  auf  die  zweite  dieser  Fragen  zu  antworten,  schicken 
wir  folgenden  Satz^)  aus  der  Theorie  der  Reihen  voraus: 

Ist   Mj,  «*2?  '  *  *    eiiie   Folge    von   reellen   oder   komplexen 

OD 

Größen  von  der  Art,    daß    die  Reihe   ^%  konvergent  oder 

Ä=i 
divergent  (aber  nicht  unbestimmt)  ist,  bedeutet  n^,  Wg,  •  •  •  eine 
Folge  von  wachsenden  positiven    ganzen  Zahlen    und    setzt 

m 

man   ^%  = /S^,  so  ist  die  Reihe: 

Ä  =  l  \     »A  +  1 

1  .  *  . 

stets  konvergent;  ihr  Wert  ist  ^— ,  wenn  die  Reihe  ^Uj^  di- 

«1  Ä=i 

vergiert,  ^ ^ ,  wenn  sie  konvergiert  und  die  Summe  S  hat 

Die  Reihe  (1)  läßt  sich  in  folgender  Form  schreiben: 


'K:"^]^[i"i]'^[i"i^"'°t-;ü". 


Nun  ist  limw^^i  =  oo,  folglich: 


lim  -^ =  lim  ^, 

r  =  OD      n    ,  ^  »i  =  OD  .m 

r  +  1 


und  diese  Grenze  ist  0  oder  -^,  je  nachdem  die  Reihe: 


1)  D'Arcais  6. 
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OD 

divergiert  oder  aber  konvergiert  und  die  Summe  S  hat;  somit  hat 
(1)  in  den  beiden  Fällen  beziehentlich  den  Wert  ^  -  oder  -^ <^  • 

195.  Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  Reihe  (1)  des  vorigen  Artikels 
auch  dann  noch  konvergiert  und  die  Summe  -ö—  hat,  wenn  für  den 
Fall,  daß  die  Reihe  ^u^^  unbestimmt  ist: 

(1)  liin|Ä,|  =  oo 

m=QD 

ist. 

Dies  findet  im  besondem  jedesmal  statt,  wenn  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe  seinem  absoluten  Werte  nach  unbegrenzt  wächst, 
d.  h.  wenn: 

(2)  limlw^|  =  oo. 

m  =  co 

In  der  Tat  läßt  sich  (2)  folgendermaßen  schreiben: 
lim|Ä^-S^_i|  =  oo; 
nun  ist: 

somit  hat  man: 

oder  auch: 

21im|S^,  =  oü, 

m  =  OD 

was  mit  (1)  gleichbedeutend  ist. 

196.  Es  sei  nunmehr  der  arithmetische  Ausdruck: 

00 

(1)  Fix)^2<p,ix) 

A  =  l 

gegeben;  er  konvergiere  in  einem  Bereiche  (7,  divergiere  in  einem 
zweiten  Bereiche  D  oder  sei  daselbst  zwar  unbestimmt,  aber  doch 
so,  daß: 


liml^^^ÄC^) 


=  oo. 


Digiti 


izedby  Google 


Die  rationalen  Funktionen,  usf.    Die  aritlimetischen  Ausdrücke.        141 
Der  arithmetische  Ausdruck: 

00 

(2)  G(x)  =2'*rH 

r  =  l 

-wo: 

_  yn^+i(^)  +  y«^+2(^)  +  •  •  •  +  <Pn^^^(<») 1 1_ 

^r  W  -  S„  (x)  S„       (X)  -  S„  ix)        S„       {X) ' 

r  r+1  r  r+1 

m 

Ä=i 

und  die  n^  den  ihnen  in  Art.  194  zugewiesenen  Sinn   haben,   wird 

nach  dem  obigen  Satze  in  allen  Punkten  des  Bereiches  0  denselben 

Wert  haben  wie: 

1 l_ 

s^^iß     F(xy 

in  allen  Punkten  des  Bereiches  D  denselben  Wert  wie: 

1 

Beachtet  man,  daß  -^-j-\  ^^^  rationale  Funktion  eine  analytische  Funk- 
tion ist,  welche  die  ganze  Ebene  mit  Ausschluß  einer  endlichen  An- 
zahl von  Punkten  (Art.  189)  zum  Existenzbereich  hat,  so  erkennt 
man,  daß  G{x)  ein  in  den  getrennten  Bereichen  C  und  D  konver- 
genter arithmetischer  Ausdruck  ist,  der  in  dem  Bereiche  D  durch  die 

analytische  Punktion  ^   ,  .  dargestellt  wird,  während  er  in  dem  Be- 

Teiche  (7  nicht  durch  dieselbe  analytische  Funktion  dargestellt  wird^), 
obschon  der  Existenzbereich  dieser  letzteren  auch  den  Bereich  J), 
höchstens  mit  Ausschluß  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten,  ein- 
schließt. 

Ist  im  besondem  die  Reihe  (1)  in  dem  Bereiche  C  gleichmäßig 
konvergent,  so  gewinnen  wir  außer  dem  eben  dargelegten  negativen 
Ergebnis  auch  noch  das  positive,  die  beiden  analytischen  Funk- 
tionen bestimmt  zu  haben,  welche  G{x)  beziehentlich  in  den  Be- 
reichen jD  und  C  darstellen;  denn  wenn  wir  die  analytische  Funktion, 
welche  den  arithmetischen  Ausdruck  F{x)  in  dem  Bereiche   C  dar- 

1)  Man  hat  nämlich,  da  F{x)  im  ganzen  Bereiche  C  endlich  ist,  für  alle 
Punkte  dieses  Bereiches: 

1       '  +- ' 
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stellt,  f{x)  nennen,    so  ist  diejenige,   welche  in  demselben  Bereiche 

G{x)  darstellt: 

1 l_ 

197.    Man  nehme  z.  B.: 
folglich: 

OD 

A  =  l 

Diese  Reihe  konvergiert  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  1 
um  den  Anfangspunkt;  in  den  Punkten  außerhalb  dieses  Kreises  ist  sie 
nicht  konvergent,  und  der  absolute  Betrag  ihres  allgemeinen  Gliedes 
wächst  unbegrenzt.  Folglich  dürfen  wir  das  Innengebiet  des  Kreises 
mit  dem  Radius  1  um  den  Anfangspunkt  als  Bereich  C,  das  Außen- 
gebiet desselben  Kjeises  als  Bereich  D  annehmen.  Im  Bereiche  C 
hat  man  bekanntlich: 

Fix)  =  -z ,     S„   = 

Dann  wird  nach  dem  bewiesenen  Satze  der  arithmetische  Aus- 
druck: 

ebenso  in  C  konvergieren  wie  in  jD,  und  sein  Wert  wird 

in  C: (1  —  ^)   oder   — ^ — -^, 

m  Jj\ 


sein.     Es  folgt  hieraus,  daß  der  Wert  von: 


/p«!  .     ,  1 

in  C  gleich  —  und  in  D  gleich — 

1  ^-~  X  -l         X 


ist. 
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Nehmen  wir  im  besondem  n^  =  2'*"'^,  so  erhalten  wir  den  arith- 
metischen Ausdruck: 

r  =  l    1  —  X 
X  1 

dessen  Wert in  C  und in  B  ist.     Daraus  folgt,  daß   der 

l  —  x  1  —  X  °  ' 

arithmetische  Ausdruck: 


1     1  —  X 


1  +  o;^         1+x' 


.2''- 


1  —  rc* 


in  C  den  Wert  +  1  und  in  D  den  Wert  -  1  hat^). 

198.  Es  bleibt  noch  die  erste  der  in  Art.  193  aufgeworfenen 
Fragen  zu  entscheiden.  Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  folgenden 
Satz^)  heranziehen: 

Ist  ein  Kreis  in  der  Ebene  der  komplexen  Veränderlichen 
X  und  ein  zweiter  Kreis  in  der  Ebene  der  komplexen  Ver- 
änderlichen X  gegeben,  so  ist  es  stets  möglich,  eine  lineare 
(ganze  oder  gebrochene)  Substitution  zu  finden,  welche  den 
ersten  Kreis  in  den  zweiten  und  das  Innengebiet  des  einen 
in  das  Innengebiet  des  andern  transformiert. 

Einer  der  beiden  Kreise,  ja  sogar  beide  zugleich,  können  im  be- 
sondem einen  unendlichen  JRadius  haben,  d.  h.  in  gerade  Linien  über- 
gehen. 

Es  seien  demnach  n  Kreise  C^,  C^,  -  -  -,  C^  gegeben,  welche  zu  je 
zwei  keinen  gemeinschaftlichen  Teil  haben  mögen;  mit  Cq  werde  der 
Teil  der  Ebene  bezeichnet,  der  außerhalb  aller  dieser  Kreise  liegt. 
Sind  außerdem  nach  Belieben  w  +  1  arithmetische  Ausdrücke  Fq(x\ 
F^{x),  .  •  .,  F^{x)  von  der  Art  gegeben,  daß  FXoc){r  =  0, 1,  •  •  •,  w) 
in  dem  Bereiche  C^  gleichmäßig  konvergent  ist,  so  lassen  sich  n  -\-  \ 


1)  Die  Reihe  K{x)  wurde  1881  Weierstraß  von  J.  Tannery  mitgeteilt 
(s.  Weierstraß  517).  Die  Reihe  H{x)  war  schon  1876  von  E.  Schröder  unter- 
sucht worden  (Weierstraß  ebenda^.  S.  auch  Pringsheim  410.  Es  gibt  noch 
frühere  Beispiele,  die  allerdings  anders  gebildet  sind,  bei:  Seidel,  J.  r.  u.  ang. 
Math.  73  (1871)  297  und  Schlömilch,  Arch.  Math.  Phys.  10  (1847)  45. 

2)  Wegen  des  Beweises  s.  G.  Holzmüller,  Einführung  in  die  Theorie  der 
isogonalen  Verwandtschaften  und  der  konformen  Abbildungen,  Leipzig  1882,  S.  61  ff. 
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analytische  Funktionen  f^ix),  fi{x),  •  •  »,  f^{xy\on  der  Beschaffenheit 
finden,  daß: 

fXx)  (r  =  0,l,...,n) 

den  Ausdruck  F^{x)  in  dem  Bereiche  C^  darstellt;  es  lassen  sich  femer 
r  lineare  Substitutionen  derart  bestimmen,  daß: 

d  X  A-h 
^'  =  — T/  (r  =  l,2,.--,») 

den  Kreis  G^  in  den  in  der  Ebene  x  liegenden  Kreis  mit  dem 
Radius  1  um  den  Anfangspunkt  und  das  Innengebiet  des  ersten  in 
das  des  zweiten  transformiert.    Dann  hat  der  arithmetische  Ausdruck: 

/a^x  +  5^ 


(a^x-\-b\ 


innerhalb   des  Kreises   C^  den  Wert  +  1,    außerhalb    desselben    aber 
den  Wert  —  1;  der  arithmetische  Ausdruck: 


1    vr^r  /«^^  +  o..\~ 


[FXx)-F,(x)-\ 


ist  im  Bereiche  C^(r  =  0,  1,  2,  •  •  •,  n)  gleich  F^{x)  und  wird  folglich 
daselbst  durch  die  analytische  Funktion  f^ix)  dargestellt. 

Es  läßt  sich  also  stets  ein  arithmetischer  Ausdruck  bilden,  der 
in  getrennten  Teilen  seines  Konvergenzbereichs  durch  willkürlich 
gewählte  analytische  Funktionen  dargestellt  wird.  Zwischen  den 
analytischen  Funktionen,  welche  einen  und  denselben 
arithmetischen  Ausdruck  in  getrennten  Teilen  seines  Kon- 
vergenzbereichs darstellen,  besteht  demnach  keine  not- 
wendige Beziehung. 

199,  Zu  analogen  Ergebnissen  gelangt  man,  wenn  man  eine 
weit  weniger  geläufige  Form  arithmetischer  Ausdrücke,  nämlich  die 
aus  rationalen  Funktionen  gebildeten  Kettenbrüche  in  Betracht  zieht  ^). 

Betrachten  wir  den  Kettenbruch: 


a=p  +  q 


pq 


p  +  q  — 


1)  Lerch  254. 
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Er  konvergiert,  welches  auch  die  Größen  p,  q  sind,  vorausgesetzt 
nur,  daß  ihre  absoluten  Beträge  verschieden  sind.  Bezeichnen  wir 
nämlich  mit  a„  den  w-ten  Näherungsbruch,  so  haben  wir: 

daraus  ergibt  sich: 
folglich  ist: 


Beachtet  man,  daß  cci=^p  +  q^  so  folgt  daraus: 

a„— 2         \p) 

Wächst  n  über  alle  Grenzen,  so  nähert  sich  die  rechte  Seite  der 
Null  oder  dem  Unendlichen,  je  nachdem  |i>  |  >  |  J  |  oder  |  p  |  <  |  g'  [  ist. 
Im  ersten  Falle  hat  man  demnach: 


a  =  lima„-j>, 

n  =  <» 

im  zweiten: 

a  ==  lima^  =  q. 

Setzt  man  nun  in  (1): 

P  =  9^  W;  a  -  ^(^); 

wo  g){x),  ip(x)  zwei  rationale  Punktionen  sind,  so  wird  (1)  ein  arith- 
metischer Ausdruck; 

(2)         Fi.)  =  ^i.)  +  H^)-----f>-^^^^-. 


Die  Gleichung: 

(3)  |9(^)I  =  I*WI 

stellt   eine  Kurve    oder   ein   System    von   Kurven^)    dar,   welche   die 


1)  Es   sei  g>{x)  =  ^^,   ^(^)_|l(g,   wo   9i(a?),    9,(a?),   ^i(^),   %(^) 


9s  W  V'sCaj)' 

le   BriJ  ' 


Polynome  bedeuten;   die   Brüche   selbst  werden   als   irreduzibel  vorausgeseta^t, 

Viyanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytisohen  Funktionen.  10 
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Ebene  in  zwei  oder  mehrere  getrennte  Bereiche  teilen;  in  einigen  von 
diesen  ist  \<piixi)\>  \ilf{x)\,  während  in  den  übrigen  |  9>(^)  |  <  |  ^(^)  | 
ist.  Wir  wollen  die  ersteren  mit  C,  die  letzteren  mit  I)  bezeichnen. 
In  den  Bereichen  C  hat  man  F(x)  =  ip(x),  in  den  Bereichen  D  da- 
gegen F(x)  =  fp(x). 
Setzen  wir  z.  B.: 

(p(x)  =  X  —  1,    ^(aj)  =  a;  +  1 , 

so  stellt  die  Gleichung  (3)  den  Ort  der  von  den  Punkten  +  1  und 
—  1  gleich  weit  entfernten  Punkte,  d.  h.  die  imaginäre  Achse  dar. 
Das  Gebiet  C  ist  die  Menge  der  Punkte,  welche  von  +  1  weiter  ent- 
fernt sind  als  von  —  1,  d.  h.  der  Teil  der  Ebene,  der  links  von  der 
imaginären  Achse  liegt;  das  Gebiet  D  ist  der  Teil  rechts  von  ihr. 
Durch  den  arithmetischen  Ausdruck: 

F(x)='2x- 


2x- 


2x 

wird  also  auf  der  linken  Seite  der  imaginären  Achse  x—l,  auf  der 
rechten  x  +  1  dargestellt. 
Nehmen  wir  dagegen: 

(p(x)  =  x^  —  1,    t(x)  =  a^, 

wo  a  eine  reelle  Konstante  ist,  so  stellt  (3)  eine  Cassinische  Kurve 
dar,  deren  Brennpunkte  die  Punkte  ±  1  sind.    Innerhalb  der  Kurve 

hat  man  |  rc^  — - 1 1  <  a^,  außerhalb  \x^  —l\>  a^'^  folglich  wird  durch 
den  arithmetischen  Ausdruck: 

X* — 1  +  a* —  ^ 


a?*— 1  +  a«  — • 
innerhalb  der  Kurve  a*,  außerhalb  x^  —  1  dargestellt. 


Die  Formel  (3)  lautet  dann  nach  Beseitigung  der  Nenner: 

(«)  |9l(«)V'8(«)|  =  |98(^)tl(^)|- 

Setzen  wir  wie  immer  x=^u-\-iv  und  trennen  in  den  auf  beiden  Seiten 
auftretenden  Produkten  die  reellen  und  imaginären  Beetandteile: 

9i  (^)  V^iix)  =  /i(t*,  V)  +  iv(u,  v),      98 (a?)  i/;i  (x)  =  q(u,  v)  +  t<r(w,  t?), 

so  geht  (a)  in: 

■  '  |**(t*,t>)  +  4/*(i*,v)  — ^*(i*,t?)  — <y*(w,i?)  =  0 

über;  dies  ist  die  Gleichung  der  Kurven  in  kartesischen  Koordinaten. 
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Allgemeine  Bemerkungen  über  die  systematische  Behandlung  der 

analytischen  Funktionen. 

Grundeigenschaften  der  ganzen  transzendenten  Funktionen. 

200.  Das  für  die  rationalen  Funktionen  gewonnene  Ergebnis 
(Art.  187;  189,  190),  daß  sie  die  einzigen  eindeutigen  Funk- 
tionen sind,  die  nur  polare  Singularitäten  haben,  zeigt  uns, 
welchen  Einfluß  Natur  und  Anzahl  der  singulären  Punkte  einer  Funk- 
tion auf  ihre  analytische  Form  ausüben;  dies  veranlaßt  uns,  Natur 
und  Anzahl  ihrer  Singularitäten  zur  Grundlage  einer  systematischen 
Einteilung  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen  zu  machen. 
Eine  solche  Klassifikation  ließe  sich  in  folgende  Übersicht  zusammen- 
fassen: 

A)  Funktionen  ohne  Singularität. 

B)  Funktionen,  die  nur  Pole  besitzen: 

1.  Funktionen  mit  nur  einem  Pole: 

a)  im  unendlichen; 

b)  in  endlicher  Entfernung. 

2.  Funktionen  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Polen. 

3.  Funktionen  mit  unendlich  vielen  Polen. 

C)  Funktionen  mit  wesentlichen  Singularitäten: 

1.  Funktionen  mit  nur  einem  singuK,ren  Punkte: 

a)  im  Unendlichen; 

b)  in  endlicher  Entfernung. 

2.  Funktionen  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  singuKlren  Punkten. 

3.  Funktionen  mit  imendlich  vielen  singulären  Punkten: 

a)  Funktionen  mit  unendlich  vielen  Polen  und  einem  wesent- 
lich singulären  Punkte; 

b)  Funktionen   mit   unendlich  vielen  Polen  und   einer   end- 
lichen Anzahl  wesentlich  singulärer  Punkte; 

c)  Funktionen    mit    unendlich   vielen    beliebigen    singulären 
Pimkten. 

Die  Funktionen  A  reduzieren  sich  auf  Konstanten  (Art.  170). 
Die  Funktionen  Bla  sind  die  ganzen  rationalen  Funktionen  (Polynome); 

die  Funktionen  Blb  sind  die  Funktionen  von   der  Form  /"(— ji), 

wo  f  ein  Polynom  bezeichnet  und  c  der  Pol  ist;  die  Funktionen  B2 
sind  die  gebrochenen  rationalen  Funktionen;  Funktionen  der  Art  B3 
gibt  es  nicht  (vgl.  Art.  190).  Die  systematische  Behandlung  der 
analytischen  Funktionen,  die  wir  hier  uns  vornehmen,  ist  demnach, 
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sozusagen  unbewußt,  bereits  auf  den  vorangehenden  Seiten  ins  Werk 
gesetzt  worden,  und  wir  müssen  sie  daher  an  dem  Punkte  wieder 
aufnehmen,  an  dem  sie  unterbrochen  wurde,  indem  wir  damit  be- 
ginnen, die  Funktionen  C  zu  betrachten,  und  zwar  unter  ihnen  die 
Funktionen  Cla,  also  Funktionen,  die  einen  einzigen  wesent- 
lich singulären  Punkt  im  Unendlichen  besitzen. 

Diese  Funktionen  bieten  sich  uns  als  nächstliegende  Verallge- 
meinerung der  ganzen  j*ationalen  Funktionen  dar,  da  sie  sich  ja  auf 
solche  Funktionen  reduzieren,  wenn  ihre  Singularität  eine  polare  wird; 
es  bildet  aber  auch  andrerseits  ihre  allgemeine  analytische  Form  die 
nächste  Verallgemeinerung  der  Polynome,  da  sie  sich  (vgl.  den  fol- 
genden  Art.)  in  der  ganzen  Ebene  durch  eine  beständig  konvergente 
Potenzreihe  darstellen  lassen;  was  von  dem  zwischen  der  analytischen 
Form  und  den  Singularitäten  einer  Funktion  stattfindenden  Zusammen-« 
hange  noch  einmal  zeugt. 

Die  Funktionen,  die  einen  einzigen  wesentlich  singulären  Punkt 
im  Unendlichen  haben,  werden  holomorphe  oder  ganze  transzen- 
dente Funktionen  genannt.  Als  ganze  Funktion  schlechtweg  werden 
wir  eine  ganze  rationale  oder  transzendente  Funktion  bezeichnen. 

201.  Es  sei  f{x)  eine  ganze  Funktion,  ^{x)  das  dem  Anfangs- 
punkt entsprechende  Element  derselben.  Die  Reihe  ^{x)  hat  (vgl. 
Art.  170)  einen  unendlichen  Konvergenzradius,  folglich  stellt  sie  die 
Punktion  f{x)  in  der  ganzen  Ebene  dar.     Es  gilt  also  der  Satz: 

Eine  ganze  Funktion  w;ird  in  der  ganzen  Ebene  durch 
eine  einzige,  beständig  konvergente  Potenzreihe  dar- 
gestellt. 

Reduziert  sich  die  Potenzreihe  auf  eine  endliche  Anzahl  von 
Gliedern,  so  wird  die  Funktion  eine  ganze  rationale  Funktion  (ein 
Polynom),  und  der  unendlich  ferne  Punkt  ein  Pol,  und  umgekehrt. 

Summe  und  Produkt  mehrerer  ganzer  Funktionen  sind 
ganze  Funktionen. 

Die  Ableitung  und  das  Integral  einer  ganzen  Funktion 
sind  ganze  Funktionen  (Art.  133,  165). 

202,  Aus  dem  in  Art.  170  geführten  Beweise  ergibt  sich:  Der 
absolute  Betrag  einer  ganzen  Funktion  wächst  unbegrenzt, 
wenn  der  absolute  Betrag  der  Veränderlichen  unbegrenzt 
wächst.  Genauer:  Sind  zwei  reelle  und  positive  Werte  (>,  s  gegeben, 
so  läßt  sich  stets  ein  Wert  x  von  größerem  absolutem  Betrage  als  q 
finden  der  Art,  daß  für  ihn  der  absolute  Betrag  der  Funktion  >  s  ist. 
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Man  kann  hinzufügen,  daß  ebenso  der  reelle  wie  der  ima- 
ginäre Bestandteil  einer  ganzen  Funktion  seinem  absoluten 
Werte  nach  unbegrenzt  wächst,  wenn  \x\  unbegrenzt  wächst. 
Das  ergibt  sich,  indem  man  die  Schluß  weise  des  eben  angeführten 
Artikels,  von  den  Formeln  (1),  (2)  des  Art.  129  ausgehend,  wiederholt. 

203.  Die  große  Analogie,  die  zwischen  den  ganzen  rationalen 
und  den  ganzen  transzendenten  Funktionen  besteht,  erweckt  den  Ge- 
danken, zu  untersuchen,  welche  von  den  Grundeigenschaften  jener 
auch  für  diese  Geltung  haben. 

Es  gibt  im  wesentlichen  zwei  (Art.  188)  Grundeigenschaften  der 
ganzen  rationalen  Funktionen,  von  denen  die  zweite  eine  Folge  der 
ersten  ist: 

a)  das  Vorhandensein  einer  Nullstelle  (Gaußscher  Satz); 

b)  die  Zerlegbarkeit  in  lineare  Faktoren  und  die  daraus  folgende 
Möglichkeit,  eine  ganze  rationale  Funktion  zu  bilden,  deren  Nullstellen 
gegeben  sind. 

Was  den  Gaußschen  Satz  betrifft,  so  kann  man  sich  leicht  durch 
ein  Beispiel  vergewissem,  daß  er  für  ganze  transzendente  Funktionen 
nicht  immer  gilt.  Die  Funktion  e*  (Art.  142),  die  durch  eine  in  der 
ganzen  Ebene  konvergente  Reihe  dargestellt  wird,  wird  niemals  Null. 
In  der  Tat  kann  sie  für  keinen  reellen  und  positiven  Wert  von  x 
verschwinden,  wie  aus  der  Form  ihrer  Entwicklung  erhellt;  wäre  sie 
aber  für  x  ^  x^  Null,  so  würde  sie  auch,  da: 

und  e*~*i  endlich  ist,  von  selbst  für  jeden  beliebigen  Wert  von  x 
verschwinden,  was  nach  dem  soeben  Gesagten  unmöglich  ist. 

Daraus  entspringt  von  selbst  die  Frage,  welches  die  allgemeinste 
Form  der  ganzen  transzendenten  Funktionen  ohne  Nullstellen  ist. 

Es  sei  f(x)  eine   ganze  Funktion,    die   keine  Nullstelle   besitze. 

Ihre   reziproke  Funktion  ^^  hat  keinen  Pol  (Art.  172),  und  da  sie 

keine  im  Endlichen  liegenoen  wesentlich  singulären  Punkte  haben 
kann,  weil  diese  zugleich  für  f(x)  wesentliche  Singularitäten  bilden 

würden,  so  ist  ^j-t  eine  ganze  Funktion.     Da  (Art.  201)  auch  f(x) 

ganz  ist,  so  ist  es  auch  (ebenda)  -~^  sowie  (ebenda)  das  Integral 
dieses  Bruches;  d.  h.,  wenn  man: 

f(x)         ^  ^    ^ 
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setzt,  so  ist  g{x)  eine  ganze  Funktion.     Setzen  wir  dann: 

so  läßt  sich  h{x)  (vgl.  Art.  143)  in  eine  in  der  ganzen  Ebene  kon- 
yergeute  Potenzreihe  transformieren,  ist  also  eine  ganze  transzendente 
Funktion.     Demnach  hat  man  (ebenda): 

K{x)  =  h{x)9\x), 
folglich: 

f{x)  _  h'{x) 
fix)        h(x)  ' 
oder: 

f{x)h'(x)-h{x)f'(x)'^0. 

Multiplizieren  wir  mit  der  ganzen  Funktion  ttT)}  so  erhalten  wir: 

f(x)h-{x)-h{x)r(x)    ^ 
rix) 

Nun  ist  (Art.  168)  die  linke  Seite  die  Ableitung  von  -^M,  woraus 
folgt  (Art.  136),  daß  sich  dieser  Bruch  auf  eine  Eonstante  reduziert: 

hi^ 

m 


Ä(^)   _    Q 


Man  hat  mithin: 

fix)^^h(x)  =  ^^('), 

oder  auch,  indem  man  den  Faktor  ^7  wegläßt  und  g(x)   durch   eine 

andre  Funktion  G(x)  ersetzt,  die  sich  von  ihr  nur  um  eine  additive 
Konstante  unterscheidet: 

f(x)  =  e^(*)  1). 

D.  h.:  Jede  ganze  Funktion,  die  keine  Nullstellen  be- 
sitzt, ist  eine  Exponentialfunkti(yi,  deren  Exponent  eine 
ganze  Funktion  ist. 


1)  Das  dargelegte  Verfahren  findet  ohne  irgendwelche  Änderung  auf  eine 
Potenzreihe  ^{x)  Anwendung,  die  in  einem  Kreise  C  tun  den  Anfangspunkt 
konvergent  ist,  aber  innerhalb  desselben  keine  Nullstellen  besitzt.     Setzt  man 

ll       =  Di'{x),  so  ist  auch  D/{x)t  folglich  auch  Cl(rc)  innerhalb  C  konvergent, 

und  man  hat  für  jeden  inneren  Funkt  von  C  bis  auf  einen  konstanten  Faktor: 
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204.  Nachdem  wir  das  Vorhandensein  und  den  allgemeinsten 
Ausdruck  ganzer  transzendenter  Funktionen  ohne  Nullstellen  fest- 
gestellt haben,  müssen  wir  diejenigen  untersuchen,  welche  Nullstellen 
besitzen,  und  prüfen,  ob  und  inwieweit  die  Kenntnis  der  NuUstellen 
einer  Funktion  gestattet,  ihre  analytische  Form  anzugeben. 

Eine  ganze  rationale  Funktion,  deren  Nullstellen  gegeben  sind, 
ist  bekanntlich  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmt.  Betreffs 
der  ganzen  transzendenten  Funktionen  können  wir  vorläufig  nur 
sagen,  daß  die  Unbestimmtheit  eine  weit  größere  ist,  da  ja  alle  ganzen 
Funktionen,  die  sich  durch  einen  Exponentialfaktor  (so  wollen  wir 
einen  Ausdruck  von  der  Form  e^(*)  nennen,  in  welchem  g{x)  eine 
ganze  Funktion  ist)  unterscheiden,  dieselben  Nullstellen  haben.  Wir 
werden  aber  auch  sehen,  daß  sich  die  Unbestimmtheit  hierauf  be- 
schrankt, daß  also  eine  ganze  Funktion,  deren  NullsteDen  gegeben 
sind,  bis  auf  höchstens  einen  Exponentialfaktor  bestimmt  ist. 

305.  Wir  beginnen  mit  dem  einfachsten  Falle,  in  welchem  die 
Anzahl  der  Nullstellen  endlich  ist.  Seien  diese  c^,  c^,  . .  .,  c„,  und 
es  möge  in  dieser  Reihe  jede  so  oft  vorkommen,  als  ihre  Ordnung 
beträgt,  so  daß  die  c  nicht  notwendig  sämtlich  verschieden  sind. 

Ist  f{x)  die  gesuchte  Funktion,  und  setzt  man: 

^{x)  ^{x-  q)  (iT  -  c^)  • .  •  (a;  -  O; 

80  ist  der  Bruch  ^~Ar  eine  ganze  Funktion  ohne  Nullstellen.    Zunächst 

nämlich  ist  f{x)  in  einer  von  den  Punkten  c^,  Cj,  .  . .  verschiedenen 

Stelle  d  verschieden  von  Null,  und  —r-r  ist  regulär  und  verschieden 

fix) '  ^W 

von  Null,  so  daß  auch  ^-V4  recnilär   und  von  Null  verschieden    ist 

Es  sei  nun  q  eine  Nullstelle  r-ter  Ordnimg,  so  daß  q  =  Cj  =  •  •  •  =  c^; 
dann  hat  man: 

(fix)  =  {x-  c^y{x  -  c,+i)  {x  -  c,^;)  . . .  (^  -  cj  =  (a;  -  c^f^ix), 

wo  ^(oj)  ein  Polynom  ist,  das  in  c^  nicht  verschwindet;  außerdem  ist 
in  der  Umgebung  von  q  (Art.  172): 

f{x)  =  {x-c^y'!^{x-c;), 

WO  ^{x  —  c^  eine  in  der  ganzen  Ebene  konvergente  Potenzreihe  von 
X  —  c^  ist,  die  im  Punkte  q  nicht  NuU  wird.     Daraus  folgt: 
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die   rechte    Seite    ist    regulär    und   wird   im   Punkte   q   nicht   Null. 
Analog  yerhält  es  sich  mit  den  übrigen  Punkten  c. 
Man  hat  daher  (Art.  203): 

wo  g(x)  eine  ganze ^  aber  sonst  beliebige  Funktion  bezeichnet,  und 
folglich: 

f(x)  =  e^(*)gj(Ä;)  «  e^(*)(ir  -  c^)(x  —  c^)  -  -  (x  -  c„), 
oder  auch;  indem  man  g(x)  um  eine  additive  Eonstante  ändert: 

/•(.)=^(«)(i-j)(i-j)...(i-Do. 

206.  Die  ganze  Funktion  f(x)  habe  jetzt  unendlich  viele  NuU- 
stellen.  Diese  werden  eine  isolierte  (Art.  159),  folglich  abzählbare 
(Art.  50)  Menge  bilden,  die  als  einzigen  Grenzpunkt  den  unendlich 
fernen  Punkt  (Art.  159)  besitzt,  und  deshalb  wird  jeder  endliche  Be- 
reich nur  eine  endliche  Anzahl  von  ihnen  enthalten  (Art.  5).  Wir 
können  daher  die  Nullstellen  folgendermaßen  in  eine  einfache  ßeihe 
ordnen:  Wir  greifen  eine  Folge  von  positiven,  unbegrenzt  wachsenden 
Größen  (>i,  (>2;  •  •  •  heraus.  Es  wird  eine  endliche  Anzahl  von  Null- 
steilen  von  einem  absoluten  Betrag  ^  q^  geben;  wir  ordnen  sie  nach 
zunehmenden  absoluten  Beträgen,  indem  wir  die  gegenseitige  Anord- 
nung derer,  die  gleichen  absoluten  Betrag  haben,  willkürlich  festsetzen. 
Diese  Nullstellen  nennen  wir  c^,  c^,  .  .  *,  c^^.  Es  wird  dann  weiterhin 
eine  endliche  Anzahl  von  NullsteUen  von  einem  absoluten  Betrage 
>  (>!  und  ^  Q2  geben;  wir  ordnen  sie  wie  die  vorigen  und  wollen 
sie  mit  c^^+i,  ^^^+2;  •  •  v  ^r»  bezeichnen  usf.  Die  auf  diese  Weise  ge- 
ordneten Nullstellen: 

c^,  ^2,  . .  ., 

wobei  wir   annehmen  wollen,   daß  jede  Nullstelle  so   oft  wiederholt 
wird,  als  ihre  Ordnung  beträgt,  genügen  den  Bedingungen: 

i  ^1 1  ^  ka  I  ^  •  •  S  li"^  i  ^Ä I  =  ^^• 


1)  Der  Faktor  e^^*^  spielt  hier  dieselbe  EoUe  wie  ein  unbestimmter  kon- 
stanter Faktor  in  dem  allgemeinen  Ausdruck  einer  ganzen  rationalen  Funktion, 
deren  Nullstellen  gegeben  sind. 
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207.  Wir  fragen  uns  nach  dieser  Vorbemerkung:  Ist  es  möglich, 
auch  in  dem  vorliegenden  Falle  die  in  Art.  205  entwickelte  Methode 
zu  befolgen? 

Wenn  dies  der  Fall  wäre,  so  würde  die  Lösung  unserer  Aufgabe 
durch  folgende  Formel  gegeben  sein: 

OD 

(1)  /•(^)„^(.)J]r(^i_|j. 

Allein  es  erhebt  sich  sogleich  eine  ernstliche  Schwierigkeit:  Das 
unendliche  Produkt  auf  der  rechten  Seite  ist  im  allgemeinen  nicht 
konvergent. 

Das  Mittel,  diese  Schwierigkeit  zu  heben,  wurde  Weierstraß^) 
durch  die  Untersuchung  einer  besonderen  ganzen  Funktion,  der  rezi- 
proken Funktion  des  Eulerschen  Integrals  zweiter  Art,  an  die 
Hand  gegeben.     Die  Betrachtang  der  Gaußschen  Formel^): 

rk-'|7Kf)(*^)'-n(l  +  f)— ^ 

A^ 1  A  ^ 1 

führte  ihn  zu  der  Bemerkung,  daß  das  unendliche  Produkt: 


Aal 


das  anscheinend  die  Funktion  würde  darstellen  können,  da  jeder  seiner 
Faktoren  an  einer  ihrer  NullsteUen  verschwindet,  allerdings  unbrauch- 
bar ist,  weil  es  für  alle  Werte  von  x  divergiert,  daß  es  aber  dennoch 
in  ein  für  alle  Werte  von  x  konvergentes  Produkt  dadurch  umgeformt 
werden  kann,  daß  man  jeden  Faktor  mit  einer  Exponentialgröße  multi- 
pliziert, die  eine  lineare  Funktion  zum  Exponenten  hat.  Dadurch 
wurde  Weierstraß  veranlaßt  sich  zu  fragen,  ob  das  in  (1)  auftretende 
unendliche  Produkt,  das  im  allgemeinen  nicht  konvergent  ist,  nicht 
in  allen  Fällen  konvergent  gemacht  werden  könne,  indem  man  seine 
Faktoren  mit  zweckmäßig  gewählten  Exponentialgrößen  multipliziert; 
und  es  glückte  ihm  zu  beweisen^),  daß  dies  in  Wirklichkeit  stets 
möglich  ist. 


1)  Über  die  Theorie  der  analytischen  Facultäten,  Joum.  for  die 
reine  und  angew.  Math.,  Bd.  61,  S.  1 — 60  (1866);  Abhandlungen  aus  der  Funk- 
tionenlehre, Berlin  1886,  S.  183—260;  Werke,  Bd.  I,  S.  168-221. 

2)  Gauß,  Werke,  Bd.  UI,  S.  146  (1812). 
8)  Weierstraß  518  (1876). 
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Es  muß  indessen  bemerkt  werden,  daß  1860  Betti*)  in  zwei  be- 
sonderen, sehr  wichtigen  Fällen,  von  denen  wir  weiter  unten  (Art.  211, 
212)  Beispiele  entwickeln  werden^),  zu  demselben  Ergebnis  gelangt 
war,  und  daß  sich,  wie  Dini^)  gezeigt  hat,  die  Yon  ihm  befolgte 
Methode  ohne  Schwierigkeit  auf  den  allgemeinen  Fall  ausdehnen  läßt. 

208.  Das  im  vorigen  Art.  angedeutete  fundamentale  Ergebnis 
läßt  sich  folgendermaßen  aussprechen: 

Ist  eine  abzählbare  Menge  von  Punkten  q,  Cg,  . . .  ge- 
geben, denen  der  Anfangspunkt  nicht  angehört  und  die 
nicht  sämtlich  voneinander  verschieden  zu  sein  brauchen; 
und  zwar  von  der  Art,  daß: 

kil  ^  l^al  ^- ••;  lim  |c,  1  =  00, 

SO  läßt  sich  auf  unendlich  viele  Weisen  eine  Folge  ganzer, 
positiver,  nicht  abnehmender  Zahlen  rj,  rg, ...  finden,  so  daß: 


0)  2'lfl 


Ä=l 

für  jeden  endlichen  Wert  von  x  konvergiert;  und  die  all- 
gemeinste ganze  Funktion,  welche  in  den  Punkten  c^,  Cj, .  .  . 

1)  Betti  32. 

2)  Die  beiden  von  Betti  in  Betracht  gezogenen  Fälle  sind: 

Erstens  derjenige,  in  welchem  die  Nullpunkte  sämtlich  auf  einer  Geraden 
liegen,  ihre  gegenseitigen  Entfernungen  aber  nicht  unter  eine  endliche,  bestimmte 
Größe  hinabsinken;  in  diesem  Falle  ist  der  Rang  (siehe  Art.  209)  ^  1; 

Zweitens  derjenige,  in  welchem  die  Nullpunkte  willkürlich  In  der  Ebene 
liegen,  ihre  gegenseitigen  Entfernungen  aber  nicht  unter  eine  endliche,  bestimmte 
Größe  hinabsinken ;  in  diesem  Falle  ist  der  Bang  <  2 . 

Dem  ersten  Typus  gehört  die  Funktion  sino?,  dem  zweiten  die  Funktion 
ex  an. 

Cauchy  ist  hier  nicht  anzuführen,  weü  er  die  Eulerschen  Formeln; 

■"'-"(•-v)('-iv)v 

(wo  das  erste  Produkt  bedingt  konvergiert)  nur  auf  einem  anderen  Wege  ab- 
geleitet hat. 

Das  Eigentümliche  an  der  Bettischen  Entwicklung  ist: 

Erstens,  daß  er  durch  Einführung  der  Exponentialfaktoren  das  Produkt  (a) 
in  ein  unbedingt  konvergierendes  Produkt  verwandelt; 

Zweitens,  daß  er  die  Sinusformel  als  besonderen  Fall  eines  weit  allge- 
meineren Funktionentypus  erhält. 

3)  Dini  138. 
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verschwindet  und  sonst  nur  eine  Nullstelle  m-ter  Ordnung 
im  Anfangspunkte  hat,  ist  durch  folgende  Formel  gegeben: 

(2)  fix)  =  ^^')x-ll{\  -f  )^=^*^, 

wo  g{x)  eine  beliebige  ganze  Punktion  ist  (Satz  von  Weiepstpaß). 
Wählt  man  r^^  =  A  —  1,  so  wird  aus  der  Reihe  (1): 

OD 

"^ll   X  \h 


und  diese  ist  konvergent,  weil  sich  für  ein  beliebiges  x  die  Ä-te  Wurzel 
aus  ihtem  A-ten  Gliede  der  Null  nähert,  wenn  A  über  alle  Grenzen 
wächst.  Die  Folge  der  Konvergenzzahlen  r^  kann  ferner  auf  un- 
endlich viele  Arten  verändert  werden,  sei  es,  daß  man  irgendwie  den 
Wert  einer  endlichen  Anzahl  ihrer  Elemente  ändert,  sei  es,  daß  man 
den  Wert  einer  endlichen  oder  unendlichen  Anzahl  von  ihnen  erhöht. 
Nach  diesen  Vorbemerkungen  betrachten  wir  die  ganze  Funktion: 

die  innerhalb  des  Ejreises  mit  dem  Radius  1  um  den  Anfangspunkt 
keine  NuUstellen  besitzt.     Es  ist: 

?»  =  -!, 
folglich: 

%\x)        -1 


*(^) 


Jfc=l 


und  daraus   ergibt  sich  (Art.  203,  Anm.)  für  |  o;  |  <  1    bis  auf  einen 
konstanten  Faktor,  der  sich  sofort  der  Einheit  gleich  erweist: 

<3)  l-a;  =  ^(a;)  =  c*=i  *. 

Setzen  wir  dann: 


(4) 


iso  erhalten  wir  aus  (3)  für  |aj|  <  |C;i|: 
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Betrachten  wir  nun  die  Doppelsumme: 

OD  OD  . 


WO  n  eine  beliebige  Zahl  ist. 


Für 


—   <  A  <  1  hat  man: 


OP 

"^   I  — 
folglich  um  so  mehr: 


a;K  +  i 


1  — 


< 


OD 


'<      ' 


1  —  X 


l—l 


^  +  ^ 


also  für 


<X<1: 


«-n  +  ll 


und  hieraus  ergibt  sich: 

l  =  n  +  l*  =  r   +1       '^  A=n  +  ll     * 


"k^' 


'•a+^ 


Die  Beihe  auf  der  rechten  Seite  konvergiert  für  jeden  endlichen 
Wert  von  x  und  ist  daher  in  jedem  endlichen  Bereiche  gleichmäßig 
konvergent;  dasselbe  folgt  also  von  der  links  auftretenden  Reihe  von 
Potenzreihen,  die  sich  deshalb  (Art.  132)  in  eine  für  |iz;|  <  |  c^^^i  | 
konvergente  Potenzreihe  transformieren  läßt.  Bezeichnen  wir  diese 
Potenzreihe  mit  5ß^j^i(a?),  so  haben  wir: 


(5) 

und  folglich: 

(6) 


JJ  E^{x)  ^  e-*n*i(') 


Ä  =  n  +  1 


7» 


A»l 


Nun  sind  die  Funktionen  E,^{x)y  wie  aus  (4)  hervorgeht,  ganze 
Funktionen,   und  g-*«+i(*)  ist,    wie  5ß„^i(ic),  Ar   |i»|<|c„^i|   kon- 
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vergent^  daraus  folgt,  daß  g-^i(*)  konvergent  ist  für  |a;|<|c„^i|. 
Es  läßt  sich  aber  nach  Wahl  eines  beliebigen  Wertes  von  x  stets 
eine  Zahl  n  von  der  Art  finden,  daß: 

ist;  daraus  folgt,  daß  e-^i(*)  eine  ganze  Funktion  ist.  Sie  hat  für 
\oo\  <  I  c^^.1 1  keine  andern  Nullstelten  als  die  Punkte  Cj,  c^,  •  •  •,  c„; 
das  ergibt  sich  aus  (6),  wenn  man  beachtet,  daß  Ef^{x)  in  dem  ein- 
zigen Punkte  Cj^  verschwindet  und  daß  e-^«+i(*)  für  |^|<|Cn+ii 
niemals  Null  wird.  Daraus  folgt,  daß  die  ganze  Funktion  in  den 
Punkten  6*i,  Cg,  •  •  •  und  nur  in  diesen  Punkten  verschwindet.  Will 
man  eine  Funktion  bilden,  die  außerdem  im  Anfangspunkte  eine  Null- 
stelle m-ter  Ordnung  besitzt,  so  muß  man  mit  c(f^  multiplizieren;  will 
man  endlich  die  allgemeinste  Funktion  mit  den  vorgegebenen  Null- 
steilen  haben,  so  muß  (Art.  204)  ein  Exponentialfaktor  hinzugefügt 
werden.     Mit  Rücksicht  darauf,  daß  (s.  61.  (5)): 


n 


i;^(a;)  =  6-*x(*) 


ist,  hat  man  daher  schließlich  für  die  gesuchte  Funktion: 

00  op  5"  — 

A=l  A=l     ^  ^*/ 

das  ist  aber  die  Gleichung  (2). 

Die  Faktoren  Ef^{x)  werden  Primfaktoren  genannt. 

209.  Die  Nullstellen  c^yC^f--*  einer  ganzen  Funktion  können 
so  beschaffen  sein,  daß  es,  um  die  Reihe  (1)  des  Art.  208  konvergent 
zu  machen,  unnötig  ist,  unbegrenzt  wachsende  Zahlen  als  Konvei^enz- 
zahlen  anzunehmen;  das  geschieht  stets  und  nur  dann,  wenn  es  eine 

ganze  nicht  negative  Zahl  p  gibt,  für  welche   ^  —         ,  oder  auch 
^       1  .  *=i     * 

-^  TTTp+i  }   konvergiert.     In   diesem  Falle   nennen  wir  die  kleinste 

Zahl  p,  welche  der  angegebenen  Bedingung  genügt,  den  Rang^)  der 

1)  Höhe  (v.  Schaper,  Pringsheim)  «=  genre  (Laguerre,  Poincar^, 
Borel).  —  Einfache  Funktionen  =  primitive  Funktionen  (Pringsheim) 
=   fonctions    canoniques   (Lindelöf).    —    Funktionen   von   endlicher 
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Funktion^  und  die  Funktion  selbst  heißt  eine  Funktion  erster  Klasse^ 
während  sie  zweiter  Klasse  heißt,  wenn  es  keine  Zahl  von  der  er- 
wähnten Eigenschaft  gibt. 

Eine  Funktion  erster  Klasse  vom  Range  p  hat  die  Form: 

(1)  /•(^)  =  e^(-)x"»  JJ(l  -  f)e*==^  ^"^  . 

Der  Faktor  ^^')  heißt  der  äußere  Exponentialfaktor.  Fehlt 
er,  so  heißt  die  Funktion  einfach.  Ist  g{x)  ein  Polynom  vom  Grade  g, 
so  bezeichnet  man  als  Höhe  der  Funktion  die  größere  der  beiden 
Zahlen  p,  q.     Ist  q^p,  so  heißt  die  Funktion  normal. 

Einer  normalen  Funktion  von  der  Höhe  p  kann  man  stets  den 
Anschein  einer  normalen  Funktion  von  größerer  Höhe  als  p  geben. 
Nimmt  man  nämlich  an,  daß  in  (1)  g(x)  ein  Polynom  von  nicht 
höherem  Grade  als  p  ist,  so  kann  man  schreiben: 

fix)  =  e      *=i  *=p  +  i*^  x^rffl-  pi  e*=i  *'^ 

wo  der  äußere  Exponent  ein  Polynom  vom  Grade  p  +  r  ist. 

210.  Bevor  wir  die  gefundene  Grundformel  auf  einige  besondere 
Fälle  anwenden,  wollen  wir  aus  derselben  noch  einige  andre  ableiten, 
die  uns  im  folgenden  von  Nutzen  sein  werden. 

Setzt  man: 

OD 

so  läßt  sich  für  ein  beliebiges  n  schreiben: 

Höhe  «=  Hadamardsche  Funktionen  (v.  Schaper).  —  Puzyna  (421) 
bezeichnet  als  Rang  einer  Funktion  f(x)  die  kleinste  ganze  Zahl  t,  welche  der 
Bedingung: 

hm     /.  ;  ^     =  00 
genügt. 
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(1)  <p(a;)=]7i:,(a;).e-*«+iW, 

Ä  =  l 

WO  5ß„^i(ir)  (Art.  208)  die  Potenzreihe  ist,  die  durch  Anwendung  des 
Weierstraßschen  Hilfssatzes  auf  die  Doppelsumme: 


hervorgeht. 

Es  sei  nun: 


hpk 

a 


Wiederholen  wir  für  die  Doppelreihe: 


V    v^ 


.*-i 


(3)  2;  ^% 


=  n  +  l  *  =  r^+l       h 
n 


das  auf  (2)  angewendete  Verfahren,  so  sehen  wir,  daß  der  Weierstraß-^ 
sehe  Hilfssatz  auch  auf  sie  anwendbar  ist,  und  daß  weiterhin  ihr 
Ausdruck  durch  Potenzreihen: 

.00 

;b=i 
oder  ^n+i{x)  ist.     Nun   ist   die  Doppelreihe  (3)  nichts   anderes   al» 
_  y  ^'hi'^'^ •  man  hat  somit: 

Andrerseits  folgt  aus  (1)  (Art.  167,  169): 
mithin  wegen  (4): 


1)  Freilich  ist  r^  +  ^  der  kleinste  Wert  von  k;  aber  wir  dürfen  als  kleinstem 
Wert  einfach  k^^l  schreiben ,  sobald  wir  nicht  ausschließen ,  daß  einige  der 
A^j^  NuU  sein  können. 
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In  unserem  Falle  hat  demnach  die  Ableitung  denselben  Ausdruck^ 
wie  wenn  die  Zahl  der  Paktoren  endlich  wäre. 
Es  ist  femer: 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  Weierstraßschen  Hilfssatzes 
läßt  sich  leicht  nachweisen^  daß  der  vorstehende  Ausdruck  so  oft 
gliedweise  dififerentiiert  werden  kann  als  man  will. 

211.  Wir  wollen  jetzt  eine  erste  Anwendung  der  Weierstraßschen 
Darstellung  der  ganzen  Funktionen  machen,  indem  wir  die  Entwick- 
lung der  Funktion  sina:  in  ein  unendliches  Produkt  aufstellen,  eine 
Entwicklung,  die  man  Euler ^)  verdankt,  der  sie  allerdings  mittels 
einer  nicht  vollkommen  strengen  Methode  erhielt. 

Die  trigonometrischen  Funktionen  sinrr,  cosrt;,  wo  x  eine  reelle 
Größe  bezeichnet,  lassen  sich  bekanntlich^)  durch  die  folgenden  für 
alle  endlichen  Werte  von  x  konvergierenden  Reihen  ausdrücken: 


(1)  sma;  =  5-|;  +  |^ ^C"!)*   " 


%h 


,2A+1 


(2)  cos.:=l-|f  +  |l 2'(-l)*fTi- 


A  =  0 


Die  Fundamentaleigenschaften   der  Funktion   sino?  sind   die  fol- 
genden: 

a)  Sie  ist  eine  ungerade  Funktion; 

(3)  sin  (—  ic)  =  —  sin  x\ 

b)  Sie   verschwindet  für  a;  =  ifc;r,   wenn  ifc   eine  beliebige  ganze 
positive  oder  negative  Zahl  oder  Null  bedeutet: 

(4)  sinÄjr  =  0; 

c)  Sie  ist  periodisch  und  zwar  mit  der  Periode  2%'. 

(5)  sin  (x  +  2  jr)  =  sina:. 


1)  Introdnctio  in  analysin  infinitorum,  T.  I,  §  158. 

2)  S.  z.  B.  Cesäro-Kowalewski,  a.  a.  0.,  S.  268. 
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Dagegen  ist   cosa?   eine   gerade  Funktion;    sie   verschwindet   für 

X  =:  (Je  +  \)^: 

(6)  cos  (Ä:  +  ^)  ;r  =  0 

und  hat  gleichfalls  die  Periode  27t: 
Femer  ist: 

(7)  smf  =  l. 

Bedeutet  nun  x  eine  komplexe  Variable,  so  werden  wir  die 
Reihen  (1),  (2),  die  auch  für  jeden  komplexen  Wert  von  x  absolut 
konvergent  sind,  als  Definition  zweier  ganzer  Funktionen  annehmen, 
die  gleichfalls  mit  sinic,  cosa?  bezeichnet  werden  mögen. 

Aus  der  Betrachtung  der  beiden  Reihen  und  ihrer  Vergleichung 
untereinander  und  mit  derjenigen,  die  e^  darstellt,  ergibt  sich  un- 
mittelbar: 

daß  eo&x  die  Ableitung  von  sino;  ist; 

daß  —  sinrr  die  Ableitung  von  coso;  ist; 

daß  für  ein  reelles  x  auch  sin  x  und  cos  x  reell  sind,  für  ein  rein 
imaginäres  x  aber  sin;r  rein  imaginär,  cos:r  dagegen  reell  ist; 

daß: 

(8)  ß^'*  =  cos  a?  ±  i  sin  x.    (Enlersche  Formel). 

Daraus  folgt  (Art.  142): 

cos  (x  ±y)  +  i  sin  (x  ±y)  ^  ^i^±9) 
=  ^^e^*^  =  (cos  X  +  i  sin  x)  (cos  y  ±i  sin  y) 
=  cos X  COB y  ^  sin X  siny  +  i (sin x  cos y  ±  cos x  sin y) 
und  analog: 

cos  (x  ±  y)  —  i  sin  (a;  ±  y)  = 
=  cosa?  cosj/  T  smx  siny  —  i{smx  cosy  ±  cosa;  sinj/); 
daraus  ergibt  sich  durch  Subtraktion  und  Addition: 

sin  (a?  4:  y)  =  sin  a;  cos  y  ±  cos  x  sin  y , 
±  y)  =  cos  a?  cos  y  T  sin  a;  sin  y . 
Wir  nehmen  in  (9)  zunächst  das  obere  Zeichen,  ersetzen  x  durch 
—  X  und  wählen  y  =-r-.    Mit  Rücksicht  auf  (6),  (7)  haben  wir  dann: 


(9)  l'^t 

^  l  COS  (a; : 


(10)  sin  (y  ~"  ^)  =  cos  Xy     cos  (y  —  ^)  =  sin  x. 

Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  11 
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162        Zweiter  Teil.    Allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 

Setzön  wir  dagegen  in  der  ersten  der  Formeln  (9)  y  =  « —  ^ 

und  nehmen  wir  abermals  das  obere  Zeichen^  so  folgt  mit  Rücksicht 
auf  (10): 

sin  Y  =  sin^x  +  cos^a; 

oder,  wegen  (7): 

(11)  1  =  sin^rr  +  cos^a;. 

Demnach  ergibt  sich  aus  (8)  für  ein  reelles  v\ 

I  ^'*'  I  =  1 
und  folglich  für  reelle  w,  v: 

(12)  |e«+««'j  =  e". 

Die  ganze  Fimktion  sina;  besitzt  die  Eigenschaften  a),  b),  c); 
es  bleibt  nur  noch  zu  untersuchen,  ob  sie  für  irgend  einen  komplexen 
Wert  von  x  verschwindet. 

Vor  allem  kann  sinü?  für  keinen  rein  imaginären  Wert  von  x 
NuU  werden;  setzt  man  nämlich  x  =  it,  wo  t  eine  reelle  Größe  be- 
zeichnet, 80  hat  man: 


die   letzte   Reihe   aber   hat   einen   wesentlich   positiven   Wert.     Eine 
analoge  Rechnung  zeigt,  daß  auch  cosf'^  nicht  NuU  sein  kann. 
Wir  nehmen  jetzt  an,  daß: 

sin(«^  +  iv)  ==  0 

sei,  wo  u  und  v  reell,  v  aber  =(=  0  ist.    Nach  der  ersten  der  Formeln 
(9)  läßt  sich  dann  schreiben: 

siaucosiv  +  coswsinit;  =  0; 

nun  sind  sinw,   cosw  und  cosiv  reell,  siniv  aber  ist  rein  imaginär, 
folglich  muß: 

sinu  coBiv  =  0,     co&u  siniv  =  0 

sein;  daraus  folgt,  da  srniv  =4=  0,  cos^i;  =4=  0  ist: 

sinu  =  cosM  =  0, 
was  mit  (11)  in  Widerspruch  steht. 
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Syst.  Bebandl.  d.  anal.  Funkt.     Gmndeigenschaften  d.  ganz,  transz.  Funkt.      163 
Die  Nullstellen  der  Funktion  sina;  sind  daher: 

0,    ±7t,   ±  27t,    ±37t,    "  ., 

und  die  steigend  geordnete  Folge  der  absoluten  Beträge  der  von  0 
verschiedenen  Wurzeln  ist: 

7ty      St,       2üty       2%,       DüCy       3  7t ,       '     *     *. 

Wir  untersuchen  nun,  ob  die  in  Frage  stehende  Funktion  erster 
Klasse  ist,  d.  h.  ob  es  eine  Zahl  p  von  der  Art  gibt,  daß: 

-J_   ■   _j_   .   ,_J_   ■        ^        .... 
konvergiert.     Diese  Reihe  läßt  sich  auch  schreiben: 


2 

^ 


l      ^     1 

H  —  1         '  *^ 


»       1 
Nun  ist  die  Reihe  ^  — -^  für  p  =  0  divergent,  für  j)  >  0  kon- 

vergent^);  der  kleinste  ganze  Wert  von  p,  der  sie  konvergent  macht, 
ist  demnach  1;  wir  können  daher  sagen,  daß  sino;  eine  ganze  Funk- 
tion erster  Klasse  und  vom  Range  Eins  ist.  Ihr  Ausdruck  ist  also 
durch  folgende  Formel  gegeben: 

(13)  smx^^^^)xlJ  {l^^^\ 

wo  g(x)  eine  zu  bestimmende  ganze  Funktion  ist  und  der  dem  Zeichen 
n  hinzugefügte  Strich  anzeigt,  daß  in  dem  Produkte  der  h  =  0  ent- 
sprechende Faktor  fehlen  soll.  Da  das  Produkt  rechts  absolut  kon- 
vergent ist,  so  können  wir  die  Faktoren  in  beliebiger  Weise  ordnen; 
im  besondem  können  wir  diejenigen  paarweise  vereinigen  und  mit- 
einander multiplizieren,  die  gleichen  und  entgegengesetzten  Werten 
von  h  entsprechen.     Wir  erhalten  dann: 

(14)  sinx^^^i'^xiKi-^:). 

Es  bleibt  nur  noch  die  Funktion  g(x)  zu  bestimmen.    Man  bilde 
zu  diesem  Zwecke  aus  (13)  mittelst  (5)  des  vorigen  Artikels: 

1)  Cesäro-Kowalewski,  a.  a.  0.,  S.  120  u.  139. 

11* 
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164       Zweiter  Teil.    Allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 
/•ic\  cosa;         //  \    .     1     I     ^^^'  ^ 

=^'(^)+i+2''[i^-,T+a' 

Ars—OD 

WO  der  Strich  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorher;  oder  auch: 


coBo; 
sin 


(X 

A  s:  1 


29rft 


//  V    ,     1     ,     X    ^S^         2«, 


Arrl 


Ä(a:«  — ««Ä«) 


■^»  +  i  +  2-2'i^^SÜ-- 


Arrl 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 


sS = i^c«') + i + ^  ^W^iü*' 


coso; 
sino; 


A  =  — OD 


oder,  indem  man  das  Glied  —  unter  das  Summenzeichen  nimmt  und 

'  X 

demnach  den  Strich  fortläßt: 

Ä  =  — OD 

daraus  ergibt  sich: 

(16)        i^(-)-^— i'.-^i^- 

A  =  — 00 

Bedenkt  man^  daß  sino;  eine  ungerade,  coso;  eine  gerade  Funktion 
ist,  so  folgt  daraus  unmittelbar: 

folglich  ^'(0)  —  0;  somit  ist  g(x)  das  Produkt  aus  x  und  einer  ganzen 
Funktion  ]c(x): 

g'{x)  —  xk{x). 
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Syst.  Behandl.-  d.  anal.  Funkt.     Grrtindeigenschaften  d.  ganz,  transz.  Funkt.      165 
Aus  (15),  (16)  geben  also  folgende  Formeln  hervor: 


(17)         Jcix) 


cosaj         1         ^yl'  1 

opsina;        x*       jimJ   nh(x  —  nh) 

Aas  —  OD 


00  « 

_   coBa;   __  1 _1^  ^  r       1 1       i 

~  xamx        X*        7c  ^mJ  [ji(x  —  nh)       h{x  +  nh)j 

A=:  1 


COB  X  ^Wl  1 

ajsina;        ^J  x*  —  «*Ä** 

*  =  -00 


Setzen  wir  x^u  +  iv  und  lassen  wir  v  durch  positive  Werte 
unendlich  werden,  so  erhalten  wir  (s.  Gl.  (12)): 


^^coB(.  +  ^^^^^i(e--  +  e---;-) 


—  i. 


Lassen  wir  dagegen  v  durch  negative  Werte  unendlich  werden, 
so  erhalten  wir: 

lim    -^ — \—7-i  =»  t. 


Man  hat  also  in  beiden  Fällen: 


(18) 


lim   7 — ,   .  >;  .  '      ,   .  > 
r=:  +  oo  (tt  +  tt?)8in(w  +  tt?) 


=  0. 


Andrerseits  ist: 


Ä(t*  +  iv  —  nh) 


da  nun  ftir  zwei  beliebige  reeUe  Größen  a,  i  die  Beziehung  gilt: 


so  folgt  daraus: 


a«  +  6»^2a6, 


,  Ä(t*  +  tt? — nh) 


—  hy¥\v\  \nh  —  u\' 


Nun  ist  aber,  wenn  w  <  0  ist,  srÄ  —  w  >  ää  >  Ä;  ist  dagegen 
w  >  0,  so  kann  man  h  stets  so  groß  nehmen,  daß  7ch  —  u>h  wird. 
Daraus  ergibt  sich  für  jedes  %,  das  größer  ist  als  eine  bestimmte  end- 
liche Zahl  n: 


h{u-\-iv  —  nh) 


y^Yvih^ 
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166       Zweiter  Teil.    Allgemeine  Theorie  der  analytiaclien  Funktionen. 
Analog  ist: 


h(u-\-iv-{-  nh) 


< 


folglich: 


2|»|Ä- 
< 


r 


1/2 


y\r\hi' 


h{u-\-iv — nh)       h{u-\-iv-{-7ch) 
woraus  sich  ergibt: 

OD 

y[ l ": 1 

.^mJ    LA(m+»« — nh)       h(u4-iv4-nh)j 

Die  Eeihe  auf  der  rechten  Seite  ist  aher  (s.  ohen)  konvergent, 
mithin  ist: 


< 


(19) 


lim- 

f»  =  +  QO 


2 

Ä  =  n  +  1 


r i i ] 

LA(w  -{-iv  —  nh)       ä(m  +  iv  +  nh)J 


0. 


Es  ist  ferner  klar,  daß  sich  auch  die  n  ersten  Glieder  der  Summe 
der  Null  nähern. 

Demnach  folgt  aus  (J7)  in  Verbindung  mit  (18),  (19): 

(20)  lim  Jc{u  +  iv)  =  0. 

V=  +  00 

Wir  schreiben  nun  (15)  in  folgender  Form: 

Ä  =  —  00 

WO   ö;^  =  —  fiir  Ä  =t=  0  und  ö^^  =  0  für  Ä  =  0.     Ersetzen  wir  x  durch 
X  +  2jty  SO  gewinnen  wir  folgende  Formel: 


00 

V      ION        coB(a;+27r)        VI  r 


,x  -(-  2«  —  nh 


+  öj, 


oder,  indem  wir  h  mit  Ä  +  2  vertauschen  und  beachten,  daß  sina?  und 
COBX  die  Periode  2%  haben: 

A  =  — OD 

Das  Summenglied  läßt  sich  auch: 
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schreiben^  weil  ja  damit  nichts  weiter  geschieht^  als  daß  die  unendlich 

vielen  Größen  v  mit   den   unendlich   vielen  Größen  Oj.   auf  eine 

verschiedene  Weise  vereinigt  werden,  ohne  daß  der  Wert  dieser  letz- 
teren verändert  oder  eine  von  ihnen  weggenommen  oder  hinzugefügt 
wird.     Man  hat  daher: 

oder: 

{x  +  2n)'k{x  +  2it)  «  xlc{x)f 
oder  auch: 

(21)  Ä(:r±2:r)  =  ^Ä(^). 

Setzt  man  also  in  (20)  |it{<27r  voraus,  so  ergibt  sich  aus 
Formel  (21),  daß  sie  für  jw|<4;r,  \u\<C67t  usw.  gültig  ist.  Man 
darf  also  schreiben: 

]im]c(x)  =  0, 

a:=oo 

und  daraus  läßt  sich  in  der  Weise  des  Art.  170  ableiten,  daß  k(x) 
eine  Konstante  ist,  die  notwendig  Null  ist.  Daraus  folgt,  daß  g(x) 
ebenfalls  Null  ist,  und  daß  mithin  g{x)  und  folglich  auch  e^^'^  kon- 
stant ist.  Bezeichnet  man  diesen  Wert  von  e^(*)  mit  C,  so  erhält 
man  aus  (13): 


smo; 

X 


hss  —  ao 

mithin: 


-cJT('-aA 


hm =  C, 

a?  =  0      ^ 


Nun  folgt  aber  endlich  aus  (1),  daß  diese  Grenze  1  ist;  mithin 
ist  C=  1  und: 

.in«-«n-(l-i).*^-.77(l -,?!,). 

A  =  — 00  A  =  l 

212.  Als  zweites  Beispiel  wollen  wir  die  ganze  Funktion  6x^) 
bilden,  welche  Weierstraß  zur  Grrundlage  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  gemacht  hat.     Sie  besitzt  folgende  Eigenschaften: 


1)  Gegen  den  aUgemeinen  Gebrauch,  nach  dem  die  Argumente  der  Funk- 
tionen in  Klammem  eingeschlossen  werden,  wollen  wir  ax,  ix,  px  schreiben. 
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168        Zweiter  Teil.    Allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 

a)  Sie  ist  ungerade; 

b)  Sie  hat  die  einfachen  Nullstellen: 

wo  m  und  n  alle  ganzzahligen  Werte  von  —  oo  zu  +  oo  unabhängig 
voneinander  durchlaufen  und  (o^,  (o^  Größen  sind,  deren  Yerhaltnis 
nicht  reeU  ist; 


Fig.  4. 


c)  Ihre  erste  Ableitung  hat  im  Anfangspunkt  den  Wert  1,  ihre 
dritte  Ableitung  wird  in  demselben  Punkte  NuU^); 

d)  Sie   genügt,   wenn  rj^,  rj^  zwei  von  Oi,  Oj    abhängige  Kon- 
stanten sind,  identisch  den  folgenden  Beziehungen: 


6{x  +  2(Dj)  =  —  e^\'6x. 


«        I 

Sehen  wir  vor  allem  zu,  ob  6x  eine  Funktion  erster  Klasse  ist. 


1)  Es  ist  fast  überflüssig,  daran  zu  erinnern,  daß  alle  Ableitungen  gerader 
Ordnung  der  Funktion  ax^  als  ungerade  Funktionen,  im  Anfangspunkte  ver- 
schwinden. 
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Zeidmen  wir  die  Parallelogramme,  welche  beziehentlicli  die  Ecken 
±  2cOi  +  2(02,  ±4a3i±4cö2,  ±  ßco^  ±  602  usw.  haben,  so  werden 
sich  alle  von  0  verschiedenen  Nullstellen  von  6X  auf  den  Umfangen 
dieser  Parallelogramme  befinden,  und  zwar  genau  8  auf  demjenigen 
des  ersten,  16  auf  dem  des  zweiten,  24  auf  dem  des  dritten  usw. 
Wir  woUen  die  ersteren  mit  a^  ^^  ^1  if  '  '  '7  öt^  g,  die  zweiten  mit 
^2,1;  ^2,2;  •  *  '>  ^,16;  ^i®  dritten  mit  a,  1,  «3  j;  •  •  •;  0^3  24  usw.  bezeichnen. 
Nennen  wir  noch  M  den  größten,  m  den  kleinsten  Abstand  des  An- 
fangspunktes vom  Umfang  des  ersten  Parallelogramms,  so  haben  wir 
für  alle  Werte,  die  r  in  den  einzelnen  Formeln  annehmen  kann: 

2Jif^|a8,rl^2m, 


folglich  allgemein,  wenn  wir  mit  a  irgend  eine  positive  Zahl,  mit  k 
irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnen: 


'      <.    ' 


und,  indem  wir  von  r  «=  1  bis  r  =  SÄ  summieren: 

8k 


_Sk 
Je' 


oder  auch: 


8;b 


Lassen  wir  k  von  1  bis  00  variieren  und  summieren  wir  die  ent- 
sprechenden Ungleichungen,  so  erhalten  wir  als  mittelsten  Ausdruck 
die  Summe  der  reziproken  a-ten  Potenzen  der  absoluten  Beträge  der 

NuUstellen,  eine  Summe,  die  wir  in  üblicher  Bezeichnung   ^ -, — r^ 
schreiben  können.     Wir  erhalten  demnach:  a  =  i  '  *' 


Nun  ist,  wie  im  vorigen  Artikel  erwähnt,   ^    ^_^  immer  und 

Ä=i  ^ 
nur  dann  konvergent,  wenn  a  —  1  >  1,  d.  h.  wenn  a  >  2  ist;  man  wird 
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OD         ^ 

dasselbe  mithin  von  ^  -. — ^  sagen  können.    Folglich  ist  2  die  kleinste 


Ä=i  I  *  1 


ganze  Zahl  py  welche   ^  -r-   .^-^  konvergent  macht,  d.h.6x  ist  eine 

A  =  l  r*i 

Funktion  erster  Klasse  und  vom  Bange  Zwei. 
Setzt  man  zur  Abkürzung: 

2w(öi  +  2w(Ö3  -  c^„, 
fio  hat  man  demnach: 

(2)  öx  -  e^^'^^x TJ  (l  -  7^)  e'^^HTn  , 

WO  g(x)  eine  zu  bestimmende  ganze  Funktion  ist  und  der  dem 
Zeichen  77  beigegebene  Strich  anzeigt,  daß  m,  n  aUe  Werte  von 
—  oo  bis  +00,  mit  Ausschluß  des  Wertepaares  m  =  0,  w  =  0, 
annehmen  können. 

Bevor  wir  zur  Bestimmung  von  g{x)  schreiten,  möge  noch  eine 
Bemerkung  Platz  finden.     Setzen  wir: 

«o  erhält  man  aus  (1)  durch  Differentiation  und  Division  mit  (1): 
<3)  t(x  +  2a>,)  =  tx  +  2ri,  (Ä  -  1, 2), 

imd  daraus  durch  nochmalige  Differentiation: 

<4)  p(x  +  2(o,)^px,    p\x  +  2(o,)^p'x  (Ä-1,2). 

Außerdem  sieht  man  leicht,  daß  ^x  und  p'x  ungerade  Funktionen 
ßind,  px  aber  eine  gerade  Fimktion  ist. 

Man  hat  demnach  aus  (2)  (vgl.  Art.  210): 

<6)  S'-^^W  +  l'+^Ti^  +  i  +  t]' 

(6)  -»,.-/-(.)-j,+2''[-(.-^b'+i;]' 

<7)  -s»',=/»+ |.+2'5=^.;,-rw+22'(?=^' 


1)  Es  sei  darauf  hingewiesen,  daß  ^x  nnd  px  keine  ganzen  Funktionen 
sind.  Es  sind  meromorphe  Funktionen  (s.  weiter  unten  Art.  248),  d.  h.  solche, 
die  in  endlicher  Entfernung  keine  andern  Singularitäten  haben  als  Pole. 
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indem  in  der  letzten  Summe  zugleicli  das  dem  Wertepaare  m  =  n  =  0 
entsprechende  Glied  — g  einbegriffen  und  demnach,  der  Strich  weg- 
gelassen worden  ist.  Bezeichnen  wir  diese  Summe  mit  S(x\  so  über- 
zeugen wir  uns  leicht,  daß: 

S{x  +  2c3,)^S(x)  (Ä  =  l,2). 

Es  ist  nämlich: 

nun  variiert  aber,  wenn  m  von  —  oo  bis  +  cx)  variiert,  auch  m  —  1 
zwischen  denselben  Grenzen,  folglich  kann  man  schreiben: 

'8(x  +  2öi)  ^  V. j. — ^-^ — ^rs-S(x). 

Analog  beweist  man,  daß  8{x  +  202)  =  /S(a;)  ist. 

Aus  (7)  folgt  mithin  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  der  Formeln  (4): 

/"(a;  +  2c,)=/'»  (Ä  =  l,2). 

Diese  Gleichung  besagt,  daß  g"{x)  in  den  entsprechenden  Punkten 
der  verschiedenen  Parallelogramme  des  in  Fig.  4  dargestellten,  sich 
über  die  ganze  Ebene  erstreckenden  Netzes,  dessen  Knoten  sämtliche 
Punkte  c^„  sind,  stets  wieder  denselben  Wert  annimmt.  Nun  besitzen 
aber,  weil  g"{x)  eine  ganze  Funktion  ist,  die  absoluten  Beträge  der 
Werte,  die  sie  innerhalb  eines  einzelnen  Parallelogramms  .erhält,  ein 
endliches  Maximum  Jf ;  daraus  kann  man  schließen,  daß  der  absolute 
Betrag  von  g"{x)  in  jedem  beliebigen  endlichen  Teile  der  Ebene  den 
Wert  M  niemals  übersteigt.  Daraus  leitet  man  in  bekannter  Weise 
(vgl.  Art.  170)  her,  daß  g"{x)  konstant  ist. 

Da  femer: 


S{-x) 


=  V- ^- .  =  -V 


^J  { — X  —  2ma»i  —  2n(öj)*  .^^  (a;+ ^w«! +2na),)^ 


ist  und  m,  n  durch  ~  m,  —  n  ersetzt  werden  können  (da  ja,  wenn 
m,  n  von  —  cx?  bis  -|-  cx)  variieren,  auch  —  m,  ~n  innerhalb  der- 
selben Grenzen  variieren),  so  ergibt  sich: 

S(-^  x)^-^  y^ — ^—^—5 TS  -  -  S(x): 

^        ^  ^j  {x  —  2m(»i — ^nto^Y  ^  ^' 

beachtet  man  außerdem,  daß  p\—  x)  ==  ~  p\x)  ist,  so  folgt  aus  (7) 
g"'{-x) g"{x). 
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Nun  ist  aber  g"{x)  konBtant^  folglich  muß  es  notwendigerweise 
Null  sein,  und  man  hat^  wenn  man  mit  Ay  B,  C  noch  zu  bestimmende 
Konstanten  bezeichnet: 

g'\x)  -  2Ä,      g\x)  =  2Ax  +  B,      g{x)  =  Ax^  +  Bx  +  C. 

Die  Formel  (5)  laßt  sich  schreiben: 

(8)  ix  =  g\x)  +  -^-  +  x^  y^'-iTT^ ^  • 

Ersetzt  man  x  durch  —  Xj  so  ersieht  man  durch  Wiederholung 
des  soeben  angewendeten  Verfahrens,  daß  die  Reihe  auf  der  rechten 
Seite  das  Vorzeichen  wechselt;  berücksichtigt  man  femer,  daß  grr  eine 
ungerade  Funktion  ist,  so  folgt  g\— x)  =  —gix)  oder: 

-  2Ax  +  5  =  -  {2Ax  +  B), 

woraus  sich  B=^0  ergibt,  und  schließlich: 

g{x)^2Ax,    g{x)^Ax'  +  C. 

Die  Formel  (8)  liefert  uns  sodann  die  weitere: 

Setzen  wir: 

SO  ergibt  sich  aus  (9): 

(10)  t(0)  ^  2A, 
Nun  ist: 

^*  =  -s^  =  -U) ^ — 

=  %^x  -  "y-  =  i,  +  2T(a;)  +  x't\x)  - 
folglich  wegen  (6): 

(11)  ^  =  2r(.)  +  .>.^ix)  +  2Ä  +X[-  ^^  +  e^-] 
Die  linke  Seite  läßt  sich  schreiben  (Art.  147): 

«"0  +  ^  «"'0  + 1^  «'"0  + 11  «"O  + . . . 


G    X 

CX  ^ 
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oder  ancli^  wenn  man  bedenkt^  daß: 


ist: 


81  ^  31         ^ 


sie  verschwindet  also  für  a;  =  0;  man  erhält  deshalb    aus    (11)   mit 
Rücksicht  auf  (10): 

oder  J.  =»  0,  und  g(x)y  mithin  auch  c^(*),  reduziert  sich  auf  eine  Kon- 
stante.   Bezeichnet  man  den  Wert  von  e^^*)  mit  D  und  beachtet  man, 

daß  (Art.  147): 


ax 

X 

ex 


ist,  so  daß  —  =^  1  wird  für  rz;  =  0,  so  ergibt  sich  aus  (2),  daß  D  =  1 
sein  muß.     Man  hat  demnach  schließlich: 


*^=^I7'(i-i)^'"''^"-- 


213.  Der  Satz  von  Weierstraß  ist  nach  verschiedenen  Richtungen 
verallgemeinert  worden.  Es  mögen  hier  einige  der  Untersuchungen 
angegeben  werden,  zu  denen  er  Veranlassung  gegeben  hat: 

Bildung  einer  Funktion,  die  als  wesentlich  singulare  Punkte  alle 
Punkte  einer  Kreislinie  besitzt  und  deren  Nullstellen  innerhalb  der- 
selben liegen*); 

Bildung  einer  ganzen  Funktion,  die  in  gegebenen  Punkten  vor- 
geschriebene Werte  annimmt^); 

Bildung  einer  doppeltperiodischen  Funktion  mit  gegebenen 
NuUstellen,  die  in  jedem  primitiven  Parallelogramme  einen  einzigen 
wesentlich  singularen  Punkt  besitzt'); 

Bildung  einer  eindeutigen  Funktion  eines  analytischen 
Punktes,  die  einen  einzigen  wesentlich  singularen  Punkt  und  unend- 
lich viele  gegebene  Nullpunkte  hat*); 

1)  Picard  376. 

2)  Gazzaniga  166,  Stäckel  463.   Vgl.  a.  Schering  441. 

3)  Appell  6,  Pascal  368,  Cazzaniga  116,  117. 

4)  Appell  6. 
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Ableitung  des  Satzes  von  Weierstraß  als  besonderen  Falles  aus 
dem  verallgemeinerten  Mittag-LeflFlerschen  Satze  (wovon  weiter  unten 
die  Rede  sein  wird)^). 

In  einem  gewissen  Zusammenhange  mit  dem  Satze  von  Weier- 
straß steht  folgende  Aufgabe^,  die  freilich  keine  eigentliche  Verall- 
gemeinerung desselben  darstellt:  Gegeben  sind  zwei  Mengen  A,  B 
von  reellen  oder  komplexen  Werten,  von  denen  die  erste  abzählbar, 
die  zweite  in  der  ganzen  Ebene  überall  dicht  ist;  es  soll  eine  in  der 
ganzen  Ebene  existierende  analytische  Funktion  gebildet  werden,  die 
für  alle  Werte  der  Variabein,  die  der  Menge  A  angehören,  der 
Menge  B  angehörige  Werte  annimmt. 

Bemerkenswert  ist  auch  der  folgende  Satz'):  Ist  eine  Menge  von 
Größen  c^  gegeben,  die  der  Bedingung  des  Art.  206  genügen,  so  läßt  sich 
durch  geeignete  Wahl  von  g(x)  (Art.  209)  eine  ganze  Funktion,  die 
als  einzige  Nullstellen  die  c^  besitzt,  so  bilden,  daß  die  sie  darstellende 
Potenzreihe  nur  komplexe  rationale*)  Koeffizienten  besitzt;  sind  femer 
die  Größen  c,.  reell  oder  paarweise  konjugiert,  so  läßt  sich  die  Funktion 
derart  bilden,  daß  sie  lauter  reelle  rationale  Koeffizienten  hat. 

UnterEmoliiuig  der  ganzen  Funktionen^). 

214.  Unter  dieser  Überschrift  fassen  wir  eine  Reihe  von  Unter- 
suchungen zusammen,  die  ihren  ersten  Anstoß  durch  Laguerre 
empfingen  und  die  mehr  oder  weniger  unmittelbar  darauf  abzielen  zu 
erforschen,  ob  und  inwieweit  für  die  ganzen  transzendenten  Funktionen 
die  bekannten  Eigenschaften  der  Polynome  Geltung  behalten.  Einige 
dieser  Untersuchungen  sind,  außer  in  einzelnen  der  bereits  S.  51  an- 
geführten Werke,  in  Arbeiten  von  Bassi®),  Marx^)  und  PizzareUo®) 
systematisch  dargestellt  worden. 

215.  Eine  einfache  Funktion  ist  vollständig  bestimmt,  sobald 
ihre  Nullstellen  gegeben  sind;  folglich  müssen  die  Koeffizienten  ihrer 
Entwicklung  in  eine  Potenzreihe  lediglich  Funktionen  und  zwar  sym- 
metrische (transzendente)  Funktionen  ihrer  Nullstellen  sein.  Die  Be- 
stimmung der  Form  solcher  Funktionen  bietet  keinerlei  Schwierigkeit. 

1)  Casorati  113.  2)  Stäckel  462.     S.  auch  Niccoletti  336, 

Stäckel  460,  461.  3)  Hurwitz  210. 

4)  Als  komplexe  rationale  Zahlen  bezeichnet  man  die  Zahlen  a-\-h%^ 
wenn  in  ihnen  a  und  h  rational  sind. 

5)  Bassi  17,  18,  19,  Cesäro  118,  120,  121,  Desaint  129,  Hermite  202, 
Laguerre  236,  237,  238,  239,  240,  Pincherle  386,  De  Sparre  459,  Vivanti 
493,  499,  604,  606,  Witting  621. 

6)  Bassi  17.         7)  Marx  299.         8)  Pizzarello  394. 
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Setzt  man  in  Gleichung  (5)  des  Art.  210  rj^=-p  und: 

femer: 

^(^)  -IJ  (l  ~  f )  ^*^'*'^  -l  +  a,x  +  a,x'  +  . . ., 

80  hat  man: 

a^  +  2a^x  +  3030?^  +  . . .  = 

==  -  (1  +  «1^  +  a,x'  + . .  OC^p+i^  +  5^+2^^'  +  «^+8^'-'  +  •••); 

daraus  ergibt  sich: 

«1  ==%==•••  =  «1,  =  0, 

0  +  1)  a^+i  =  -  Sp+i,  0  +  2)  a^^g  =  ~  5^^3, .  .  ., 

(2P+I)«2p  +  1  =  - 5,^  +  1, 

(2p  +  2)  a2^+2  =  -  ^2p+2  -  5p+l»i,+l. 

(2|)  +  3)  «2^  +  3  =  —  ^2^  +  3  —  Sp^2  ^p  +  1  "■  ^p  +  l  %  +  2 •?•••; 

Gleichungen^  die  sämtliche  a^^  der  Reihe  nach  zu  bestimmen  gestatten. 

216.     Wird    auf    die    komplexe   Variable   x    eine    ganze 
lineare  Substitution: 

(1)  x^Äy  +  B 

ausgeübt,  so  verwandelt  sich  jede  Normalfunktion  von  der 
Höhe  p  in  eine  Funktion  derselben  Beschaffenheit. 
Es  sei: 

(2)  f(x)  =  c^(-)af»  Tl  (^--)  ^*^'*'^ 

»       i 
eine  Normalfunktion  von  der  Höhe  p,  so  daß   ^  j — r— ^  konvergiert^ 

*         1  .  .  A  =  l I    *  I 

^  Y — TT  divergiert,  und  g{x)  ein  Polynom  ist  von  nicht  höherem  Grade 

A  =  1  I  ^*  I 

als  p,    Mittels  der  Substitution  (1)  verwandelt  sich  (2)  in  eine  ganze 

c^  —  -B  B 

Funktion  g)(y)  von  y,  deren  Wurzeln  — -^ —  (ä  =  1,  2,  •  •  •)  und  —  -v 

sind,  von  denen  die  letztere  m-fach  ist.     Es  läßt  sich  zunächst  be- 
weisen, daß  von  den  Reihen: 
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OD  QO. 

wo^  wenn  B=^c^  ist,  das  r-te  Glied  ausgeschlossen  bleiben  muß,  die 
erste  absolut  konyergiert,  die  letzte  nicht. 

OiBTenbar  können  wir  anstatt  dieser  Reihen  die  beiden  folgenden 
in  Betracht  ziehen: 


00  00 


Nimmt  man  6  willkürlich,  so  läßt  sich  stets  eine  Zahl  n  yon 
der  Art  angeben,  daß  für  jedes  h  >  n: 


<<f 


ist;  man  hat  dann  für  dieselben  Werte  Ton  Ä,  wenn  ^<  1  ist: 

0<k|(l-tf)<|cJ-|5|^|c,-B|^|(rJ  +  |5i<|c»|(l  +  «), 

folglich,  wenn  man  mit  q  irgend  eine  Zahl   bezeichnet,   die    größer 
als  n  ist: 


2  i^xi-*)'-^^^' 


Ä  =  n+1  I    *l 


Ä=n  +  1  I    *  I 


damit  ist  die  Behauptung  erwiesen.     Die  Funktion  (p(jf)  ist  demnach 
Yom  Range  p;  daher  ist  ihr  Ausdruck: 

A=:l  * 

Man  hat  folglich: 


e^(^y +5)(^y  ^  Sy  TT  (l  -  ^y  +  ^  e* 


=  1     *^      = 


1» 


^v 


^'"('+^TJT(i-^)«'"'<''->*- 
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und  daher  hat  der  Ausdruck: 


den  Wert  1.     Daraus  folgt,  daß  sich  l(y)  und: 


(3) 


,(.,,^,j^.[.^__^.] 


nur  um  eine  Konstante  unterscheiden.  Mithin  ist  l(i/)  von  nicht 
höherem  Grade  als  p,  also  g)(y)  eine  Normalfunktion  von  der  Höhe  p, 

217»   Ist  im  besondem  5  =  0,  so  ist: 

nnd  man  findet  unmittelbar  bis  auf  eine  additive  Konstante: 

l(y)^giÄy). 

Also:  Die  Substitution: 

(1)  x=^Äy  +  B, 

wo  JB  +  0,  transformiert  im  allgemeinen  eine  einfache  Funk- 
tion vom  Range  p>0  in  eine  nicht  einfache  Funktion;  da- 
gegen verwandelt  die  Substitution: 

x^Äy 

eine    einfache  Funktion  wieder   in   eine    einfache  Funktion. 

Für  p  ==  0  verwandelt  die  Substitution  (1)  eine  einfache  Funktion 
wieder  in  eine  einfache  Funktion,  was  auch  B  sei. 

Für  p  =>  1  gibt  es  unendlich  viele  Werte  von  B,  für  die  die 
Substitution  (1)  diese  Eigenschaft  besitzt.  Setzen  wir  nämlich  in  dem 
Ausdruck  (3)  des  vorigen  Artikels  g(x)  ^0  und  p  =  1,  so  finden  wir, 
daß  sich  l(y)  und: 

yi  (Ay  +  B Ay    \ 

^  \      c.  c.  —  B) 

nur  um  eine  Konstante  voneinander  unterscheiden.  Der  letztere  Aus- 
druck kann  aber  auch: 

Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  12 


Digiti 


izedby  Google 


178        Zweiter  Teil.    Allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 


^ü?U(<^»-^)  3 


geschrieben  werden;  damit  sich  l(y)  auf  eine  Konstante  reduziert,  muß 
folglich  By  das  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  ist,  der  Gleichung: 

genügen,  also  (s.  Art  210,  (5))  eine  Nullstelle  von  f(x)  sein. 

218.  Sind  bei  zwei  ganzen  Funktionen  die  entsprechen- 
den Koeffizienten  ihrer  Entwicklungen  konjugiert,  so  sind 
auch  ihre  Nullstellen  konjugiert 

Es  sei: 

A  =  0 

eine  ganze  Funktion,  x  ===  cc  +  iß  eine  ihrer  Nullstellen.  Ersetzen  wir 
X  durch  seinen  Ausdruck  und  trennen  wir  den  reellen  und  den  imagi- 
nären Bestandteil,  so  haben  wir: 

WO  ^(UyV),  £1(m, v)  Potenzreihen  der  beiden  reellen  Variabein  t*,  v 
mit  reellen  Koeffizienten  sind,  die  für  alle  endlichen  Werte  dieser 
Variablen  konvergieren.     Daraus  folgt: 

^(«,i8)  =  0,     O(a,i8)  =  0. 

Bezeichnen  wir  mit  äf^  die  zu  a^^  konjugierte  Größe  und  setzen 
in  dem  Ausdruck: 

Ä  =  0      . 

X  ^  (c  —  ißy  so  ergibt  sich  offenbar: 

f  («  -  iß)  =  ^(«,  ß)  -  iD(a,  ß)  =  0, 
was  zu  beweisen  war. 

219.  Aus  dem  vorstehenden  Satze  folgt:  Wenn  die  Ent- 
wicklung einer  ganzen  Funktion  lauter  reelle  Koeffizienten 
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hat,  so  sind  die  NuUstellen  der  Funktion  reell  oder  paar- 
weise konjugiert 

Umgekelirt:  Hat  eine  einfache  Funktion  erster  Klasse  reelle 
oder  paarweise  konjugierte  Nullstellen,  so  sind  die  Koeffi- 
zienten ihrer  Entwicklung  reell. 

Hat  eine  Funktion  zweiter  Klasse  reelle  oder  paarweise 
konjugierte  Nullstellen,  so  sind  die  Koeffizienten  ihrer  Ent- 
wicklung reell,  sohald  der  äußere  Exponent  Null  ist  und 
die  den  konjugierten  Nullstellen  entsprechenden  Konver- 
genzzahlen einander  gleich  sind  (was  man  jedenfalls  voraussetzen 
darf,  da  ja  die  Konvergenzzahlen  lediglich  von  den  absoluten  Beträgen 
der  Nullstellen  abhängen  und  zwei  konjugierte  Nullstellen  denselben 
absoluten  Betrag  haben). 

220.  Besitzt  eine  ganze  Funktion  mit  reellen  Koeffi- 
zienten mehr  als  eine  reelle  Nullstelle,  so  ist  zwischen  je 
zwei  aufeinander  folgenden  reellen  Nullstellen  eine  un- 
gerade Anzahl  reeller  Nullstellen  ihrer  Ableitung  enthalten 
(Satz  von  Bolle). 

Es  seien  fi,  1/  >  fi  zwei  aufeinander  folgende  reelle  Nullstellen  der 
ganzen  Funktion  f{x)  mit  reellen  Koeffizienten;  wir  wollen  sie  der  All- 
gemeinheit wegen  als  mehrfach  und  zwar  beziehentlich  von  der  Ord- 
nung Q,  6  voraussetzen.     Wir  haben  dann  (Art.  173): 

m=nv) f«-^){v)^o, 

folgHch  (Art.  147): 

fix)  =  {X  -  iC)^[^,r^^iiC)  +  ^^^--^^/X.-H^)(^)  +  ...], 

daraus  ergibt  sich: 

fix)  ^{x--  ^).-i[_L^/'(.)(^)  +  -_Z^_/t.+i)(^)  +  ...], 

12* 
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und  folglich: 


f(x)  1       (p-1)!'     ''"^     p! 


1    («-1)1 


ci'     '"'^(ff  +  l)!'  '-^^ 

Man  ersieht  daraus,  daß   der  Quotient  y-y  sowohl  in  ft  wie  in 

V  einen  einfachen  Pol  besitzt,  während  er  offenbar  in  dem  ganzen 
Intervalle  iiv  endlich  ist.  Außerdem  strebt  er,  wenn  x  sich  ft  von 
rechts  nähert,  der  Gh-enze  +  <5o,  wenn  x  sich  v  von  links  nähert,  der 
Ghrenze  —  <x>  zu.  Daraus  folgt  (Art.  102),  daß  er  und  folglich  auch 
f{x)  in  dem  Intervalle  iiv  eine  ungerade  Anzahl  von  Malen  ver- 
schwindet. 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  der  Beweis  für  jedwede  analytische 
Funktion  f{pc)  gilt,  die  in  einem  das  Intervall  iiv  enthaltenden  Be- 
reiche regulär,  in  allen  Punkten  des  Intervalles  selbst  aber  —  mit 
Ausnahme  der  Endpunkte,  in  denen  sie  Null  wird  —  reell  und  von 
Null  verschieden  ist. 

221»  Wir  führen  hier  eine  Anwendung  des  Bolleschen  Satzes 
an,  die  uns  weiter  unten  forderlich  sein  wird. 

Ist  f{x)  eine  ganze  Funktion  mit  reellen  Koeffizienten  und  sind 
Py  g  zwei  reelle  Werte,  so  ist  der  Ausdruck: 

F{x)  ^{p-  q)f{x)  +  (g  -  x)f{p)  +  (x  -p)f(q) 

eine  ganze  Funktion  (Art.  201),  die  für  x  =  p  und  f ür  a;  =  g  Null 
wird.  Es  gibt  demnach  zwischen  p  und  q  mindestens  einen  Wert  Xq 
von  X,  für  welchen  die  Ableitung  verschwindet.    Nun  ist  (Art.  166, 167): 

F'ix)  =  {p-q)r(x)-f(j,)  +  f(q), 
mithin: 

(j>-Q)r{'>'o)-fip)+m=o, 

woraus  sich  ergibt: 

D.  h.:  Sind   irgend   zwei    reelle   Werte  p,   q   gegeben,    so   ist 
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mindestens  ein  Zwischenwert  vorhanden,  in  welchem  f{x) 
den  Wert  des  ZnwacliSYerliältnisses  i^~'^'^-^  annimmt. 

Betrachten  wir  noch  eine  Folge  dieser  Formel.  Nehmen  wir  an, 
fix)  verbleibe,  während  x  nach  positiven  Werten  unbeschiluikt  zu- 
nimmt, innerhalb  endlicher  Grenzen  (wie  es  z.  B.  bei  der  Funktion 
sina;  der  Fall  ist),  so  kann  bei  beliebig  großem,  aber  festem  p  der 
Wert  von  q  stets  so  groß  genommen  werden,  daß  f{x^  beliebig  klein 
ausfällt;  ist  nämlich  '  f{x)  !  ^  -4,  und  bezeichnet  ö  eine  beliebig  vor- 

gegebene    Größe,    so    braucht    man    nur:    q.>p-\ zu    nehmen, 

damit  f{x^  <  6  sei.  Daraus  folgt,  daß,  wenn  sich  f{x)  überhaupt 
einer  Grenze  nähert,  diese  Grenze  nur  Null  sein  kann.  D.  h.:  Ver- 
bleibt die  Funktion,  während  die  Veränderliche  nach  reellen 
positiven  Werten  unbeschränkt  zunimmt,  innerhalb  end- 
licher Grenzen,  so  nähert  sich  ihre  Ableitung  entweder 
keiner  bestimmten  Grenze  oder  hat  den  Wert  Null  zur 
Grenze. 

222.  Hat  eine  beständig  konvergente  Potenzreihe  mit 
reellen  Koeffizienten  eine  endliche  Anzahl  r  von  Zeichen- 
wechseln, so  ist  die  Anzahl  der  reellen  positiven  Nullstellen 
der  durch  diese  Reihe  dargestellten  ganzen  Funktion  ent- 
weder r  oder  um  eine  gerade  Zahl  kleiner  als  r  (Satz  von 
Descartes). 

Der  Satz  gilt  offenbar  für  r  =  0;  mithin  genügt  es,  ihn  durch 
vollständige  Induktion  zu  beweisen. 

Da  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  endlich  ist,  so  liegen  sie  sämt- 
lich zwischen  a^  und  einem  bestimmten  Koeffizienten  a,;  von  diesem 
an  haben  alle  Koeffizienten  dasselbe  Vorzeichen,  das  wir  als  positiv 
voraussetzen  dürfen.  Daraus  folgt,  daß,  wenn  y  eine  Zahl  bedeutet, 
die  größer  ist  als  sämtliche  positiven  Wurzeln  der  algebraischen 
Gleichung: 


2' 

A  =  0 


a^ic*  =  0, 


fiv)  positiv  ist;  die  positiven  NuUsteUen  von  f{x)  sind  mithin  ins- 
gesamt kleiner  als  y;  ihre  Anzahl  wird  demnach  endlich  sein.  Be- 
zeichnen wir  diese  Anzahl  mit  ö,  so  gibt  es  für  jede  beliebige  ganze 
Zahl  a  nur  0  positive  NuUsteUen  der  Funktion: 

X 
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Nach  dem  Satze  des  vorletzten  Artikels  muß  es  folglich  wenig- 
stens 0  —  1.  positive  NuUstellen  der  Funktion  q>a(ß))  geben.  Nun  ist 
(Art.  168): 

man  darf  daher  behaupten^  daß  die  ganze  Funktion: 

00 

tM = ^n^^)  -  «/"w = 2'  (*  - «)  «*^ 

A  =  0 

mindestens  ö  —  1  positive  Nullstellen  besitzt. 

Wir  nehmen  nunmehr  an,  in  der  Funktion  f(x)  finde  ein  Zeichen- 
wechsel zwischen  a^  und  a^^^  statt,  und  vergleichen,  nachdem  wir 
cc  =  t  gewählt,  die  Reihe  der  Koeffizienten  von  f{x): 

mit  derjenigen  der  Koeffizienten  von  ^^(a;): 

(2)  -  ta^,  -{t-\)  ai,  •  •  •,  -  a,_i,  0,  a,^^,  2a,^^,  •  •  -. 

In  dem  Teile  der  Reihe  (1),  der  von  %  bis  a^_^  geht,  und  in 
dem  entsprechenden  der  Reihe  (2)  gibt  es  eine  gleiche  Anzahl  von 
Zeichenwechseln;  ebenso  in  dem  Teile  der  Reihe  (1)  von  a^^^  an  und 
in  dem  entsprechenden  der  Reihe  (2).  Dagegen  enthält  der  Teil 
a^_i,  a^y  a^^i  der  Reihe  (1)  zwei  oder  einen  Zeichenwechsel,  je  nach- 
dem a^_i  und  a^+i  dasselbe  Vorzeichen  haben  oder  nicht;  entsprechend 
besitzt  der  Teil  —  a<_i,  0,  a^^^  der  Reihe  (2)  einen  oder  gar  keinen 
ZeichenwechseL  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  von  '^f{x)  beträgt 
daher  r  —  1 ;  nehmen  wir  den  Satz  für  r  —  1  als  bewiesen  an,  so  ist 
folglich  ö  —  1  <  r  —  1,  woraus  sich  ö  ^  r  ergibt. 

Die  Anzahl  der  positiven  NuUstellen  von  f{x)  kann  also  r  nicht 
übersteigen. 

Beachtet  man,  daß  der  Wert  von  f{x)  für  rc  =  0  gleich  a^  ist, 
und  daß,  wenn  x  dem  Werte  +  oo  zustrebt,  f(x)  dem  "Werte  ±  oo 
zustrebt,  je  nachdem  a,  ^  0  ist,  so  schließt  man  leicht,  daß  die  An- 
zahl der  Zeichenwechsel  und  die  der  positiven  NullsteUen  entweder 
übereinstimmen  oder  um  eine  gerade  Zahl  sich  unterscheiden  müssen. 

223.  Der  Rollesche  Satz  nimmt  für  Polynome  folgende  bündigere 
Gestalt  an: 

Zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Wurzeln  einer 
algebraischen  Gleichung  mit  lauter  reellen  Wurzeln  gibt  es 
eine  und  nur  eine  Wurzel  der  abgeleiteten  Gleichung. 
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Daraus  folgt  unmittelbar  der  weitere  Satz: 

Sind  alle  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  reell, 
so  gilt  dasselbe  für  die  Wurzeln  der  abgeleiteten  Gleichung. 

Für  ganze  transzendente  Funktionen  ist  die  zweite  Eigenschaft 
keine  notwendige  Folge  der  ersten.  Ja,  noch  mehr,  diese  Funktionen 
besitzen  im  allgemeinen  weder  die  eine  noch  die  andre  Eigenschaft. 

Was  die  erste  Eigenschaft  betriflft,  so  mag  bemerkt  werden,  daß, 
wenn  f{x)  eine  für  x^O  nicht  verschwindende  einfache  Funktion 
vom  Bange  |)  >  1  ist,  f\x)  im  Anfangspunkte  eine  mehrfache  Null- 
stelle ^-ter  Ordnung  hat;  setzt  man  also  die  Nullstellen  von  f{x)  als 
reell  voraus,  so  liegen  zwischen  der  niedrigsten  negativen  und  der 
niedrigsten  positiven  Nullstelle  sicherlich  p  (zusammenfallende)  Null- 
stellen der  abgeleiteten  Funktion  f\x). 

Was  die  zweite  Eigenschaft  anlangt,  so  genügt  das  Beispiel  der 
Funktion: 

f{x)  =«  e*  sin  a:, 

die  lauter  reelle  Nullstellen  hat,  während  ihre  Ableitung: 

f'(x)  ==  e'^  [cos  X  +  2x^mx'] 

die  imaginäre  Nullstelle  x  =  0,771     •  •  i  besitzt. 

Es  ist  deshalb  angezeigt  zu  untersuchen,  in  welchen  Fällen  die 
erwähnten  Eigenschaften  auch  transzendenten  Funktionen  zukommen. 

Wir  werden  diese  Frage  in  den  folgenden  Artikeln  behandeln. 

224.  Ist  f{x)  eine  einfache  Funktion  mit  lauter  reellen 
Nullstellen,  so  liegt  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Nullstellen  derselben  von  nicht  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen^) nur  eine  Nullstelle  von  f\x). 

Es  sei: 

wo  sämtliche  c^  reell  sein  mögen;  es  folgt: 


m        a;-f  jj^ojP(a,_cj' 


1)  In  dieser  Fassung  ist  zugleich  der  Fall  einbegriffen,  daß  eine  der  beiden 
Nullstellen  Null  ist. 
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Sind  fi,  V  zwei  reelle  Wurzeln  yon  f{x),  so  ist  mithin: 


m 


-'+2^i7::z^-'>' 


durch  Addition  und  Subtraktion  ergibt  sieh  daraus: 


^S  <i-K,^-\)(r-c.)     ^' 


Ans  der  letzten  Gleichung  erMlt  man: 
und  durch  Einsetzung  in  die  erstere: 

Wir  nehmen  nun  an,  fi  und  v  fielen  zwischen  zwei  aufeinander 
folgende  NullsteUen  von  f(x).  Dann  haben  fi  —  Cj^  und  v  —  c^  für 
aUe  Werte  von  h  dasselbe  Vorzeichen;  folglich  ist  die  linke  Seite 
von  (1)  für  ein  gerades  p,  die  von  (2)  für  ein  ungerades  p  eine 
positive  Größe.  Andrerseits  hat  man,  wenn  f(x)  im  Anfangspunkte 
nicht  verschwindet,  m  =  0,  folglich  sind  die  rechten  Seiten  von  (1) 
und  (2)  Null;  wird  sie  dagegen  im  Anfangspunkte  Null,  so  haben 
fi  und  V  notwendigerweise  dasselbe  Vorzeichen,  folglich  ist  dann  die 
rechte  Seite  von  (1)  oder  (2)  negativ,  je  nachdem  p  gerade  oder 
ungerade  ist.     Die  gemachte  Voraussetzung  ist  also  widersinnig. 
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Aus  dem  obigen  Beweise  erhellt  auch,  daß,  wenn  f{x)  im  An- 
fangspunkte nicht  Null  wird  (m  =  0),  zwischen  ihrer  kleinsten  nega- 
tiven und  ihrer  kleinsten  positiven  Nullstelle  nicht  zwei  von  Null 
verschiedene  Nullstellen  von  f\x)  liegen  können.  Da  nun  f'{x)  in 
diesem  Falle  im  Anfangspunkte  eine  ^-fache  Nullstelle  besitzt,  so  läßt 
sich  nach  dem  Rolleschen  Satze  (Art.  220)  schließen,  daß  es  in  dem 
betrachteten  Intervalle  eine  nicht  verschwindende  Null- 
stelle von  f\x)  gibt  oder  nicht  gibt,  je  nachdem  p  gerade 
oder  ungerade  ist^). 

225,  Wenn  eine  Funktion  f{cc)  von  der  Höhe  0  oder  1 
lauter  reelle  Nullstellen  besitzt,  und  die  im  äußeren  Ex- 
ponenten vorkommenden  Konstanten  reell  sind,  so  sind  die 
Nullstellen  von  f\x)  sämtlich  reell. 

Eine  Funktion  von  der  Höhe  0  oder  1  hat  die  Form: 

OD 

fix)  =  e^^+^x'^YJfl  -  y\  e\ 

wo  ö^  =  0  oder  ö,^  =  —  ist,  je  nachdem  die  Reihe    ^-. — r  konvergiert 

^Ä  .    A=irAl 

oder  divergiert  und  ^  =  0  ist,  wenn  f{x)  die  Höhe  0  hat.    Jedenfalls 
kann  man  schreiben  (vgl.  Art.  209  am  Ende): 

fix)  =  6^*  +  ^^"*  JJ  (l  ~  f)e^, 

wo  0=  J.—  ^—  oder  C'  =  J.  ist,  je  nachdem     5", — t  konvergiert 

Ä=i^Ä  A=irA| 

oder  divergiert.    Nach  den  Voraussetzungen  des  Satzes  sind  C  und  B 
reell. 


1)  Dieses  eigenartige  Verhalten  der  Funktion  in  dem  den  Anfangspunkt 
enthaltenden  Intervalle  darf  uns  nicht  überraschen.  Während  nämlich  der 
Anfangspunkt  durch  keine  auf  ein  Polynom  bezügliche  besondere  Eigenschaft 
charakterisiert  ist,  weil  er  ja  mittels  einer  linearen  Substitution,  die  ein  Poly- 
nom in  ein  Polynom  verwandelt,  auf  einen  beliebigen  Punkt  übertragen  werden 
kann,  läßt  sich  dasselbe  nicht  mit  Bezug  auf  eine  ganze  einfache  Funktion 
sagen,  da  diese  sich  im  allgemeinen  durch  eine  lineare  Substitution  in  eine 
nicht  einfache  Funktion  verwandelt  (Art.  217).  Dieser  Unterschied  verschwindet 
für  p  =^  0  und  p  =  1,  da  ja  eine  einfache  Funktion  mittels  einer  im  ersten  Falle 
willkürlichen,  im  zweiten  Falle  zweckmäßig  gewählten  linearen  Substitution  in 
eine  einfache  Funktion  transformiert  werden  kann.  Und  es  liegt  eben  für  p  =  0 
und  p  =  1  auch  in  dem  Intervalle  zwischen  der  kleinsten  negativen  und  der 
kleinsten  positiven  Nullstelle  von  f(x)  eine  einzige  Nullstelle  von  f'(x)\  diese 
ist  für  p  =  0  verschieden  von  Null,  für  2?  =  1  Null. 


Digiti 


izedby  Google 


186        Zweiter  TeiL    Allgemeine  Theorie  der  aii»l7ti8cheii  Funktionen. 
HierauB  folgt: 

f\x)  _  r»  4-  -  4-  "V      ^ 

fix)        ^^  X  -^j^e.^x-c,)' 
Ist  X  ^  a  +  iß  eine  komplexe  NnUstelle  Yon  f'(x)y  so  muß  sein: 

o  —  r  4-    **    4.  "V      «  +  *P  _ 

oder  anch: 

and,  indem  man  iesa  Koeffizienten  ron  t  gleich  Null  setzt: 


n 


=  ß 


ao 

_       m ■^  1 


eine  Gleichung^  die  lediglich  für  /3  =  0  bestehen  kann. 

226.  Besitzt  eine  einfache  Funktion  lauter  reelle  und 
von  Null  verschiedene  Nullstellen,  so  hat  auch  ihre  Ableitung 
lauter  reelle  Nullstellen. 

Gegeben  sei  die  Funktion: 

alsdann  ist: 

Ist  X  =  a  +  iß  eine  komplexe  NuUstelle  von  f\x\  so  ist: 
^_  ^ 1  _  V      ^  —  c^-iß 

oder  auch,  wenn  man   den   reellen   und  den   imaginären  Bestandteil 
trennt: 
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OD  00 

<»'  ''.■l^((.-l>-+.-)°"- 

Angenommen,  es  wäre  j8  +  0,  so  müßte  nach  (3): 

CO 

sein,  nnd  (2)  würde  sich  mithin  reduzieren  auf: 

00 

Nun  können  'aber  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  nicht  zugleich 
statthaben,  weil  die  linke  Seite  der  einen  oder  der  andern,  je  nachdem 
p  gerade  oder  ungerade  ist,  aus  lauter  positiven  Summanden  besteht. 
Folglich  muß  /3  =  0  sein. 

227.  Man  kann  hinzufügen,  daß,  wenn  alle  Nullstellen  der 
Punktion  positiv  sind,  dasselbe  für  die  Nullstellen  ihrer 
Ableitung  stattfindet.  —  Es  kann  nämlich  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  rechte  Seite  von  (1)  für  x  '^0  nicht  Null  werden. 

Für  einfache  Funktionen  vom  Range  Null  gilt  dieser  Satz,  auch 
wenn  sie  die  Nullstelle  0  besitzen.     Aus  der  Gleichung: 

ersieht  man  nämlich,  daß,  wenn  c^  >  ^  ^^^  jedes  h  ist,  f{x)  für  x  <iO 
nicht  verschwinden  kann.  Mit  Beachtung  des  Satzes  Art.  225  kann 
man  also  schließen,  daß,  wenn  keine  Nullstelle  einer  Funktion 
von  der  Höhe  0  komplex  oder  negativ  ist,  dasselbe  für  ihre 
Ableitung  statthat. 

Ist  dagegen  der  Rang  p  der  im  Anfangspunkte  verschwindenden 
einfachen  Funktion  f{x)j  deren  übrige  Nullstellen  reell  und  positiv 
sind,  eine  ungerade  Zahl,  so  hat  die  Ableitung  notwendig  negative 
NuHsteUen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  nämlich  die  rechte  Seite  der 
Gleichung: 
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xf\x) 


f{x) 


für  alle  negativen  Werte  von  x  endlich,  sie  hat  ferner  für  a?  =  0 
den  positiven  Wert  m  und  strebt  für  lim  rc  =«  —  oo  dem  Werte  —  oo 
zu.  Daraus  folgt  (Art.  102),  daß  es  mindestens  einen  negativen  Wert 
von  X  gibt,  welcher  die  rechte  Seite  zu  Null  macht. 


328.   Ist  die  Funktion: 

'ifcc* 


ir 


f{x)  =  c^-'^  Vb/^;'»  JJ(l  -  -)  e*=i  *"* 

gegeben,  wo  die  Cj^  und  ebenso  A  und  B  reell  sind,  A  aber 
nicht  positiv^)  ist  und  r  die  ungerade  der  beiden  Zahlen  py^ 
^+  1  bezeichnet,  so  besitzt  die  Funktion  f\x^  eine  endliche 
Anzahl  komplexer  Nullstellen,  und  deren  Argumente  liegen 
in  den  Intervallen: 


7t  rt  -1  ^ 


(2A-l)y---      2X^ 
_(2A-1)- 2A- 


(a  =  1,2,..,^). 


Mit  anderen  Worten:  Teilt  man  die  Ebene  durch  Strahlen,  die 
vom  Anfangspunkte  ausgehen  und  von  denen  einer  die  positive  reelle 
Achse  sein  mag,  in  2r  gleiche  Winkelräume,  und  bezeichnet  man,, 
indem  man  von  dieser  Achse  aus  nach  beiden  Richtungen  geht,  jeden 
Winkelraum  mit  einer  fortlaufenden  Ordnungszahl,  so  können  sich 
die  komplexen  NullsteUen  nur  in  den  Räumen  mit  gerader  Zahl 
befinden. 

Außerdem  liegt  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Nullstellen  von  f{x)  von  nicht  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen eine  einzige  (reelle)  Nullstelle  von  f\x). 

Setzen  wir: 

r  ==jp+  1  —  «, 

wo  s  entweder  0  oder  1  bedeutet,  je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade- 
ist, so  haben  wir: 

X       fix)  X  ^<^h{^-cJ 


1)  Desaint  (129),   der  einen  Satz  aufstellt,   von  dem    der  gegenwärtige 
eine  Verallgemeinerung  ist,  sagt  irrtümlich,  Ä  müsse  positiv  sein. 
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Nun  ist: 


KcJcr,-\x-< 


femer  für  beide  Werte,  die  s  annehmen  kann: 


folglich  ist: 

00 


und: 

(1) 


xf-^fix) 


('+i)^'+'^+^+2[^=i(l=^+4]- 


Ist   X  =  q(gob  0  +  tBmff)   eine    komplexe   Nullstelle    von   r(x), 
so  ergibt  sich  hieraus: 

(r  +  l)J.p(cos6  +  isinö)  +  rJB  +  —  (cosrö  —  isinrö)  + 

Q 


-^[^ 


Q  COS  6  —  c.  —  ig  sin  $ 


+  e 


^]- 


0 


A=:i  L.  «    ^((9COsÖ-C;i)*  +  9*sm«Ö) 
und,  wenn  man  den  Koeffizienten  von  i  gleich  Null  setzt: 
(2)      (r  +  1)^9  sin  Ö  -  ^  sin  rÖ  - 


daraus  ergibt  sich 
sinrö 


CO 

-  (»sin  02jer^-i(f*  +  cl-2«c,cose)  "  ^5 


(3) 


sind 


{r+l)A     ^^^-n^p2  +  c|-2pc,cosö) 


Ä  =  i 


r+l 


folglich  mit  Rücksicht  darauf,  daß  A  nicht  positiv  und  r  —  1  gerade  ist: 

sinr6 


sind 


<o. 


Das  heißt: 
Wenn     0<Ö<      sr,     so  ist         (2A-l)y<e<      2A  y; 

wenn     0  >  Ö  >  -  ä,     so  ist     —  (2A  -  1)  y  >  Ö  >  -  2A  y , 
wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet. 
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Der  Kürze  wegen  schreiben  wir  (3)  folgendermaßen:      • 
smrß  __  __  j  if^^ 

WO  L  eine,  positive  Größe  ist;  es  folgt  hieraus: 

Für  p  >  2, 1  c^  I  >  2  hat  man: 

folglich: 

p*  +  cj  +  2p  1  Ca  I  <  pM; 

nm  so  mehr  ist  deshalb: 

p*  +  d  —  2qCh  cos  e  <  Q^(?H 

nnd: 

00  00 

folglich: 

WO  die  rechts  auftretende  Reihe  aus  lauter  positiven  Gliedern  besteht 
und  konvergent  ist. 
Femer  ist: 

|sinrö|  <  1,      I  sin  ö|  ^  sin  —  , 


folglich  erhält  man  aus  (4): 


r+l^       ^Q* 


oder  auch: 


r*r-l 


< 


sm  — 
r 


1 


A  =  l    C; 


Es  folgt  daraus  für  r  >  1,  daß  die  absoluten  Beträge  der  kom- 
plexen Nullstellen  von  f^x)  sämtlich  kleiner  sind  als  eine  bestimmte 
endliche  Größe,  und  daß  mithin  (Art.  206)  die  Anzahl  dieser  Null- 
stellen endlich  ist. 
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Schließlich  ersieht  man  leicht,  daß,  wenn  x  in  wachsendem  Sinne 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Nullstellen  von  f{x)  mit  nicht 
entgegengesetztem  Vorzeichen  variiert,  die  rechte  Seite  von  (1)  be- 
ständig abnehmend  von  +  oo  nach  —  oo  übergeht.  Daraus  folgt, 
daß  in  dem  betreffenden  Intervalle  nur  eine  einzige  NuUsteUe  der 
Ableitung  liegt. 

Für  r  =»  1  reduziert  sich  (2)  auf: 


sin  ö 


2Aq 


'7- 

Ä  = 


Q        ^^Q^  +  cl^2QC^cose 


-0, 


eine  Gleichung,  die,  da  J.  <  0  ist,  nur  durch  sin  ö  =  0  befriedigt 
werden  kann.  Ist  also  p  =  0  oder  jp  ==  1,  so  hat  die  Ableitung 
keine  komplexen  Nullstellen  (vgl.  Art.  225). 

Ein  zweiter  Fall,  in  welchem  die  Nullstellen  der  Ab- 
leitung sämtlich  reell  sind,  tritt  ein,  wenn  m  =  0  ist.  In  der 
Tat  reduziert  sich  dann  die  linke  Seite  von  (2)  auf: 


Q  &mO 


oo 


JC^COSÖ) 


ein  Ausdruck,  der  für  p  +  0  nur"  Null  sein  kann,  wenn  sin  ö  =  0  ist. 

239.  Der  eben  bewiesene  Satz  stellt  nur  eine  Beschränkung 
hinsichtlich  der  Anzahl  und  der  Argumente  der  komplexen  NuUsteUen 
der  Ableitung  fest;  er  gibt  uns  daher  keine  Gewißheit  darüber,  ob  es 
auch  Funktionen  von  der  betreffenden  Beschaffenheit  gibt,  deren  Ab- 
leitung  wirklich  komplexe  NuUstellen  besitzt.  Das  folgende  Beispiel 
möge  dazu  dienen,  die  Existenz  solcher  Funktionen  außer  Zweifel 
zu  setzen. 

Es  sei  y^y  y^y  '  '  '  ®^®    unbegrenzt   zunehmende  Folge   positiver 

Zahlen  von  der  Art,  daß  ^  —  nur  für  s  ^  3  konvergiert.    Wir  bilden 

A=i  yi 

die  einfache  Funktion  vom  Bange  2  mit  der  Doppelnullstelle  0  und 
den  einfachen  Nullstellen  ±  y^,  ±  y^,  •  •  •: 


/■(«) 


-^j[j[(i-f.)^'""'('+a 


2y' 


--Uo-S) 
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Setzen  wir  x^  ^  y,  yl-^  d^,  so  ist: 

/•(^)=9(»)=yn(i--^)«*s 

woraus  (Art.  169)  folgt: 

*    1  3 

Da   ^^7  nur  f ür  ^  ^  y  konvergiert,  so  ist  q)(y)  eine  einfache 

A=l     h 

Funktion  vom  Range  1,  die  außer  der  Nullstelle  0  lauter  reelle  und 
positive  Nullstellen  besitzt.  Daraus  folgt  (Art.  227),  daß  g)\y)  nega- 
tive, also  f\x)  rein  imaginäre  Nullstellen  besitzt. 

330.  Die  Sätze  der  vorhergehenden  Artikel  sind  verschiedener 
Verallgemeinerungen  fähig.  Einige  davon  ergeben  sich  von  selbst, 
wenn  man  beachtet  (Art.  216,  217): 

daß  eine  Substitution  von  der  Form  x  =  Ay  +  B  (Transforma- 
tion der  reellen  Achse  in  eine  beliebige  Gerade  der  Ebene)'  eine  ein- 
fache Funktion  vom  Range  0  in  eine  Funktion  von  derselben  Natur 
überfährt; 

daß  dasselbe  für  eine  Funktion  vom  Range  1  gilt,  sobald  JB  (der 
neue  Anfangspunkt)  Nullstelle  ihrer  Ableitung  ist; 

daß  eine  Substitution  von  der  Form  x  =  Ay  (Drehung  der  reellen 
Achse  um  den  Anfangspunkt)  eiae  einfache  Funktion  vom  Range  p 
in  eine  Funktion  von  derselben  Beschaffenheit  überführt. 

Dementsprechend  erhält  man  folgende  Sätze: 

Liegen  die  Nullstellen  einer  einfachen  Funktion  vom 
Range  0  auf  einer  beliebigen  Geraden,  so  liegen  die  Null- 
stellen ihrer  Ableitung  auf  derselben  Geraden. 

Liegen  die  Nullstellen  einer  einfachen  Funktion  vom 
R;ange  1  auf  einer  Geraden,  die  eine  Nullstelle  der  Ab- 
leitung enthält,  so  liegen  alle  übrigen  Nullstellen  der 
Ableitung  auf  derselben  Geraden. 

Sind  die  Nullstellen  einer  einfachen  Funktion,  deren 
Rang  >  1  ist,  von  Null  verschieden  und  liegen  sie  auf  einer 
durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Geraden,  so  liegen  die 
Nullstellen  ihrer  Ableitung  auf  derselben  Geraden. 

231.  Liegen  die  Nullstellen  einer  einfachen  Funktion 
vom  Range  1  sämtlich  auf  einer  Geraden,  so  liegen  die 
Nullstellen  ihrer  Ableitung  sämtlich  auf  derjenigen  Seite 
dieser  Geraden,  auf  der  der  Anfangspunkt  liegt. 
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Wir  dürfen  die  Gerade  als  parallel  zur  Achse  der  imaginären 
Größen  voraussetzen,  da  wir  ja,  wenn  sie  es  nicht  wäre,  mittels  einer 
passenden  Substitution  von  der  Form  x  =  Ay  auf  diesen  Fall  zurück- 
gehen könnten. 

Es  sei  also  C;^  =  ft  +  iv^^^  und  ij?  =  a  +  ijS  bedeute  eine  Nullstelle 
der  Ableitung.     Dann  muß  sein: 

00  00 

daraus  folgt,  wenn  man: 

(jjf  +  i^)[(«  -  p)«  +  (|3  -  n)T  =  81 


setzt: 


A  =  l 


''A 


und  durch  Sonderung  des  reellen  und  des  imaginären  Bestandteiles: 
.^s  [  ft(«  -  f*)Äo  -  ^B^  +  5^,  =  0, 

^  -^  -      1  -  /3ft«o  +  (2ft  -  a)iSi  =  0, 

wo: 

^o^^ßfj      ^i'^^'sl'      ^^^^W 

A=l       *  A=l       *  A=l       * 

Multiplizieren  wir  die  erste  Gleichung  (1)  mit  «*,  die  ziiv^eite  mit 
—  aß,  so  erhalten  wir  durch  Summierung: 

[fi(cc  -  fi)a'  +  fiaß^S,  +  [-  a^ß  -  aß{2^  -  a)]S,  +  a'S,  ==  0, 

oder  auch: 

fi(a  -  /i)(«2  +  ß')So  +  (i'ß'S,  -  2iiaßS^  +  a^Ä,  =  0, 

oder  endlich: 

Ä  =  l  * 

woraus  folgt: 

eine  Ungleichung,  durch  die  der  obige  Satz  bewiesen  wird. 

232.  Liegen  die  Nullstellen  einer  einfachen  Funktion 
0-ten  Ranges  auf  zwei  parallelen  Geraden,  so  liegen  die- 
jenigen ihrer  Ableitung  sämtlich  zwischen  den  beiden  Ge- 
raden. 

Vivanti,  Theorie  der  eindeatigen  analytiicben  Funktionen.  13 
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Durch  eine  lineare  Substitution  läßt  sich  bewerkstelligen^  daß 
die  Geraden  der  j/-Achse  parallel  werden  und  von  ihr  gleichen  Ab- 
stand haben;  man  hat  dann  c^  »  Sj^fi  -f  iv^,  wo: 

«A  =  ±  1- 

Ist  X  =  a  +  iß  eine  Nullstelle  der  Ableitung,  so  muß  sein: 
setzt  man  (a  —  Sf^fiy  +  (ß  —  v^^  ==  *J?  so  folgt  daraus: 

QO  OD  00  00 

A  =  l      *  Ä  =  l      A  A  =  l      *         A  =  l      * 

Mit  Rücksicht  darauf,  daß: 

qp 


Ä  =  l 


folgt  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen    —   <  1 ,  womit  der  Satz  be- 
wiesen ist. 

233.  Liegen  die  Nullstellen  einer  einfachen  Funktion 
0-ten  Banges  sämtlich  auf  derselben  Seite  einer  bestimmten 
Geraden,  so  findet  dasselbe  für  die  Nullstellen  ihrer  Ab- 
leitung statt. 

Nehmen  wir  als  jene  Gerade  die  reelle  Achse,  was  stets  möglich 
ist,  und  setzen  wir  C;^  =  ^^  +  ivj^,  so  haben  alle  Vj^  dasselbe  Vorzeichen, 
z.  B.  das  positive.  Sodann  ist,  wenn  wir  mit  ic  =  a  +  ijS  eine  Null- 
stelle der  Ableitung  bezeichnen: 

^_y'^__^ 1 ^    ^—H-K^-n) 

setzt  man  (a  —  ftj^  +.  {ß  —  v^^  =  d?,  so  folgt: 

OD  00  OD  00 

(1)  ^2'i=2$'    ^^h.^^M' 

A  =  l       *         A  =  l       *  A  =  l       *         A  =  l       '* 

Man  ersieht  daraus,  daß  auch  ß  positiv  sein  muß. 
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234.  Liegen  die  Nullstellen  einer  einfachen  Funktion 
0-ten  Ranges  sämtlich  innerhalb  eines  spitzen  Winkels,  so 
liegen  die  Nullstellen  ihrer  Ableitung  innerhalb  desselben 
Winkels. 

Wir  dürfen  voraussetzen,  der  Scheitel  des  Winkels  sei  der  An- 
fangspunkt, der  eine  seiner  Schenkel  sei  die  reelle  Achse,  der  andre 
aber  falle  in  den  ersten  Quadranten;  dann  ist  nach  den  Bezeichnungen 
des  vorigen  Artikels  fif^  >  0,  v^  >  0,  und  außerdem  ist  das  Verhältnis 

—   zwischen   0  und   einer   bestimmten   endlichen   positiven   Größe  l 

(Richtungskoefßzient  des  zweiten  Schenkels)  enthalten.     Folglich  hat 
man: 


und  infolgedessen: 


oder  auch  wegen  Gleichung  (1)  des  vorigen  Artikels: 


o<i<i. 


236,  Bevor  wir  die  wenigen  bekannten  Sätze,  welche  die  Be- 
stimmung des  Ranges  einer  ganzen  Funktion  betreffen^  darlegen, 
wollen  wir  folgenden  Hilfssatz  beweisen: 

Sind  c^y  Cj,  •  •  •  die  Nullstellen  einer  ganzen  Funktion, 
•  die  entsprechenden  Konvergenzzahlen^    so   ist  die 


Reihe 

(1) 


in  jedem  endlichen,  keinen  der  Punkte  c^  enthaltenden  Be- 
reiche gleichmäßig  konvergent. 

Sei  C  der  betrachtete  Bereich;  wir  können  dann  um  den  An- 
fangspunkt einen  Kreis  beschreiben,  der  in  seinem  Innern  den  Be- 
reich C  enthält  und  durch  keinen  Punkt  c,^  hindurchgeht.  Ist  q  der 
Radius  dieses  Kreises  und: 


\c^,\<9<\c,,^ 


'2  +  1  I? 


13« 
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so  können  wir  eine  Größe  6  von  der  Art  angeben,  daß  die  mit  dem 
Halbmesser  6  um  die  Punkte  c^,  c^,  •  ••,  c^  beschriebenen  Kreise  sämt- 
lich außerhalb  C,  aber  innerhalb  des  Kreises  q  liegen.  Dann  ist  der 
Bereich  C  in  dem  zwischen  dem  Kreise  q  und  den  Kreisen  6  liegen- 
den Bereiche  D  enthalten,  und  es  genügt  somit  zu  beweisen,  daß  die 
Reihe  (1),  deren  sämtliche  Glieder  in  allen  Punkten  von  D  endlich 
sind,  in  D  gleichmäßig  konvergent  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  m  irgend  eine  Zahl,  die  größer  als  q  ist,  so 
haben  wir  für  |  rc  |  <  p: 


es  ist  aber: 


folglich  ist: 


^1~ 


<^ 


1  — 


^1- 


'-s  +  il 


< 


^  IcJ'-Ä  +  i 


^9  +  1  I 


X^h 


Nun  ist   die  Reihe    S —r—rr  für  alle  endlichen  Werte   von  x. 

im  besondem  also  auch  für  a?  =  p  unbedingt  konvergent;  nach  An- 
nahme einer  willkürlichen  Größe  r  läßt  sich  also  eine  Zahl  n  von 
der  Art  bestimmen,  das  für  jedes  m  >  w  gilt: 


A  =  m  1    i 


F-<'('-R^> 


Daraus  folgt,  daß  sich  bei  beliebigem  r  eine  Zahl  n  von  der  Art 
angeben  läßt,  daß  für  jedes  w,  das  größer  ist  als  n  und  g,  und  für 

\x\<q: 

OB 

x''h 


0 


<r, 


wodurch  der  Satz  bewiesen  ist. 


236.   Sind  c^,  c^,  •  •  ■  die  Nullstellen  einer  ganzen  Funk- 
tion und  ist,  wenn  |c,,  [  =  y^  gesetzt  wird: 
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wo  p  eine  nicht  negative  ganze  Zahl^  X  eine  endliche  posi- 
tive Größe  bedeutet,  so  ist  die  Funktion  vom  Range  p 
(Satz  von  De  Sparre). 

Nimmt   man    eine  positive  Größe  ö  <  A   an,   so   läßt   sich   eine 
Zahl  m  von  der  Art  angeben,  daß  für  jedes  h^m: 


ist.     Man  hat  also: 


K+\(rfn+»  -  ym+i)  >  ö, 


oder  auch: 


y^tV 


Setzen   wir   zunächst  |>  >  0   voraus,   und   erheben   wir   die  Un- 
gleichungen (1)  in  die  p-te  Potenz,  so  erhalten  wir: 

daraus  ergibt  sich: 

und  um  so  mehr: 

Es  folgt  hieraus: 


und  durch  Erhebung  in  die       '     -te  Potenz  und  Summierung: 


/m  +  1 


L    .  _L_  + 


vsixi 


< 


{p0)  f  . 


1   P 


+  1       '  p  +  1    ~ 


P- 

2   ^ 


nun  ist  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  bekanntlich  konvergent,  folg- 
lich konvergiert  auch  die  auf  der  linken  Seite,  und  die  Funktion  ist 
höchstens  vom  Range  p. 

Nimmt  man  andrerseits  eine  Größe  x  >  A  an,  so  läßt  sich  eine 
Zahl  n  von  der  Art  angeben,  daß  för  jedes  h^n: 

yr'(n+i-n)<«- 
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Es  ist  also  dann: 
oder  auch: 

y«+i  ""^  y«  "T-  p-\j 

in 

und  nach  Erhebung  in  die  p-ie  Potenz: 

Da  nun  limy^  «=»  oo,  so  läßt  sich,  unter  der  Voraussetzung  i)  >  0, 

h  —  Oi 

n  so  groß  annehmen,  daß  für  jedes  h^n: 

wird;  aus  der  vorigen  Ungleichung  erhält  man  dann: 

oder,  wenn  wir  x(2^  —  1)  «  jli  setzen: 
Auf  dieselbe  Weise  erhält  man: 

yS+2  <  yS+i  +  f*.  ••*; 

folglich: 

yS.2<yf  +  2^,  •••• 

Daraus  ergibt  sich: 

J_,_l_,  1,1,         ^      1        ,  1  ,        _ 

yJ  +  f^Li  ^  2  ^      J' 

nun  ist  die  letzte  Reihe  aber  divergent,  folglich  ist  es  auch  die 
Beihe  auf  der  linken  Seite,  und  die  betreffende  Funktion  ist  genau 
vom  Range  p. 

Es  sei  jetzt  p  =  0;  die  Ungleichungen  (1)  lauten  dann: 

y™+i  >  ym(i  +  ö),  ym+j  >  y».+i(i  +  ö),  •  •  •, 

woraus  sich  ergibt: 
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und  folglich: 

Nun  ist  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  konvergent,  fo^lich  ist 
es  auch  die  links  stehende,  und  die  betreffende  Funktion  ist  daher 
0-tein  Ranges. 

337.  Die  Umkehrung  des  Satzes  von  De  Sparre  ist  nicht  allge- 
mein gültig.  Es  liege  z.  B.  eine  Folge  zunehmender  positiver  Größen 
Yj^  von  der  Art  vor,  daß: 

ist;  wegen  des  soeben  bewiesenen  Satzes  sind  dann  die  y^  Nullstellen 
einer  Funktion  vom  Range  1.  Indem  wir  ö  =  f  A  nehmen,  bestimmen 
wir,  wie  vorher,  eine  Zahl  m  von  der  Art,  daß  für  jedes  h^m: 

n+i  -  n  >  ö 

wird;  die  Größen  yj^  +  0  sind  für  h^m  offenbar  sämtlich  von  den 
y^^  verschieden  und  überdies  (Art.  216)  NullsteUen  einer  Funktion 
vom  Range  1.     Daraus  folgt,  daß  auch  die  Größen: 

Nullstellen  einer  Funktion  vom  Range  1  sind.  Ordnet  man  sie  nach 
zunehmender  Grröße,  so  erhalt  man  die  Folge: 

7x7  y%j  •  •  •;  rmy  rm  +  ö,  y«+i,  y«+i  +  ö,  •  •  •; 

bezeichnet  man  die  Glieder  dieser  Folge  mit: 

"i;   ^%y  '  •  'y   ^my   ^m  +  iy   "m  +  2>   *iw  +  8?   '  *  'y 

so  ergibt  sich: 

*m  +  2A  +  l  ""  *m  +  2A  =  ö  =  1^  I  (ft  =^  0    1    •  •  •) 

SO  daß  die  Differenz  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder  keiner  Grenze 

zustrebt. 

> 
238.    Ist  f(x)  eine  Normalfunktion  von  der  Höhe  p,   so 
hat  man: 

(1)  lima»-f^  =  0. 
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Ist  ferner  p  der  Rang  von  f{x)y  so  strebt  der  Ausdruck: 

(2)  9»-/?—; 

wenn  q  unbegrenzt  wächst,  keiner  endlichen  Grenze  zu. 

Bevor  wir  den  Satz  beweisen,  müssen  wir  eine  Bemerkung  voraus- 
schicken. 

fix) 

Die  Funktion  -^-^  ist   auf  jeder   durch   keine   Nullstelle    von 

f(x)  hindurchgehenden  Kreislinie  um   den  Anfangspunkt  endlich  und 
stetig;  folglich  hat  der  Ausdruck: 

für  alle  diese  und  nur  für  diese  Kreise  einen  bestimmten  Sinn. 

Die  Werte  von  q,  welche  absolute  Beträge  der  NuUstellen  von 
f(x)  sind,  bilden  eine  isolierte  Menge  J.,  die  die  einzige  Grenzstelle 
oo  besitzt;  nennt  man  B  die  Menge  der  reellen  und  positiven  Werte, 
die  A  nicht  angehören,  so  gibt  es  stets  unendlich  viele  Elemente 
von  By  die  größer  sind  als  eine  ganz  beliebige  positive  Größe  L  Der 
Sinn  der  Gleichung  (1)  ist  dann,  daß  sich  nach  Annahme  einer  will- 
kürlichen positiven  Größe  ö  immer  eine  positive  Größe  l  von  der  Art 
angeben  läßt,  daß  für  alle  Elemente  q  von  B,  die  größer  sind  als  A: 


2» 


fXQ) 


^f(9) 


<<J 


ist.   Analoge  Betrachtungen  gelten  offenbar  auch  für  den  Ausdruck  (2). 
Es  sei  jetzt: 

WO  g(x)  ein  Polynom  von  nicht  höherem  Grade  als  p  ist,  und  es  möge 

OD  OD 

2 ] — üTl  konvergieren,  ^ -. — r-  dagegen  divergieren.    Man  hat  dann: 


x^ax)     xp  "^  ^^^'   i^  <(^-<^k) 

OD 
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P 
oder  auch;  wenn  wir  g(x)  =  ^b^a^  setzen: 


-^      .-6.. 


Greifen  wir  aus  der  Menge  B  einen  Wert  q  heraus  und  nehmen 


wir: 

k,  |<  9  <  I  Cj+i  i 


an,  so  haben  wir  (Art.  125,  127,  131): 

»6, 

m 


ä«  3+^^  =  0  (i=l,2,...,p). 


m 


-^    für    Ä^g, 


<*^(»-<'a) 


0       &a    h>q, 
folglich  (Art.  126)   mit  Rücksicht   darauf,  daß  (Art.  235)  die  Reihe 

OD  00 

^7p7^ — r\y  ^^^   demnach  auch   die  Reihe  ^  cJ^^x(x-c\  '  ^"^ 
dem  Kreise  q  gleichmäßig  konvergent  ist: 

^m   i^'T^   ff^^^^'     Ä*^^^' 


und  schließlich,  da  lim  g  —  oo  für  lim  p  =  oo : 

limäR-p^-0. 


Man  hat  weiterhin: 

fix)  ^  y  *"■•  I  «*  I  y     « 


-^    .-6.. 
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Nun  ist: 

^Jht^i  0      für    t- 1,2,..  .,1,-1, 

pP-*      \pb^    für    i^p, 

^^       f  0      für    p>0, 


m 


9 


^      [m     für    j)  =-  0, 
.T     für     Ä^g, 


«'f  (*  -  «») 


0      für     h>q; 


bezeichnen  wir  also  mit  e  einen  Koeffizienten,  der  für  ^  >  0  gleich 
Null,  für  ^  ==  0  aber  1  wird,  bo  ist: 


^iJ^-'"'.+^''+2i 


Da  aber  die  Reihe  ^  -p   der  Voraussetzung  nach  nicht  konver- 

giert,  so  ist  lim 3R     [_[        entweder  überhaupt  nicht  vorhanden  oder 

p  =  <x>       e^      fig) 
unendlich,  je  nachdem  diese  Reihe  unbestimmt  oder  divergent  ist. 

Es  muß  bemerkt  werden,  daß  die  Beziehung  (1)  auch  dann  noch 
gilt,  wenn  an  Stelle  von  p  irgend  eine  ganze  Zahl  tritt,  die  größer 
ist  als  p.  In  der  Tat  kann  eine  Normalfunktion  von  der  Höhe  p 
stets  (Art.  209)  auf  die  Form  einer  Normalfunktion  von  größerer 
Höhe  als  p  gebracht  werden. 

239,  Ist  f{x)  eine  ganze  Funktion  und  gilt  die  Beziehung: 

(1)  KmaÄ-f^-^^-  =  0 

stets    und   nur   für    diejenigen    ganzen   Zahlen   f,    die    nicht 
kleiner   sind   als    eine   nicht   negative    ganze   Zahl  p,  so    ist 
f(x)  eine  Normalfunktion  von  der  Höhe  p. 
Es  sei: 

2-f 


(2)  fix)  =  e'(')a:»n'(l  -  ^^  ^'^'i , 

wo: 
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Dann  ist: 


X 

Nun  ist: 


0  für  i  +  ^+  1, 


aK(>»-'-i- 


1  für  i  =  ^+  1, 


ferner,   wenn  man  in  (1)  und  (2)  Art.  131  f{x)  =  oifh~*~^  setzt  und 
Oft  anstatt  c  schreibt: 


SR 


9-H 


*  =  0 

QO 


Die  Zahlen  r^^  können  wir  als  mit  h  unbeschränkt  wachsend 
annehmen^  weil  wir,  ohne  die  absolute  Konvergenz  des  unendlichen 
Produktes  zu  beeinträchtigen,  zu  den  in  (2)  als  Exponenten  vor- 
kommenden Polynomen  stets  so  viele  Glieder  hinzufügen  können  als 
wir  woUen,  vorausgesetzt  nur,  daß  wir  dieselben  Glieder,  mit  ent- 
gegengesetztem Zeichen  behaftet,  in  g{x)  hineinsetzen.  Wir  können 
sogar  sämtliche  rf^  größer  als  p  voraussetzen.  Nehmen  wir  demnach 
Q  SO  groß,  daß  r,,  >  t  wird  für  \Cf^\>  Qj  so  ist: 

2Rp''A+*-'-^=-0  für  \c,\>Q         (Ä==l,2,...\ 

dagegen  für  \Cf,\<Q: 

0    für  r^£t, 


*=o 


ci^^-'-* 


für  n>t. 


Bezeichnen  wir   also  den  Index    des    ersten  der  Pimkte  c,,,   für 
den  r^>t  ist,  mit  m^+l,  und  setzen  wir: 

SO  ist  gemäß  den  Voraussetzungen  des  Satzes,  für  jedes  t^p: 
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mithin: 

OD 

^      1 

eine  Formel,  die  zeigt,  daß   ^  "^^pi  konvergiert. 

Wir  multiplizieren  jetzt  mit  a;'"*"^,  summieren  von  t^'p  bis  ^=  oo, 
indem  wir  beachten,  daß  die  Summe  der  linken  Seiten,  weil  sie  einen 
Bestandteil  der  Entwicklung  von  g{x)  bildet,  eine  für  alle  endlichen 
Werte  von  x  konvergente  Reihe  ist,  und  erhalten: 


OO        i—  00 


wo  Cf^  rechts  mit  allen  den  Exponenten  ^  +  1  behaftet  erscheint,  für 
die  t<,r^  ist.     Man  kann  also  schreiben: 


»•x-i 


Daraus  folgt: 


^^^•--2  -^   ;7      TT/         .X  -^Ä 
/-(a;)  «  e'=«        A=i  <=P+i  ^4  a;"»!  j  (l  -  -)  ß*"^**^ 

oder  durch  Reduktion: 

somit  ist  f(x)  eine  Funktion  erster  Klasse  und  von  nicht  größerer 
Höhe  als  p. 

Andrerseits  würde,  wenn  sie  von  geringerer  Höhe  als  p  wäre, 
(1)  auch  (Art.  238)  für  t<.p  gelten,  was  gegen  die  Voraussetzungen 
des  Satzes  verstößt;  folglich  ist  f{x)  genau  von  der  Höhe  p. 

240.    Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ist  folgender: 

fix) 
Wenn  sich  ,  wie   auch  immer  x  (ohne   doch   durch 

x'^fix) '  ^ 

irgend  eine  Nullstelle  von  f(x)  hindurchzugehen)  dem  Unendlichen 
zustrebe,  der  Null  nähert,  so  ist  f(x)  eine  Normalfunktion, 
deren  Höhe  ^p  ist. 
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241.    Es  sei: 


f{x)  =  «<'(')«"' JJ^l  -  7)e*=^ 


irgend  eine  ganze  Funktion.     Wir  wollen,  wenn  q  den  Radius   eines 
durch   keinen  der  Punkte  c^  hindurchgehenden  Kreises   um   den  An- 
fangspunkt bedeutet,  den  Mittelwert  9Ä  ^l-,  V  berechnen. 
Man  hat: 


a)' 


folglich  (Art.  125,  126),  mit  Rücksicht  darauf,  daß  die  letzte  Reihe 
(Art.  235)   auf  dem  hetrachteten  Kreise  gleichmäßig  konvergent  ist: 

Nun  ist  xg\x)  eine  für  alle  Werte  von  x  konvergente   Potenz- 
reihe ohne  konstantes  Glied;  folglich  ist  (Art.  128): 

ü)lpp'(p)=0; 

ist    außerdem  |C;^|<()  für  h^q,  so  hat  man,  wenn  in  den  Formeln 

des  Art.  131  (—Y^  an    Stelle   von  f(x)   tritt,   im   Hinblick    auf   die 

Formeln  des  Art.  127: 


,  r^  +  l 

Daraus  folgt: 


SR^  =  »»  +  g. 

D.  h.:   Der  Mittelwert  von     >.,  .     längs  eines  durch  keine 

Nullstelle  von  f{x)  hindurchgehenden  Kreises  um  den  An- 
fangspunkt hat  stets  einen  ganzen  und  positiven  Wert,  und 
zwar  gibt  dieser  die  Anzahl  der  Nullstellen  (unter  Berück- 
sichtigung ihrer  Vielfachheit)  an,  welche  die  Funktion  f{x) 
innerhalb  jenes  Kreises  besitzt. 
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242.  Es  möge  nunmehr  der  Mittelwert  von  lg  1 1  —  o;  |  ^)  längs 
eines  Ejeises  Tom  Radius  ^  4*  1  ^^  ^^^  Anfangspunkt  berechnet 
werden.     Ist  x  irgend  ein  Punkt  dieses  Kreises,  so  hat  man: 

1  —  a;  —  1  —  ()  cos  ö  —  (>i  sin  ö, 
1 1  -  a?  I«  -  1  +  (»« -  2p  cos  d  «  (1  ~  Q€'^){i  -  (>e-'«), 

2/rt 

mithin,  wenn  a^  =  c^"  gesetzt  wird: 

2*»-l 

SR  lg  1 1 -9|  =  |lim  J^  2*18  t(l-9«*)(l -«•«"*)]- 

2»-l 

-  I  Um  A  lg  JJ  (1  -  9«^)(1  -  pa-*). 
Nun  ist: 

JJ(1  -  p«*)  =-JJ(l  -  9«-*)  -  1  - /, 

mithin: 

j_ 

2Klg|l-p|==,limlg|l~p«"|2"- 
Ist  Q  <.!,  so  hat  man: 

lim  1 1  —  p*  I  =*  1»     lim  -;:  =  0, 

somit: 

SR  lg  1 1  -  ^  I  ^  0. 

Ist  p  >  1;  SO  kann  man  schreiben: 

ii_,«"r=(,»»_ir.,(i__Ly" 

also  ist: 

SRlg|l-(,|=lg(,. 


1 

5 


243.    Es  liege  jetzt  eine  ganze  Funktion:^ 


(*) 


1)  Die  Definition  des  hyperbolischen  Logarithmus  einer  reellen  positiven 
Größe  ist  schon  oben  (Art.  146)  angegeben  worden. 
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yor.    Wenn  man  mit  ^q)(x)  den  reellen  Bestandteil  der  Punktion  m(x) 
bezeichnet,  so  folgt: 


\f{x)\^^^(')\x\rlJ\i 


c«^('), 


mithin: 

CO 

(1)    lg\f(x)\  =  ^g(z)  +  mls\x\+^\]e\l-f-   +3lP*(a:)1; 

A=l     L       I  A  J 

die  letzte  Reihe  aber  ist  in  jedem  keinen  der  Punkte  c^  enthaltenden 
Bereiche  gleichmäßig  konvergent,  weil  das  unendliche  Produkt  es  ist, 
aus  dem  sie  her&releitet  ist. 

Nun  beachte  man,   daß,   wenn  /i(a;)  für   ^   geschrieben  wird 
(Art.  128):  '^ 

m^giQ)  =  ^mg(Q)  =  ^g(0)  =  lg  |/i(0)  | 

ist^);  außerdem  ist,  da  Pj^{x)  kein  konstantes  Glied  enthält: 

aK!Rp,(p)  =  giaRp,(p)  =  o. 

Es  folgt  sonach  aus  (1),  wenn  \Cf^\<.Q  für  Ä  ^  g,  durch  An- 
wendung der  letzten  Formel  des  vorigen  Artikels: 


oder  auch: 


2Klg|/'(9);  =  lgl/i(0)!+lg 


9 


m  +  q 


Ci  1 1  Ca  I . . .  I  c^  I 


Diese  Formel  kann  als  mit  dem  Satze  von  Jensen*)  gleich- 
bedeutend angesehen  werden. 

Bezeichnen  wir  allgemein  mit  Mq){Q)  das  Maximum  der  reellen 
positiven  Funktion  (p(x)  auf  dem  Kreise  vom  Radius  q  um  den  An- 
fangspunkt, so  ergibt  sich  aus  der  letzten  Gleichung: 


^lg|/"(<»)l^lgi/i(0)i  +  lg      '""'' 


I  «1  «2  •  •  •  «j  r 

mithin: 

^^\f(Q)\>\fM\,/r\\- 

I  Ci  Cj  . .  .  Cj  I 

1)  />(^)  1b^  nichts  anderes  als  der  erste  Koeffizient  der  Entwicklung  von 
f{x)  in  eine  Potenzreihe  von  x. 

2)  Goursat  176,  Jensen  215,  Lindelöf  269,  Petersen  364,  365. 
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Man  überzeugt  sich   nup  leicht,   daß,    \<^q\<9  <\Cq+i\   voraus- 
gesetzt, der  Ausdiruck: 


uj  1^2  ' 


wächst,  während  h  von  1  bis  q  schreitet,  dann  aber  abnimmt,  so  daß 
er  seinen  Maximalwert  für  Ä  =  g  erreicht.  Es  ist  also  für  jeden 
Wert  von  q  und  h: 


In  dem  einfacheren  Falle,  in  dem  m  =  0  ist  und  die  Funktion 
im  Anfangspimkte  den  Wert  1  annimmt,  hat  man: 

I  C^  Cg  . . .  c^  I 

244,  Aus  vorstehender  Formel  läßt  sich  eine  obere  Grenze  für 
die  Anzahl  der  Nullstellen  herleiten,  deren  absoluter  Betrag  nicht 
größer  ist  als  eine  gegebene  Größe  r. 

Es  handle  sich  der  Einfachheit  wegen  um  eine  Funktion  f(x), 
die  im  Anfangspunkte  den  Wert  1  annimmt,  und  es  sei: 

\c„\£r<\c,^,\. 

Setzen  wir  q  =  Or,  wo  ö  >  2,  so  ist  für  h  ^n,  \x\  =  q: 

f(x) 
Nun   ist  die  Funktion  (p(x)  ==  — ^       ebenfaUs    eine    ganze 

Funktion,  und  9(0)  =  ^  ^    -,  so  daß  für  jeden  beliebigen  Wert  von  q 
(Art.  128):  »i1   * 

A  =  l 

wird. 

Andrerseits  hat  man  für  \x\=^  qi 

fix)  \     .  Miq) 


19(^)1- 


< 


wobei,  wie  schon  früher  (Art.  124),  M{^q)  für  M\f(^Q)\  geschrieben 
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worden  ist,  mithin  (Art.  124): 


oder  auch: 


n\ 


(e-i)"k» 


ny 


{6-iy^M{Q)Yi\^^]^M{Q), 


und,  wenn  man  die  Logarithmen  nimmt  und  bedenkt,  daß  ö  —  1  >  1  ist: 


lg(ö~l) 

245.  Ist  f{x)  eine  einfache  Funktion  mit  lauter  reellen 
Nullstellen^),  so  ist  f\x)  eine  Funktion  von  gleichem  Range 
wie  f{xY). 

Sind  dfj,  ^2,  •  •  •  die  der  Größe  nach  geordneten  positiven  Null- 
stellen von  f{c^y  —  ^19  —  ^29  ' ' '  ^^  ^^^^  ^^^  Größe  ihrer  absoluten 
Werte  geordneten  negativen  Nullstellen,  so  ist  in  jedem  Intervalle  df^ 
df^^^  (Art.  228)  eine  und  nur  eine  Nullstelle  5^^,  in  jedem  Intervalle 
(—  e^)(—  ö^^i)  eine  und  nur  eine  NuUstelle  —  tj^  von  f\x)  enthalten. 
Außer  den  NullsteUen  s^,  ^^  kann  f\x)  noch  eine  endliche  Anzahl  von 
NuUstellen,  die  in  dem  Intervalle  (—  e^)  d^  liegen,  und  eine  gleichfalls 
endliche  Anzahl  komplexer  NuUstellen  besitzen;  sie  alle  haben  auf 
die  Bestimmung  des  Ranges  keinen  Einfluß.     Aus  den  Beziehungen: 

folgt: 

OD  CO  OD  OD 

A  =  l    »A  A^    «A  A^    «A  A  =  l    'a 

OD  OD  00  00  OD  _^_ 

Ist  p  der  Rang  von  f(x)y  so  konvergieren  die  Reihen: 

OD  OO 


1)  Oder  auch  das  Produkt  einer  solchen  Funktion  in  einen  Exponential- 
faktor  wie  deijenige  in  Art.  228. 

2)  Der  Satz  wurde  von  Laguerre  (238)  auch  für  den  etwas  allgemeineren 
Fall  bewiesen,  daß  die  betreffende  Funktion  eine  endliche  Anzahl  komplexer 
Nullstellen  hat.    Vgl.  über  diesen  Satz  das  1.  Kapitel  des  3.  Teiles. 

Viyanti,  Theorie  der  eindeutigen  analjrtischen  Fanktionen.  14 
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OD       H  OO      J 

während  von  den  Reihen  ^Ti^  -^T  wenigstens  eine  divergiert. 
Daraus  folgt,  daß  die  Reihen  ^  "T+T  und  ^  t^Tki  konvergieren, 
während  von  den  Reihen  ^  «  und  ^  Ti  wenigstens  eine  divergiert. 

Ä=1«Ä  A=1*A 

Damit  ist  die  Behauptung  erwiesen. 


Funktionen  mit  einem  einsigen,  in  endlicher  Entfernung  gelegenidn 
singulären  Funkt  (Clb). 

246.   Ist  f{x)  eine  eindeutige   analytische  Funktion   mit   einem 
einzigen  singulären  Punkte  c,  so  verwandelt  sich,  wenn  wir: 

1 
«  = 

^        X  — c 

setzen,  f{x)  in  eine  Funktion  von  y  mit  einer  einzigen  Singularität 
im  Unendlichen,  d.  h.  in  eine  ganze  Funktion  von  y.  Die  allgemeinste 
Form    der  Funktionen   mit   einem   einzigen   singulären  Punkte  c  ist 

folglich  9\-^Z}y  ^^  9  ®^^®  ganze  Funktion  bedeutet;  sie  ist  rational 
oder  transzendent,  je  nachdem  die  Singularität  polar  oder  wesent- 
lich ist. 

Ein  Beispiel  für  diese  Funktionen  bietet  der  Hauptteil  (Art.  171, 
181)  eines  isolierten  singulären  Punktes. 


Funktionen  mit  einer  endlichen  Anzahl  singulärer 
Funkte  (C2)^). 

247,   Es  seien  q,  Cj,  •••;«„  die  singulären  Punkte,  g^  (-       -), 

Ä  (^IT^,)  9-'y9n  t:r^;)  ^^®  Hauptteile,  wo  g^,  g^,  •  • .,  gr^  also  ganze 
Funktionen  ihrer  eigenen  Argumente  bezeichnen.  Ist  f{x)  die  zu 
bildende  Funktion,  so  ist  die  Differenz: 

1)  Maillet  (284,  286,  286,  289,  291,  292)  nennt  solche  Funktionen  fonc- 
tions  quasi-entieres  und  ihre  Quotienten  fonctions  quasi-märomorphes. 
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eine  Funktion  ohne  Singularitäten,  folglich  (Art.  170)  eine  Konstante  C. 
Man  hat  also: 


f(-)-29.{.-h-)  +  ^- 


Ä=i 


Läge  einer  der  singulären  Punkte,  z.  B.  c„,  im  Unendlichen,  so 
käme  g^(x)  statt  ^r^  (^-^)  vor. 


Punktionen  mit  unendlich  vielen  Polen  und  einem  einzigen 
wesentlich  singulSxen  Funkte  (C3a). 

248,  Wir  nehmen  zunächst  an,  der  wesentlich  singulare  Punkt, 
der  die  einzige  Grenzstelle  der  Menge  der  Pole  sein  muß,  sei  der  un- 
endlich ferne  Punkt.  Man  kann  dann  eine  ganze  Funktion  g(x)  bilden, 
welche  die  gegebenen  Pole  als  Nullstellen  besitzt;  ist  nun  gi(x)  eine 
ganze  Punktion,  die  der  einzigen  Bedingung  unterliegt,  daß  ihre  NuU- 
stellen  von  denen  der  Funktion  g(x)  verschieden  sind,  so  ist  die  all- 
gemeinste Funktion,  die  den  vorgeschriebenen  Bedingungen  genügt: 

Liegt  dagegen  der  einzige  wesentlich  singulare  Punkt  c  in  end- 
licher Entfernung,  so  stellt  fl_)  die  allgemeinste,  den  vorgegebenen 

Bedingungen  genügende  Funktion  dar. 

Eine  andere  Methode,  die  Funktion  f(x)  zu  bilden,  gewährt  der 
Satz  von  Mittag-Leffler,  den  wir  bald  besprechen  werden. 

Die  Funktionen  mit  einem  einzigen  wesentlich  singulären  Pimkte 
im  Unendlichen  und  unendlich  vielen  Polen  heißen  meromorphe 
oder  gebrochene  transzendente  Funktionen. 


Funktionen  mit  unendlich  vielen  Polen  und  einer  endlichen 
Anzahl  wesentlich  s'ingulärer  Funkte  (C3b). 

249,  J.  sei  die  Menge  der  Pole,  ^i;  ^2»  *  *  '>  ^n  s®^®^  ^®  wesent- 
lich singulären  Punkte.  Die  Menge  Ä'  kann  keine  von  den  Punkten  d 
verschiedenen  Pimkte  enthalten;  setzen  wir: 


Ä'^(d^,d^,'",dJ 


14* 
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voraus,  wo  m  ^n  ist,  so  können  wir  die  Menge  Ä  in  m  Mengen 
A^yA^y-'-fA^  von  der  Art  zerlegen,  daß  A^  die  einzige  Grenzstelle  rf^, 
A2  die  einzige  Grenzstelle  f^g,  •  •  •,  A^  die  einzige  GrenzsteUe  d„^  besitzt. 
Bilden  wir  nun  (Art.  248)  die  Funktion  fi{x)y  welche  die  Punkte 
der  Menge  A^  als  Pole  und  d^  als  einzigen  wesentlich  singulären 
Punkt  besitzt,  und  analog  die  Funktionen  f2{x),  •  -  -,  fmip^)'^  außerdem 
bezeichnen  wir,  falls  m  <.n  ist,  mit  gi{x)y  g^ipo),  •  •  •,  g^^rn{^)  ^  —  ^ 
beliebige  ganze  Punktionen.    Die  gesuchte  Funktion  f{x)  ist  alsdann: 

A  =  l  Jt=l  »"  +  * 

WO  C  eine  wiUkürliche  Eonstante  ist. 


Funktionen  mit  unendlich  vielen  singulären  Funkten  irgend- 
welcher Art  (C3c).     Satz  von  Mittag-Iicffler^). 

250.  Der  Erste,  der  das  Problem  der  Bildung  einer  Funktion 
mit  gegebenen  Singularitäten  in  Angriflf  nahm,  war  Mittag -Leff  1er. 
Nachdem  er  1876  vom  einfachsten  Falle  (dem  des  Art.  248)  aus- 
gegangen war,  dehnte  er  seine  Methode  auf  immer  allgemeinere 
Fälle  aus. 

Wir  wollen  zunächst  den  Satz,  der  den  Namen  Mittag -Leflflers 
trägt,  an  einem  etwas  allgemeineren  Falle  als  dem  des  Art.  248 
auseinandersetzen. 

Wir  setzen  nämlich  voraus,  die  singulären  Punkte  bilden  eine 
Menge,  die  als  einzige  Grenzstelle  den  unendlich  fernen  Punkt  besitzt. 
Diese  Menge  ist  alsdann  abzählbar;  bezeichnen  wir  dann  mit  Cj^yC^,--- 
die  von  dem  unendlich  fernen  Punkte  verschiedenen  singulären  Punkte, 
die  wir  auch  als  vom  Anfangspunkte  verschieden  voraussetzen  wollen, 
so  lassen  sich  (vgl.  Art.  206)  die  Punkte  jener  Menge  nach  zunehmen- 
dem absoluten  Betrage  ordnen,  so  daß: 

kl  I  ^  i  ^2 !  ^  ks  I  ^  •  •  •;     lim  C;i  =  00. 

Wir  nehmen  femer  an,  es  seien  die  zu  den  Punkten  Cj^  gehören- 
den Hauptteile  g^  \x  —  c)  der  zu  bildenden  Funktion  gegeben. 


1)  Bucca  88,  Casorati  113,  Cousin  123,  Dini  138,  Frenzel  160, 
Goursat  171,  Hermite  204,  Krause  232,  Mittag-Leffler  310,  312,  313, 
316,  316,  317,  322,  325,  334,  Pincherle  381,  388,  Schering  441,  Vitali  491, 
Viterbi  492,  Weierstraß  516. 
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Am  nächsten  läge  der  Gedanke ,  auf  den  yorliegenden  Fall  das 
Verfahren  des  Art.  247  anzuwende^  und  die  Funktion: 


-)  +  c 


zu  bilden.  AUein  es  ist  klar^  daß  die  hingeschriebene  Reihe  im  all- 
gemeinen nicht  für  aUe  von  den  Werten  c^  verschiedenen  Werte  x 
konvergent  ist.  Mittag -Lefflers  Gedanke  besteht  nun  darin,  jedem 
Gliede  der  Reihe  ein  Polynom  von  der  Art  hinzuzufügen,  daß  sie 
konvergent  wird. 

Es  sei  ^^Ä  ®"^®  beliebige  konvergente  Reihe  mit  konstanten 
positiven  Gliedern.  Da  die  Funktion  gA  -_  \  den  einzigen  singu- 
lären Punkt  c^  besitzt,  so  wird  sie  (Art.  161)  in  der  Umgebung  des 

OD 

Anfangspunktes    durch   eine   Potenzreihe    ^a^^a;*   dargestellt,    deren 

Konvergenzradius  |  c^  |  ist,  die  folglich  in  einem  Kreise  um  den  An- 
fangspunkt mit  dem  Radius  (>a==ö|c^!,  wo  B  eine  feste,  zwischen 
0  und  1  enthaltene  Größe  ist,  gleichmäßig  konvergiert.  Es  läßt  sich 
somit  eine  Zahl  m^  von  der  Art  angeben,  daß  innerhalb  dieses  Kreises: 


oder  auch: 


<^A 


9h 


ist.  Bezeichnet  dann  q  den  Radius  eines  beliebigen,  um  den  Anfangs- 
punkt beschriebenen  Kreises,  so  läßt  sich  ein  solcher  Index  g  an- 
geben, daß  (>^ö;c^^i|  ist.  Man  hat  demnach  für  alle  Punkte  dieses 
Kreises: 

daher  läßt  sich  nach  dem  Hüfssatz  von  Weierstraß  (Art.  132)  die 
linke  Seite  in  eine  Potenzreihe  umwandeln: 


*=0 
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die  innerhalb  des  Kreises  q  konvergiert.     Andrerseits  stellt^  welches 
auch  die  positiven  Zahlen  m^,  m^y  -  *  *y  nt^  seien,  der  Ausdruck: 


als  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von  Funktionen,  die  in  jedem 
Punkte  außer  in  je  einem  der  Punkte  c^y  c^y  '  -  ',  c^  regulär  sind,  eine 
Funktion  von  derselben  Beschaffenheit  dar,  folglicn  ist: 


(1) 


mf,-l 


eine  Funktion,  die  sich  in  allen  Punkten  des  Kreises  9,  höchstens 
die  Punkte  c^y  c^y  •  -  -y  c^  ausgenommen,  regulär  verhält.  Nun  ist  p 
eine  willkürliche  Größe,  und  der  Ausdruck  (1)  unabhängig  von  p; 
mithin  läßt  sich  schließen,  daß  (1)  eine  analytische  Funktion  dar- 
stellt, die  in  jedem  in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Punkte  der 
Ebene,  höchstens  die  Punkte  q,  c^,  •  •  •  ausgenommen,  regulär  ist. 

Um  zu  ersehen,  wie  sich  diese  Funktion  in  einem  Punkte  c, 
verhält,  genügt  es  zu  bemerken,  daß  sich  mittels  des  soeben  dar- 
gelegten Verfahrens  schließen  läßt,  daß  die  Funktion: 


Fix)- 


^.t-c.)-^«'*^ 


J         A  =  l 


««A-l 


2^"  i^»(i:^c:)-^«**** 


wo   der  obere  Index  s  die  Auslassung  des  5-ten   Gliedes  anzeigt,  in 

allen  von  den  Punkten  c^,  c^y  •  •  •,  c^_iy  c^+iy  •  •  •  verschiedenen  Punkten 

»i^  —  1 

der  Ebene^  folglich  auch  im  Punkte  c,  regulär  ist;  da  nun  ^  a^^of 

als  Polynom  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  regulär  ist,  so  ist  auct 
die  Funktion: 

in  c,  regulär,  d.  h.  g^  (-— - — )  ist  der  zum  Punkte  c,  gehörende  Hauptteil 

der  Punktion  F{x),  Daher  genügt  F{p^  den  gestellten  Bedingungen. 
Ist  Q>{x)  eine  zweite  Funktion,  welche  denselben  Bedingungen 
genügt,  so  ist  die  Differenz  Q>(x)  -—  F{x)  eine  für  jeden  endlichen 
Wert  von  x  reguläre  Funktion,  d.  h.  eine  ganze  Funktion,  und  der 
allgemeinste  Ausdruck  für  die  gesuchte  Funktion  ist  daher: 
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WO  g{cc)  eine  willkürliche  ganze  Funktion  bezeichnet. 

Das  ermittelte  Ergebnis  läßt  sich  daher  folgendermaßen  aus- 
sprechen: 

Sind  unendlich  viele  Punkte  q,  c^,  •  •  •  von  der  Art  ge- 
geben, daß: 

und  sind  unendlich  viele  Funktionen: 

gegeben,  wo  die  g  ganze  Funktionen  ihrer  Argumente  be- 
zeichnen, so  ist  es  auf  unendlich  viele  Arten  möglich,  eine 
Funktion  0{x)  zu  bilden,  die  Cj,  c^,  •  •  •  als  singulare  Punkte 
mit  den  Hauptteilen  (2)  besitzt  und  sonst  in  jedem  in  end- 
licher Entfernung  gelegenen  Punkte  regulär  ist  (Satz  von 
Mittag-Leffler). 

251.  Zwischen  dem  Satze  von  Mittag- Leflf  1er  und  dem  von 
Weierstraß  besteht  ein  enger  Zusammenhang. 

Nehmen  wir  an,  die  Punkte  c^,  Cg,  •  •  •  seien  sämtlich  einfache 
Pole  mit  den  Hauptteilen: 


c  y 


Da  bekanntlich  far  |ir|<|C;^| 


X  —  Cx 


00  , 


ist,  so  ist  die  zu  bildende  Funktion: 


A  =  l    L 


Ä=l 


m;^  — 1 

*  =  0       h      J 


r^h 


^    <^^{x-c,) 


+  9{^\ 
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Setzt  man  nun  g{x)  =  i\x)y  wo  l{x)  (Art.  201)  eine  ganze  Funk- 
tion ist^  und: 


n 

} 


SO  hat  man  (Art.  210)^  wenn  m^^  =  r^  genommen  wird: 

fix)  ^  ^ 

262.  Wir  gehen  dazu  über,  die  allgemeineren  Untersuchungen 
Mittag-Lefflers  zu  entwickeln. 

Ist  Ä  eine  isolierte  und  folglich  (Art.  50)  abzählbare  Punkt- 
menge,  deren  Elemente  man  daher  mit  c^,  c^,  *  -  -  bezeichnen  kann,  so 
kann  es  vorkommen,  daß  nach  Fortnahme  der  Punkte  der  Mengen  Ä 
und  Ä'  aus  der  Ebene  eine  aus  einem  einzigen  Stücke  bestehende, 
d.  h.  eine  zusammenhängende  Fläche  verbleibt;  ebenso  kann  es  aber 
auch  geschehen,  daß  die  Ebene  dadurch  in  zwei  oder  mehr  oder  auch 
unendlich  viele  gesonderte  Teile  zerfällt.  Ein  Beispiel  für  den  ersten 
Fall  erhält  man,  wenn  A  die  Menge  der  Nullstellen  einer  ganzen 
Funktion  ist;  ein  Beispiel  für  den  zweiten  Fall  läßt  sich  folgender- 
maßen gewinnen. 

Man  nehme  eine  Folge  zunehmender  positiver  Werte: 

(1)  Viy  r^j'"j 

die  eine  bestimmte  endliche  (rrenze  q  besitzen  möge,  ordne  femer 
(Art.  33)  die  rationalen  Zahlen  zwischen  0  und  2it  auf  eine  der 
unendlich  vielen  Arten,  auf  welche  dies  möglich  ist,  in  eine  einfache 
Reihe: 

öl,  Ö2,  •  .  . 
und  setze: 

(2)  c^=.y^e^.^     ^^_y^^e.^  .... 

Bezeichnet  man  mit  A  die  Menge  der  Punkte  c,  so  besteht  die 
Menge  A,  wie  leicht  zu  sehen,  aus  allen  Punkten  der  Kreislinie  mit 
dem  Radius  q  um  den  Anfangspunkt.  In  diesem  Falle  teilt  also  die 
Menge  A  +  A  die  Ebene  in  zwei  gesonderte  Teile,  einen  ersten  P, 
der  von  dem  Außengebiete  des  Kreises  q  gebildet  wird,  und  einen 
zweiten  Q,  der  aus  dessen  Innengebiet  entsteht,  wenn  man  davon  die 
Punkte  c  wegnimmt. 
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Es  ist  zu  bemerken^  daß  in  dem.  angeführten  Beispiele  die  Menge 
JL  +  Ä'  die  vollständige  Begrenzung  des  Teiles  ^bildet.  In 
der  Tat  gehört  jeder  ihrer  Punkte  der  Begrenzung  von  Q  an,  weil 
ja  in  jeder  Umgebung  eines  Punktes  von  Ä  -\'  Ä'  Punkte  vorhanden 
sind,  die  Q  angehören,  es  gibt  sonst  keinen  weiteren  Punkt  der  Ebene, 
welcher  der  Begrenzung  von  Q  angehörte. 

Dies  geschieht  nicht  in  allen  Fällen;  es  kann  sich  im  Gegenteil 
ereignen,  daß  die  Meuge  Ä  +  Ä'  die  vollständige  Begrenzung  keines 
der  Teile  bildet,  in  die  sie  die  Ebene  zerlegt.  Wir  nehmen  beispiels- 
weise außer  der  Folge  (1)  eine  zweite  Folge  von  Werten: 

die  aber  nach  abnehmender  Größe  geordnet  sein  und  ebenfalls  q  zur 
Grenze  haben  möge,  und  setzen  voraus,  die  Menge  Ä  bestehe  aus 
den  durch  (2)  definierten  Punkten  und  aus  den  Punkten: 

<3)  di  =  (Jie»«S     d2  =  (y,e'ö.,  .... 

Die  Menge  A  besteht  wie  vorhin  aus  allen  Punkten  der  Kreis- 
linie (>;  folglich  zerlegt  Ä  +  A'  die  Ebene  in  zwei  Teile:  das  Außen- 
gebiet des  Kreises  p,  mit  Ausschluß  der  Punkte  (3),  und  dessen  Innen- 
gebiet, mit  Ausschluß  der  Punkte  (2).  Allein  Ä  +  Ä'  bildet  die  voll- 
ständige Begrenzung  keines  dieser  beiden  Teile. 

253.  Wir  setzen  zunächst  voraus,  die  Punktmenge  Ä  -^  Ä'  zer- 
lege nicht  die  Ebene  in  mehrere  gesonderte  Teile.  Es  sei  femer 
eine  abzählbare  Menge  von  Funktionen: 

<i)  ^1  (^)'  ^s.  (^^-J,  •  •  • 

gegeben,  wo  jede  der  Funktionen  g  eine  ganze  Funktion  ihres  eigenen 
Argumentes  ohne  konstantes  Glied  bezeichnet^). 

Wir  wollen  eine  analytische  Funktion  bilden,  welche  die  Punkte 
der  Menge  A  +  A  als  einzige  singulare  Punkte  besitzt  und  im  Punkte 
^*  den  HauptteU  g^(-l-^  hat^). 

1)  Wäre   Cj^    der   unendlich   fenie   Punkt,   so   käme  gj^{x)   an   Stelle  von 

Sh  (l^)  ^0'  (Art.  122;. 

2)  Es  ist  kaum  nötig  zu  bemerken,  daß  man  von  dieser  Aufgabe  zu  der 
spezielleren  des  Art.  260  gelangt,  wenn  man  voraussetzt,  A  bestehe  lediglich 
aus  dem  unendlich  fernen  Punkte. 
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»  Die  Menge  der  Abstände  eines  Punktes  c^^  von  den  Punkten  der 
Menge  Ä'  hat  eine  untere  Grenze  p^^,  die  nicht  Null  ist,  weil  ja  sonst 
c^  örenzstelle  von  Ä'  sein,  also  Ä"  und  somit  (Art.  7)  Ä'  angehören 
würde,  was  unmöglich  ist,  da  Ä  isoliert  ist.  Gleichwohl  hat  die 
Folge  Qi,  Qiy*''  die  Null  zur  Grenze.  Es  ließen  sich  nämlich  im 
entgegengesetzten  Falle  nach  Annahme  einer  beliebigen  positiven 
Größe  6  unendlich  viele  Zahlen  m^y  m^,  -  -  *  der  Art  angeben,  daß 
P//IX ^^yQm^^^9'"'f  ^^"""^  würde  aber  die  Menge  der  Punkte  c^^,  c^,  •  •  • 
keinen  der  Punkte  von  A'  als  Grenzstelle  haben  können,  wahrend 
andrerseits^  diese  Menge  mindestens  eine  Grenzstelle  besitzt,  die  Ä' 
angehören  muß. 

Da  also  lim  Qi^  =  0  ist,  so  können  wir  den  verschiedenen  Punkten 

c^  ebensoviele,  nicht  notwendig  voneinander  verschiedene  Punkte  dj^ 
der  Menge  Ä'  so  zuordnen,  daß: 

lim  \Cf^  —  d;^|  =.  0 

ist. 

Beschreiben  wir  um  d^^  einen  Kreis  Cj^,  dessen  Radius  ^a>  k*"^*! 
sein  möge,   so  enthält  C^  in  seinem  Innern  den  Punkt  c^,   und  die 

Funktion  fffi(  \_     );  die  außerhalb  dieses  Kreises  regulär  ist,   läßt 
sich  in  eine  Potenzreihe  von j-  entwickeln: 


00 

\  */         it=0 


ifc  =  0 

Setzt  man: 


so  läßt  sich  diese  Entwicklung  so  schreiben: 

sie  konvergiert  gleichmäßig  außerhalb  des  Kreises  Cf^y  d.  h.  für  alle 
Werte  a;,  für  die: 

(2) 


^h  —  ^h 


x  —  d^ 


<s 


ist.    Wählt  man  mithin  willkürlich  eine  Folge  positiver  Größen  ^i,  ^2^ * " 
von  der  Art,  daß   J2  Sj^  konvergiert,  so  läßt  sich  für  jeden  Wert  von  h 
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eine  Zahl  m^  von  der  Art  angeben,  daß  filr  alle  Werte  von  Xy  die 
der  Bedingung  (2)  genügen,  gilt: 


oder  auch: 


"»Ä-i 


Wir  bilden  jetzt  die  Funktion: 


<H- 


Fix) 


-2 


mf^—l  ~ 


Ist  Xq  ein  Punkt  der  Ebene,  der  weder  Ä  noch  Ä'  angehört,  so  ist 
die  untere  Grenze  seiner  Abstände  von  den  Punkten  von  Ä  +  Ä'  nicht 
NuU,  weil  ja  in  diesem  PaUe  Xq  der  Menge  Ä'  angehören  würde.  Es 
läßt  sich  somit  ein  Kreis  y  um  Xq  beschreiben,  der  weder  in  seinem 
Innern  noch  auf  seinem  Umfange  Punkte  von  Ä  oder  von  Ä'  enthält; 
nennt  man  d  die  untere  Grenze  der  Abstände  der  Punkte  des  Kreises 
von  denjenigen  der  Menge  A  +  Ä\  so  ist  d  eine  von  Null  verschiedene 
Größe.     Da  andrerseits: 

lim  \cJ^'—  df^\  =  0 

ist,  so  läßt  sich  eine  Zahl  n  von  der  Art  angeben,  daß  für  jedes  Ä  >  w 
\Cj^  —  df^\<,€d  wird.    Man  hat  dann  für  alle  Punkte  x  des  Kreises  y: 


^A-^A 


x-d,  1^^' 


folglich: 


F(x) 


■2 

A  =  l 


»"Ä-l 


Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist  die  Summe  einer  end- 
lichen Anzahl  in  y  regulärer  analytischer  Funktionen;  auf  das  zweite 
Glied  läßt  sich  (vgl.  Art.  250)  der  Hilfssatz  von  Weierstraß  anwenden. 
Folglich  ist  F{x)  eine  in  y  reguläre  Funktion.  Man  beweist  alsdann, 
wie  in  dem   angeführten  Artikel,    daß   F{x)   für   den  Punkt  Cj^   den 

Hauptteil  g^,  (^^— )  besitzt. 
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Ist  0(x)  eine  weitere  Punktion  mit  denselben  Eigenschaften  wie 
F(x),  so  ist  die  Differenz  0(x)  —  F(x)  eine  Funktion,  die  mindestens 
in  allen  Pimkten  der  Ebene  regulär  ist,  die  nicht  der  Menge  Ä'  an- 
gehören.   Folglich  ist  die  allgemeinste  Form  der  gesuchten  Funktion: 


+  Kx), 


wo  l(x)  eine  Fimktion  bedeutet,  die  keine  andern  singulären  Punkte 
haben  kann,  als  die  Punkte  von  Ä\ 

254.  Zerlegt  die  Menge  Ä  +  A'  die  Ebene  in  mehrere  gesonderte 
Teile  und  bildet  die  vollständige  Begrenzung  des  einen  von  ihnen, 
P,  so  stellt  der  soeben  gebildete  Ausdruck  in  P  eine  analytische 
Funktion  dar,  die  den  gestellten  Bedingungen  genügt  und  sich  über 
diesen  Bereich  hinaus  nicht  fortsetzen  läßt.  In  andern  Teilen  der 
Ebene  stellt  er  andre  analytische  Funktionen  dar. 

365.  Aus  den  dargelegten  Untersuchungen  lassen  sich  noch 
andere  Folgerungen  ziehen. 

Es  sei  eine  analytische  Funktion  ^(x)  gegeben,  I  sei  die  Menge 
ihrer  singulären  Punkte.  Die  Menge  I  ist  dann  abgeschlossen 
(Art.  158),  imd  man  hat  deshalb: 

i-r  +  J, 

WO  J  eine  isolierte  Menge  ist,  die  Null  sein  würde,  wenn  I  perfekt 
wäre.     Wir  wollen  diese  Voraussetzimg  nicht  machen. 

Es  seien  demnach  c^,  c^,  -  -  -  die  Punkte  der  isolierten  und  somit 
abzählbaren  Menge  J. 

Durch    Anwendung    des   Laurentschen    Satzes    können   wir    den 

Hauptteil  g^^f  ]  der  gegebenen  Funktion  W(x)  in  jedem  Punkte  c^ 

von  J"  bestimmen;  sodann  vermögen  wir  (Art.  253)  die  Funktion  F(x) 

zu  bilden,  die  in  den  Punkten  von  J  die  Hauptteile  ff^l-^^ — ) 
besitzt  und  sich  sonst  regulär  verhält.     Die  Funktion:  * 

W{x)  -  F(x)  ^  Sl(x) 

ist  dann  auch  in  den  Punkten  von  J  regulär  und  kann  keine  andern 
sipgulären  Punkte  haben  als  die  Punkte  von  J'. 


Digiti 


izedby  Google 


Funkt,  mit  unendlich  vielen  singulären  Punkten.     Satz  von  Mittag-Leffler.     221 

Wir  haben  so  folgendes  Ergebnis  gewonnen: 

Ist  V(x}  eine  Punktion,  die  isolierte  singulare  Punkte 
besitzt,  so  läßt  sich  eine  Punktion  £l(x)  bilden,  die  außer 
in  allen  Punkten,  in  denen  es  W(x)  ist,  auch  in  diesen 
Punkten  regulär  ist. 

256.  Der  bereits  hervorgehobene  Zusammenhang  zwischen  den 
Sätzen  von  Mittag-Leffler  imd  Weierstraß  ermöglicht  uns,  den  letzten 
Satz  auf  Grund  der  Ergebnisse  der  vorangehenden  Artikel  in  be- 
merkenswerter Weise  zu  verallgemeinern.  Der  Kürze  halber  be- 
schränken wir  uns  auf  die  bloße  Angabe  der  Sätze: 

Ist  -4(ci,  Cg,  •••)  eine  isolierte  Menge  von  der  Art,  daß 
A  +  A'  entweder  die  Ebene  überhaupt  nicht  in  mehrere 
Teile  zerlegt  oder,  wenn  dies  der  Fall  ist,  doch  einen 
dieser  Teile,  P,  vollständig  begrenzt,  so  läßt  sich  eine  ana- 
lytische Punktion  bilden,  die  in  der  ganzen  Ebene  mit 
Ausnahme  der  Punkte  von  A-\-  A'  bezw.  in  dem  Bereiche  P 
existiert  und  in  den  verschiedenen  Punkten  c^  Nullstellen 
oder  Pole  von  vorher  bestimmter  Ordnung  n^^)  besitzt.  Der 
allgemeinste  Ausdruck  für  eine  solche  Funktion  ist: 


d.Nt 


(1) 


wo  d^  und  nij^  die  ihnen  bereits  (Art.  253)  beigelegte  Be- 
deutung haben,  und  l(x)  eine  Funktion  darstellt,  die  in  dem 
Existenzbereich  der  zu  bildenden  Funktion  und  außerdem 
auch  in  den  Punkten  von  A  regulär  und  von  Null  ver- 
schieden ist. 

Ist  eine  mit  Nullstellen  und  Polen  versehene  Funktion 
^(x)  gegeben,  so  läßt  sich  eine  zweite  Punktion  ^{x)  an- 
geben,  die  nicht  nur  in  den  Punkten,  in  denen  die  Funktion 
^(x)'  regulär  und  von  Null  verschieden  ist,  sondern  auch 
in  deren  Nullstellen  und  Polen  regulär  und  von  Null  ver- 
schieden ist. 

267.  Die  eben  ausgesprochenen  Sätze  gestatten  uns,  auf  dem  in 
Art.  255  eingeschlagenen  Wege  weiterzugehen. 


1)  n^  ist  for  die  Nullstellen  eine  positive,  für  die  Pole  eine  negative  ganze 
Zahl. 
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Ist  eine  Funktion  ^(x)  gegeben  und  ist  J(Ci,  c^,  •  •  •)  die  Menge 
ihrer  isolierten  singulären  Punkte^  so  hat  man  nach  dem  Laurentschen 
Satze  in  der  Umgebung  Ton  c^: 


n^)-9H{;dT^  +  ^.i^-<;), 


WO  ^^(iJ!^  — cj  eine  Potenzreihe  von  x  —  Cf^  ist,  die  innerhalb  eines 
gewissen  Kreises  konvergiert,  auf  dessen  Bestimmung  indes  nichts 
weiter  ankommt.  Indem  wir  mit  p^  eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl  bezeichnen,  setzen  wir: 

.       ^  A  (^  -  ^*)  =  ^Ä  0  +  ^A  l  (^  -  ^a)  +  «A  2  (^  -  O '  +  •  •  •  + 

.  +  %p,^^  (x  -  c,yr'  +  e,^^(x  -  c,)Ph  +  .  . ., 
folglich: 

+  e*,p,-i  (a;  -  e^Yk-*^  +  e^^^ (x  -  c,)p*  +  •  •  •; 
außerdem: 

9k  (^^)  +  ^"0  +  «AI  (*  -  <^*)  +  •  •  •  +  %P,-i  (^  -  «»>"*"'  = 

=(^-«AnA(^^), 

«AP,  («  -  «a)^*  + («  -  «A^"»  ^ni'"  -  C»), 

wo  /"i  I  -  — )  eine  eanze  Funktion  von  ohne  konstantes  Glied 

und  Dj(a;  —  c^  eine  Potenzreihe  von  x  —  c^  ist.     Man  hat  alsdann: 

(1)  Wix)  ^(x-  c,y,n  (^)  +  (^  -  ^A^  äQ.(a;  -  c,). 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  sich  eine  Funktion  bilden  läßt,  die 
in  allen  Punkten  regulär  ist,  in  denen  es  '^(x)  ist,  und  außerdem  in 
der  Umgebung  jedes  Punktes  Cj^  mit  W{x)  nicht  nur  in  den  negativen 
Potenzen  von  x  —  c^^  (d.  h.  in  dem  Hauptteil),  sondern  auch  in  den 
positiven  Potenzen  Ijis  zu  einem  gewissen  vorher  bestimmten  Grade 
j?^  —  1  übereinstimmt  oder  —  kürzer  gesagt  —  W{x)  in  der  Umgebung 
jedes  Punktes  Cj^  mit  einer  vorgeschriebenen  Annäherung 
darstellt. 
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Nach   Formel   (1)   des   Art.  256,   in   welcher   Z(ip)  =  1,   w^  =  P/, 
vorausgesetzt  werde,  möge  zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  Funktion: 


'"*  ^     vi 


gebildet  werden.     Die  Funktion: 

F{x) 

ist  dann  in  dem  Punkte  c^  regulär  oder  hat  in  ihm  höchstens  eine 
isolierte  Singularität,  und  es  ist  folglich  nach  dem  Laurentschen  Satze: 

^^  9^h( 1  ®^^®  ganze  Funktion  von  und  9i^(ir  — cj  eine 

Potenzreihe  von  x  —  Cj^  ist.     Wir  bilden  nun  (Art.  253)  eine  Funk- 
tion  0{x)j  die  überall  regulär  ist,  wo    W{x)  es  ist,   und  in  Cj^  ä^n 

Hauptteil  9?ä("~z: — )  ^^*-    ^^^  ^^^  alsdann  in  der  Umgebung  von  c^: 

wo  @a(^  — O  ®i^®  Potenzreihe  von  x  —  Cj^  ist,  folglich  gemäß  (3): 

j.^^^ ^  =  0(0.)  -  3;,(;r  -  O, 

wo: 

"^kip^  -  O  =  ®ä(^  -  ^ä)  -  S'äC^  -  o 

eine  Potenzreihe  von  x  —  Cj,  ist.     Daraus  ergibt  sich: 

Fix)  e{x)  =={x-  c,y,u  (^)  +  F{^)  %  (^  -  <^h)- 

Femer  folgt  aus  (2),  daß  in  der  Umgebung  von  c^: 

F{x)^{x-c,y,\X,Xx-c,), 

wo  wieder  U;,  {x  —  Cj)   eine  Potenzreihe  von  x  —  Cj^  ist;   somit   folgt 
schließlich: 
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F{x)  6{x)  =={x-  e,y,f,  (-4--)  +  {x-  c,y,  SB,  {x  -  c,), 

wo: 

^,(x-e,)  =  %,ix-c,)n,ix-c,) 

abermals  eine  Potenzreihe  von  ^  —  c^  ist.  Durch  Vergleichung  mit 
(1)  erkennt  man,  daß  das  Produkt  F{x)6{x)  die  gegebene  Funktion 
W{x)  mit  der  gewünschten  Annäherung  darstellt. 

258.  Wir  haben  gefunden,  daß,  wenn  die  Menge  I  der  singu- 
lären  Punkte  einer  Funktion  W{x)  nicht  perfekt  ist  und 

i^r  +  j 

gesetzt  wird,  eine  Funktion,  die  wir  W^{x)  nennen  wollen,  gebildei 
werden  kann,  die  in  den  Punkten  von  J  keine  Singularität  mehr  hat. 
Es  kann  gleichwohl  vorkommen,  daß  ^i(ic)  ihrerseits  isolierte  singu- 
lare Punkte  besitzt;  sind  z.  B.  die  Punkte  von  i',  wie  es  im  all- 
gemeinen der  Fall  ist,  für  '^i(x)  sämtlich  singulare  Punkte  und  ist 
r  nicht  perfekt,  so  sind,  falls  man: 

r^r  +  j, 

setzt,  die  Punkte  von  J^  isolierte  singulare  Punkte  von  ^i(ä;).  Es- 
läßt  sich  dann  eine  Funktion  ^^{x)  bilden,  die  in  den  Punkten  von 
Jj  keine  Singularität  mehr  hat,  usw.  Es  erhebt  sich  nun  die  Frage:. 
Führt  dieses  Reduktionsverfahren  schließlich  auf  eine  Funktion  ohne 
isolierte  singulare  Punkte,  d.  h.  auf  eine  solche,  deren  singulare  Punkte 
eine  perfekte  Menge  bilden? 

Wir  erinnern  daran  (Art.  89),  daß  es,  wenn  I  eine  abgeschlossene 
Menge  ist,  eine  erste  Ordnimgszahl  erster  oder  zweiter  Klasse  von 
der  Art  gibt,  daß  /(")  perfekt  oder  Null  ist  und  daß  man  hat: 

die  Mengen  {I^'^^  —  7<y+i))  sind  isoliert,  mithin  abzählbar  und  stimmen 
mit  den  oben  durch  JjJ^^  •  •  •  bezeichneten  überein,  so  daß  wir 
schreiben  können: 

y<a 

Wir  bezeichnen  femer  mit  c^^,  Cq2,  •  •  •  die  Elemente  von  e7,  mit 
Cyi,  Cy2,  •  •  •  die  von  J^  und  nehmen  willkürlich  positive  Zahlen: 
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von  der  Art  an^  daß: 

(1)  2'*r*  0 

Ä  =  l,2,  ... 
y<  a 

konvergiert.     Sind  nun: 


Ä'oi 


U-CoJ^     ^(äU-CoJ' 


die  Hauptteile  von  ^{x)  in  ihren  isolierten  singulären  Punkten 
Cqi,  Cq2,  ' '  ',  so  können  wir  nach  Art.  253  mit  Benutzung  der  Zahlen 
foi,  *o2;  '  •  •  ®i^®  Funktion  F{x)  bilden,  die  in  diesen  Punkten  die- 
selben Hauptteile  hat,  und: 

^^{x)^  W{x)-F{x) 

ist  alsdann  in  ihnen  regulär.     Sind  weiterhin: 

die  Hauptteile  von  ^i(a:)  in  ihren  isolierten  singulären  Punkten 
^ly  ^y  '  ' '}  so  können  wir  mit  Benutzung  der  Zahlen  f^,  e^^^  •  •  • 
eine  Funktion  F^{x)  bilden,  die  in  diesen  Punkten  dieselben  Haupt- 
teile hat,  und: 

^,{x)  =  W,{x)  -  F,(x)  =  W(x)  -  Fix)  -  F,{x) 


1)  Es  läßt  sich  leicht  beweisen,  daß  dies  auf  unendlich  viele  Weisen  mög- 
lich ist. 

Nehmen  wir  eine  zweifach  unendliche  Größenmenge: 

ß.^  (i=l,2,...;Ä  =  l,2,...), 

deren  Summe  endlich  sein  möge;  es  sei  z.  B.: 

ß  =— i— — 

woraus  folgt: 

OD  OD 

Da  die  Ordnungszahlen,  die  kleiner  als  a  sind,  eine  abzählbare  Menge  bilden, 
80  läßt  sich  eine  gegenseitig  eindeutige  und  vollständige  Beziehung  zwischen 
diesen  Zahlen  und  den  Elementen  der  natürlichen  Zahlenreihe  bilden.  Ist  i  das 
dem  Elemente  y  der  ersten  Menge  entsprechende  Element  der  zweiten,  und  setzt 
man : 

so  ist: 

^*yA  =  l- 

A  =  l,2.  •  •• 
y<a 

Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytisclien  Funktionen.  15 


Digiti 


izedby  Google 


226       Zweiter  Teil.    Allgemeine  Theorie  der  ftnaljÜBchen  Funktionen. 

ist  alsdann  nicht  nur  in  den  Punkten  c^i,  c^^,  - '  -,  sondern  auch  in 
den  Punkten  o^y  c^^,  '  -  -  regulär.  Indem  wir  so  fortfahren,  gelangen 
wir  zu  einer  Funktion: 


V^{x)^n^)^^F^{x), 


die  in  den  Punkten  ron  J,  Jiy  •  *  -  regulär  ist.  Ee|  ist  klar,  daß  sich 
dieses  Verfahren  fortsetzen  läot,  bis  man  zu  einer  Funktion: 

gelangt,  die  keine  andren  singulären  Punkte  haben  kann  als  die  Punkte 
der  perfekten  Menge  /("). 

Es  erübrigt  nur  noch  zu  beweisen,  daß  ^F^{x)  eine  analytische 

Y<a 

Funktion  ist.  Zu  diesem  Zwecke  mag  eine  Bemerkung  ron  Nutzen 
sein,  die  sich  aus  dem  in  Art.  253  entwickelten  Verfahren  ergibt. 
Zieht  man  nämlich  einen  weder  J  noch  Jy  angehörigen  Punkt  in 
Betracht  und  greift  man  eine  Umgebung  desselben  heraus,  die  von 
keiner  dieser  beiden  Mengen  Punkte  enthält  (was  immer  möglich  ist), 
so  hat  man  für  alle  Punkte  x  einer  solchen  Umgebung: 


l^y(^)l<2*rÄ; 


Ä=l 


nun  ist   2  b^^  Teil  einer  konvergenten  Reihe  mit  positiven  Gliedern, 

folglich  ist  sie  selbst  konvergent;  bezeichnen  wir  ihre  Summe  mit  ly^, 
so  erhalten  wir: 

(2)  |i^,(^)l<V 

Nun  ist  «7y  ein  Bestandteil  von  i,  folglich  Jy  ein  Bestandteil  von 
r  und  infolgedessen  von  /.  Ist  daher  x^  ein  Punkt  des  Bereiches, 
in  dem  W{x)  regulär  ist,  so  können  wir,  da  I  abgeschlossen  ist,  eine 
Umgebung  dieses  Punktes  wählen,  die  keinen  Punkt  von  I  enthält 
und  in  dieser  Umgebung  gilt  dann  die  Beziehung  (2)  för  jedes  y  <  «. 
Es  bilden  aber  die  Zahlen  y<a  eine  abzählbare  Menge  (Art.  75); 
daher  läßt  sich  zwischen  diesen  Zahlen  und  denen  der  natürlichen 
Zahlenreihe  0,  1,  2,  •••  eine  ein-eindeutige  und  vollständige  Beziehung 
herstellen.  Bezeichnen  wir  mit  y,  die  Zahl  dieser  Reihe,  die  der 
Zahl  y  entspricht,  und  setzen  wir: 
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80  wird  aus  der  Ungleichung  (2)  folgende: 

und  man  erhält  durch  Summierung  für  ft  =  1,  2,  •  •  •: 

QO  QO 

Die  Reihe  rechts  konvergiert,  weil  ihre  Summe  nichts  andres  ist 

QO 

als   die  Summe  der  Keihe  (1);  somit  ist  die  Reihe  ^H  {x)  in  der 

betrachteten  Umgebung  gleichmäßig  konvergent  und  stellt  alsdann 
nach  dem  Hilfssatz  von  Weierstraß  in  dieser  Umgebung  eine  im 
Punkte  Xq  reguläre  analytische  Funktion  dar. 

Man  beweist  sodann,  wie  in  Art.  253,  daß  in  einer  Umgebung 
eines  Punktes  c^^  der  Menge  J  die  DiflFerenz: 

regulär  ist. 

Es  sei  nun  ß  eine  der  Zahlen  y;  wir  schreiben  dann: 

wo  der 'rechts  vom  zweiten  Summenzeichen  angebrachte  Buchstabe  ß 
anzeigen  soll,  daß  aus  der  Summe  alle  Glieder  wegfallen  sollen^  deren 
Index  fi  gemäß  der  eben  betrachteten  Beziehung  solchen  Zahlen  y 
entspricht,  die  kleiner  als  ß  sind.  Es  wird  dann  in  der  üblichen 
Weise  bewiesen,  daß  die  Differenz: 

in  der  Umgebung  von  c^j^  regulär  ist. 

Somit  ist  erwiesen,  daß  die  gefundenen  Ausdrücke  analytische 
Funktionen  mit  den  gewünschten  Eigenschaften  sind,  und  daß  ins- 
besondere ^a(ic)  eine  analytische  Funktion  ist,  die  nicht  nur  in  allen 
Punkten  regulär  ist,  in  denen  es  W{x)  ist,  sondern  auch  in  allen 
Punkten  der  Menge  7—  I^^\ 
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Neuere  Untersnohungen  über  die  ganaen  Funktionell^). 

259.  Ein  tieferes  Studium  der  ganzen  Funktionen  hat  die  Not- 
wendigkeit erkennen  lassen^  außer  dem  Range  einer  ganzen  Funktion 
noch  andre  konstante  Zahlen  zu  berücksichtigen^  die  unter  sich  und 
mit  dem  Bange  durch  bestimmte  Beziehungen  verknüpft  sind.  Diese 
Zahlen  —  es  sind  ihrer  drei  —  haben  von  den  verschiedenen  Autoren 
verschiedene  Bezeichnungen  erhaltenj  um  aber  die  Zahl  neuer  Namen 
nicht  unnötig  zu  vermehren,  werden  wir  sie  einfach  als  A- Index, 
ft-Index  und  i/-Index  der  Funktion  bezeichnen. 

Sei  f{x)  eine  ganze  Funktion  mit  den  Nullstellen  c^,  Cg,  •  •  •; 
femer  sei  y^^'==^\Cf^\.  Als  A- Index ^)  der  Funktion  f[x)  werden  wir 
diejenige  Zahl  k  bezeichnen,  welche  die  Zahlen  q,  für  welche  die  Reihe 

^-Q  divergiert,  von  denjenigen  scheidet,  für  die  sie  konvergiert,  oder 
aber  die  Zahl  A  von  der  Beschaffenheit,  daß  für  jedwede  positive  Zahl  a 

1)  Deir  Agnola  524,  Bagnera  525^  Barnes  628,  Bassi  17,  Borel 
47,  49,  66,  67,  74,  76,  Bortolotti  81,  Boutroux  83,  84,  85,  86,  638,  639, 
Bukrejef  89,  Desaint  130,  132,  133,  Fabry  149,  Goursat  176,  Hadamard 
182,  183,  188,  189,  190,  666,  Hardy  659,  661,  662,  663,  664,  Hayashi  669, 
Hill  671,  Jaggi  213,  673,  Jensen  216,  von  Koch  228,  683,  Kraft  231, 
Leau  586,  Levi-Civita  266,  Lindelöf  269,  271,  276,  589,  Lindgren  692, 
Maillet  280,  283,  284,  285,  286,  289,  291,  292,  293,  294,  298,  694,  605,  596, 
597,  699,  Malmquist  600,  Mellin  601,  Mittag-Leffler  602bi8,  603,  604, 
Orlando  607,  Painlevä  347,  Pellet  610,  Petersen  364,  Petrovitch  612, 
Phragmön  613,  Poincarö  397,  399,  Pringsheim  414,  416,  619,  Remoun- 
doB  627,  Schaper  437,  Schon  448,  449,  Sigma  636,  Stornier  639,  Toffo- 
letti  482,  Vivanti  603,  Wigert  520,  651,  Wiman  663. 

Eine  besondere  ßeachtnnff  verdient  die  während  des  Drackes  dieses  Buches 
erschienene  Abhandlung  von  Pringsheim  (619),  die  eine  systematische  Dar- 
stellung seiner  Untersuchungen  über  ganze  Funktionen  von  endlichem  Range 
darbietet. 

2)  Ordre  r^el  (Borel  47),  Konvergenzexponent  (Schaper  437), 
Grenzexponent  (Pringsheim  415). 
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00        j  *        1 

die  Reihe  2il^9  divergiert,  ^-x'^^^  aber  konvergiert.  Die  Kon- 
vergenz   der  Reihe    ^—^  kommt  hier  nicht  in  Betracht-,  auch  läßt 

Ä=l  ^A 

sich  darüber  im  allgemeinen  nichts  aussagen.  ^ 

Gibt  es  keine  Zahl  (>,  für  welche     die  Reihe  ^-^;  konvergiert, 

so  sagt  man,  der  A-Index  sei  unendlich. 

Ist  der  il-Index  endlich,  so  ist  die  Funktion  erster  Klasse  (Art.  209) 
und  umgekehrt. 

Der  A-Index  wird  auch  Konvergenzexponent  der  Reihe  der 
Nullstellen  genannt. 

Ist  die  Funktion  |>-ten  Ranges,  so  hat  man: 

wenn  k  nicht  ganzzahlig  ist,  dagegen: 

A  =  p     oder     A  =  |>  +  1 , 
wenn  X  ganzzahlig  ist. 

00 

Sei   ^CL^y^  die  Entwicklung  von  f{x)  in  eine  Potenzreihe  von  x^ 

und  a^  =  |a;i|.  Als  ft-Index*)  der  Funktion  f{x)  werden  wir  die  Zahl  ft 
von  der  BeschaflFenheit  bezeichnen,  daß,  wenn  b  eine  beliebige  positive 
Größe  ist,  die  Beziehung: 

für  alle  Werte  von  h  gilt,  die  größer  sind  als  eine  bestimmte  (von  b 
abhängige)  Zahl,  während  sich,  wenn  eine  beliebige  Zahl  H  festgesetzt 
wird,  stets  zugleich  Werte  h>  H  ermitteln  lassen,  für  die: 

*(»!)"  +  • 
wird.     Da  nun^: 

(1)  lim(?^  =  i- 

^    ^  A  =  oo      Ä  e 

ist,    so    können   die  vorstehenden  Beziehungen  auch   folgendermaßen 

1)  Ordnung  nach  Schaper  (437).     Lindelöf  (269)   drückt  sich  dahin 

aus,  ccj^^    sei  d' ordre  Ä""- 

2)  Cesäro-Kowalewski,  a.  a.  0.,  S.  110. 
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geschrieben  werden: 

Als  i/-Index*)  von  f(x)  werden  wir  endlich  eine  Zahl  v  Ton  der 
Beschaffenheit  bezeichnen^  daß^  wenn  wir  wie  früher  unter  M(q)  den 
größten  absoluten  Betrag  von  f(x)  für  \x\^  q  verstehen  und  s  irgend 
eine  positive  Größe  ist,  die  Beziehung: 

(2)  M(q)<^'^' 

für  alle  Werte  von  q  besteht,  die  größer  sind  als  eine  bestimmte  Zahl, 
während  es  nach  Annahme  irgend  einer  Größe  B  stets  zugleich  Werte 
Q>  R  gibt,  für  die: 

GKbt  es  keine  endliche  Zahl  Vy  die  dieser  Bedingung  genügt,  wie 
es  z.  B.  bei  der  Funktion  f{x)  «  e^  der  Fall  ist,  so  sagt  man,  der 
i/-Index  von  f(x)  sei  unendlich. 

1)  Ordre  apparent  (Borel  47),  Ordnung  (Pringsheim  415).  Schaper 
(437)  gebraucht  den  Ausdruck,  f{x)  sei  vom  Typus  e^  . 

2)  Es  kann  sich  ereignen,  daß  die  Relation: 

stattfindet,  die  beschränkender  ist  als  (2);  setzt  man  nämlich  voraus,  (a)  gelte  fax 
jedes  9>9',  und  nimmt  man  £  beliebig  an,  so  läßt  sich  q'  derart  bestimmen, 
daß  für  jedes  p>p": 

ist,  wonach  (2)  für  jedes  q  besteht,  das  größer  ist  als  g'  und  als  q\  Bezeichnet 
dann  rj  die  untere  Grenze  der  Werte  S,  für  die  (cc)  stattfindet,  so  ist: 

(ft  Jtf(e)<  «('  +  •)?' 

für  alle  p,  die  eine  bestimmte  Größe  übersteigen,  während  es  für  jedes  beliebige 
B  Werte  p>B  gibt,  für  die: 

(r)  Jf(p)>e(^-')^'' 

ist.    Ist  ?2  =  0,  so  reduziert  sich  (ß)  auf: 

während  (y)  keine  Bedeutung  hat. 

Pringsheim  (619)  bezeichnet  als  Funktionen  vom  Maximaltjpus  (der 
Ordnung  t^)  diejenigen,  für  die  keine  Relation  von  der  Form  (of)  besteht,  als 
Funktionen  vom  Normaltjpus  rj  diejenigen,  für  welche  (ß)  und  (y)  stattfinden, 
als  Funktionen  vom  Minimaltypus  endlich  diejenigen,  welche  der  Beziehung 
{d)  genügen. 
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260.  Die  X-,  ft-,  v-Indices  sind  in  bezug  auf  jede  ganze 
lineare  Substitution  invariant^). 

I.  Betreffs  des  A- Index  braucht  nur  der  in  Art.  216  geführte 
Beweis  wiederholt  zu  werden. 

IL   Wenden  wir  auf  eine  ganze  Funktion  f(x)  eine  ganze  lineare 
Substitution: 
(1)  x^Äy  +  B 

CO  00 

an,  so  ist,  wenn  wir  f(x)  =  ^<^k^  setzen  und  mit  (p{y)  =  ^hrJf 
das  Ergebnis  der  Substitution  bezeichnen,  gemäß  Art.  147: 

OD  OD 

9>  (y)  =  fiAy  +  5)  =-  ^  «»(^^  +  5)*  =  2  Tlf^'KS)^' 

A  =  0  r  =  0 

SO  daß: 

OD 

*  =  0 

ist.    Für  alle  Werte  von  r,  die  größer  sind  als  ein  bestimmter  Wert  r^, 
hat  man: 

Außerdem  dürfen  wir  stets  |  B  |  <  1  voraussetzen,  weil  ja  andern- 
falls (1)  durch  eine  endliche  Folge  von  solchen  Substitutionen  ersetzt 
werden  könnte,  daß  für  jede  von  ihnen  |  B  |  <  1  wäre.  Man  hat 
unter  dieser  Voraussetzung  (s.  Art.  135): 

OD 

mithin: 

\K\< 


Nun  hat  man,  wenn  |-4[^  1  ist: 

(1  — |J?!)''  +  ^  =  (l  — |J?|)''+^' 


1)  Auf  Grund  dieses  Satzes  werden  wir  bei  Fragen  betreffs  der  Indices 
stets  voraussetzen  können,  daß  die  Funktionen,  mit  denen  wir  es  zu  tun  haben, 
im  Anfangspunkte  nicht  verschwinden,  was  die  Entwicklungen  etwas  vereinfacht. 
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ist  dagegen  { J.|  >  1^  so  folgt: 

(1__|jb;)'-  +  i       (1-|JB|)'-  +  ^* 
Bezeichnen  wir  also  mit  c  die  eine  oder  die  andre  der  reellen  und 
positiven  Größen  - — p^-,  ^      }^ ,  so  ist: 

1  —  I-D;'   1  —  l-O; 

1 


—  e 


Ist  s'  eine  beliebig  kleine  positive  Größe  und  setzt  man  voraus, 
€  sei  kleiner  gewählt  als  s',  so  kann  man  schreiben: 


\'r\<z~7{^y'^'ä'-, 


wo  c  =  d*'~*  gesetzt  ist.    Nun  i^ert  sich,  wenn  r  dem  Unendlichen 

jr 

zustrebt,  -r  der  Null^),  folglich  läfit  sich  eine  Zahl  r^  von  der  Art 
finden,  daß  fflr  jedes  r^r^: 

^  1 

r!  ^  d 
wird.     Für  jedes  r,  das  größer  ist  als  r^  und  r^,  gilt  alsdann: 

Denmach  ist  der  ft -Index  der  transformierten  Funktion  nicht 
größer  als  derjenige  der  ursprünglichen.  Da  man  aber  umgekehrt 
durch  eine  ganze  lineare  Substitution  von  der  Funktion  (p{y)  zu  der 
Funktion  f(x)  gelangen  kann^  so  darf  man  behaupten,  daß  der  ft- Index 
von  f(x)  nicht  größer  ist  als  der  von  ip(x).  D.  h.:  Der  ft-Index  ist 
für  jede  ganze  lineare  Substitution  invariant. 

in.  Wir  betrachten  wiederum  die  Funktion  f(x)  und  die  aus  ihr 
mittels  der  linearen  Substitution  (1)  transformierte  Funktion  (p{y). 
Der  Einfachheit  halber  schreiben  wir: 

-B  !       I  I     >!   I 

A  /  I         I  7  11 

In  der  y- Ebene  beschreiben  wir  um  den  Anfai^spunkt  mit  einem 
Radius  r  >  <y  einen  Kreis;  der  Punkt  s  liegt  dann  innerhalb  dieses 
Kreises,  und  wir  können  um  s  zwei  Kreise  beschreiben,  den  einen 

1)  Cesäro-Kowalewski,  a.  a.  0.,  S.  102. 
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mit  dem  Radius  r^  =  r  +  tf,  der  den  Kreis  r  von  außen,  den  andern 
mit  dem  Radius  r^^  r  —  6,  der  ihn  von  innen  berührt.  Diesen  beiden 
Kreisen  entsprechen  in  der  a;-Ebene  zwei  Kreise  um  den  Anfangs- 
punkt mit  den  Radien  ar^j  ar^.  Wir  denken  uns  r  so  groß  gewählt, 
daß  für  jedes  Q^ar^: 

M\f{Q)\<^'^'    ^) 

wird;  alsdann  ist  in  dem  ganzen  von  den  Kreisen  ar^,  ar^  begrenzten 
Kreisringe  der  iC-Ebene: 

und  folglich  in  dem  ganzen  entsprechenden  Kreisrii^e  der  y- Ebene: 

|y(y)|<e(-.r+'. 

Da  aber  der  Kreis  r  in  diesem  Kreisringe  enthalten  ist,  so  wird: 

ilf!g?(r)l<e(«'-i)'+'. 

Nun  bemerken  wir,  daß  r^  <  2r  ist;  außerdem  kann,  wenn  b  >  a, 
r  so  groß  genommen  werden,  daß: 

(2a)»'  +  *<r*'-« 
ist.     Daraus  folgt: 

eine  Beziehung,  welche  beweist,  daß  der  i/-Index  von  (p{y)  nicht  größer 
ist  als  der  von  f{x).  Mittels  der  oben  angestellten  Uberlegui^  wird 
gezeigt,  daß  er  ebensowenig  kleiner  ist;  folglich  kann  man  schließen, 
daß  beide  Indices  gleich  sind. 

Damit  ist  der  Satz  vollständig  bewiesen. 


261.    Wir   betrachten   nun  einen  Weierstraßschen  Primfaktor 
(Art.  208): 

vro   der   dem  E  beigefügte   Index  den   Grad  des  Polynoms   im   Ex- 
ponenten angibt. 

Es  sei  S  =  |a;|;  setzen  wir  zunächst: 


1)  Dfi  wir  es  mit  zwei  Funktionen,  f{x)  und  q>(aj),  zu  tun  haben,  so  wollen 
wir  der  Klarheit  wegen  M\f{{i)\^  M\(p{r)\  statt  M{q)^  M{r)  schreiben. 
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voraus,  so  ist: 


-ar*  ^^^ 


P  +  1 


1  — j^i— e' 

außerdem  ist,  wenn  0  ^  ir  ^  1: 
Nimmt  man  also: 

*^^)  ''-(i>  +  i)(i-e)' 

so  hat  man: 

(2)  li;,(a;)i<e«f'^', 

wo  c  eine  von  r  unabhängige  Konstante  ist. 
Setzen. wir  jetzt: 

e<g<i 

voraus,  so  erhalten  wir: 

(3)  \l-x\<l  +  i<e^, 


(4) 
mithin: 


2t 


'.f* 


(5)  !i;»|<c'^^^»^      ^^, 


Nun  hat  man,  wenn  0  <  t  ^  1 : 

2^  +  -f  +  T  +  •  •  •  +  7  <  21  +  I*  +  1»  +  •  •  •  +  I'  <1>  +  1  ^ 

so  daß  sich,  wenn: 

(6)  '^^^ 

genommen  wird,  wiederum  (2)  ergibt. 

Setzen  wir  endlich  5^1  voraus,  so  behalten  (3),  (4)  und  mithin 
auch  (5)  ihre  Gültigkeit;  femer  ist: 

1)  Wir  bezeichnen  wie  oben  Art.  248  mit  dla  den  reellen  Bestandteil  der 
komplexen  Größe  a. 
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2|  +  -|*+f  +  -  +  ^<2|  +  |»  +  l''+-+5'^(i'+l)l'^(l)+l)l'+*, 

SO  daß  man^  wenn: 

(7)  c^p+1 

genommen  wird,  abermals  (2)  erhalt. 

Wählt  man  also  beliebig  eine  zwischen  0  nnd  1  liegende  Größe  0 
und  nimmt  man  dann  für  c  den  größeren  der  beiden  Ausdrücke  (1) 
und  (6)  —  der  Ausdruck  (7)  braucht  nicht  berücksichtigt  zu  werden, 
weil  er  stets  kleiner  bleibt  als  (6)  — ,  so  hat  man  für  jeden  Wert 
von  |: 

(8)  \E,(x)'..<e^^^% 

WO   T   eine   Größe   bedeutet,   die   der  Bedingung   0  ^  r  ^'1    genügt, 
c  aber  eine  von  r  unabhängige  positive  Konstante  ist. 

262.  Der  letzte  Teil  des  Beweises  im  vorigen  Artikel  ist  nicht 
mehr  gültig,  sobald  ^  =»  0  wird.  Gleichwohl  läßt  sich  beweisen,  daß 
(2)  für  r  >  0  auch  in  diesem  Falle  bestehen  bleibt,  allerdings  unter 
der  Beschmikung,  daß  c  nicht  von  r  unabhängig  ist. 

Ist  t  gegeben,  so  bestimmen  wir  eine  ganze  Zahl  w  von  der  Art, 
daß: 


^      < 

m  +  1  ~ 

m 

Aus  der  Beziehung: 

|l-a;|<c^ 
folgt: 

1 

1  -  x'""' 

•.m 

und  entsprechend  für  Ä  =  1,  2,    •  •,  m  —  1: 

1 

2hni 
—  e  ""    X 

1!             -1 

multipliziert  man  alle  diese  Ungleichungen  miteinander,  so  erhält  man: 

j_ 

|1 -ic|<e"».^"*. 

Auf  dieselbe  Weise  ei^bt  sich: 

1 

|l_^|<e(m+l)r-^\ 
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Nun  hat  man,  je  nachdem  5  ^  1  ist,  6"*  ^  5*  oder  5"*+^  ^  |^;  für 
alle  Werte  von  |  gilt  folglich: 

|l-a;|<e("»+^)^. 

263.     Wir  haben  bemerkt,   daß,   wenn  k  nicht   ganzzahlig  ist, 
p<X <ip  +  1,  wenn  X  dagegen  ganzzahlig  ist,  X  =  jp  oder  X  =^p  + 1  ist. 

Man  kann  hinzufugen,  daß,  wenn   ^^  konvergent  ist,  X>Pf  wemi 

divergent,  X  <ip  +  1  ist.  ^"^^ 

Es  liege  demnach  eine  ganze  Funktion  vom  Range  p  vor,  die 
wir  überdies  als  einfach  (Art.  209)  voraussetzen: 


«')-n^,(i). 


00     j 

Wir  nehmen  die  Reihe   ^ -j  zunächst  als  konvergent  an.    Dami 
ist  X>p  und,  wenn  man  X^p  +  r  setzt  (Art.  261): 


'E. 


{'.)\ 


<e 


Nach  Wahl   einer   beliebigen  positiven  Größe  rj   läßt   sich  eine 
Zahl  n  von  der  Art  angeben,  daß: 


^        yi  ^  2c  ' 


mithin: 


A  =  «  +  l  'h 


<e 


wird.     Nach  Wahl  einer  positiven  Grröße  tf  <  r  hat  man  femer: 


Bestimmen  wir  q  so,  daß: 
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wird^  so  erMlt  man: 

mithin  für  jedes  I  ^  p: 


23T 


jT^  t-a  ^p-k-a 


n-'(f) 


<e 


2* 


Ist  also  ri  gegeben,  so  läßt  sich  q  in  der  Weise  bestimmen,  daß 
för  jedes  i^Qi 

(1)  imKe"^ 

wird,  woraus  folgt  (vgL  Anm.  2  S.  230): 

(2)  \f{x)\<^^'    für     §^9. 

Ist  dagegen   J^-j  divergent,  so  ist  A  <^  +  1.    Wählt  man  s  so^ 

A=l  ^A 

daß   ^  +  -^  <i>  +  1,  so  hat  man: 


go  « 

Nimmt  man  q  so,  daß: 


so  ist:* 
mithin  auch: 


^.^+ 


|/*(^)|<6^''-  für  g^p. 


Erinnern  wir  uns  der  Definitionen  des  Art.  259,  so  läßt  sich  die 
gefundene  Beziehung  so  aussprechen:  Für  eine  einfache  Funktion 
ist  der  A-Index  niemals  kleiner  als  der  v-Index. 

Der  Satz  erstreckt  sich  unmittelbar  auf  Normalfunktionen 
(Art.  209). 

Ist  nämlich  g{x)  ein  Polynom,  dessen  Grad  ^p  sein  möge,  so 
läßt  sich  für  A  ^  p  ein  Wert  B  von  der  Art  angeben,  daß  für  jedes 
i>  E  (vgl.  weiter  unten  Art.  270): 
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ist.     Nimmt  man  a'>s,  und  J  so  groß;  daß  2<5*'"*  wird,  so  ist 
demnach: 

Also:  Für  jede  Normalfunktion  ist  A^v. 

264,  Ehe  wir  weitei^ehen,  möge  erst  noch  ein  Hilfssatz  aus 
der  Theorie  der  Reihen  aufgestellt  werden: 

Ist   ^bf^  eine  konvergente  Reihe  mit  abnehmenden  posi- 

tiven  Gliedern;  so  hat  man  lim  ä6;^  =  0;   umgekehrt  ist,  wenn 

Jibf^,  während  h  unbegrenzt  wächst,  innerhalb  endlicher 

Grenzen  verbleibt,  die  Reihe  ^b^  konvergent  für  jedes  a>l. 

Ä=rl 

Zunächst  ließe  sich,  falls  lim  hb^  nicht  gleich  NuU  wäre,  eine 
positive  Größe  6  von  der  Art  angeben,  daß  für  unendlich  viele 
A- Werte  hbf^  >  6  oder  also  b,^  >  ,  sein  würde.  Nimmt  man  daher 
irgend  einen  Index  m  an,  so  ließe  sich  ein  Index  n  >  2m  angeben, 
für  den  b„>  ^  seiu  würde.    Da  aber  6,„+i  ^  &^+j  ^  •  •  •  ^  fe„,  so  folgt: 

&m  +  l  +  K^2  +  •  •  •  +  &n  >(**  -  ^)  {-  >  I  ; 

was  mit  der  Bedingung  der  Konvergenz    der  Reihe  in  Widerspruch 
steht. 

Setzt  man  umgekehrt  hb^<iK  voraus  für  alle  Werte  von  ä, 
so  folgt: 

1«    ^    -ft- 

mithin: 

00 

da  aber  die  Reihe  rechts  konvergent  ist,  so  ist  es  auch   2bl. 

Der  eben  bewiesene  Hilfssatz  gestattet  uns,  für  den  A-Index  eine 
zweite  Definition  zu  geben. 


Digiti 


izedby  Google 


Neaere  Untersuchungen  über  die  ganzen  Funktionen. 


239 


Man  kann  nämlich  sagen^  k  trenne  die  Zahlen  q,  welche  der  Be- 
dingung: 

lim  -g  ==  0 

genügen;  von  denjenigen,  die  ihr  nicht  genügen. 

265«  Ist  f(x)  irgend  eine  ganze  Funktion,  die  im  Anfangspunkte, 
wie  wir  der  Einfachheit  halber  voraussetzen  wollen,  den  Wert  1  an- 
nimmt, und  sind  wie  gewöhnlich  c^,  c^,  •  •  •  ihre  Nullstellen,  so  kann 
man  für  jedes  beliebige  n  schreiben: 


Ä  =  l 


ivo  <p(x)  eine  zweite  ganze  Funktion  ist,  die  im  Anfangspunkte  den 
Wert  1  besitzt  und  deren  Nullstellen  c^+u  c„^g,  •  •  •  sind.  Da  das 
konstante  Glied  von  q>(x)  gleich  1  ist,  so  ist  (Art.  128),  wenn  q 
irgend  eine  positive  Größe  bezeichnet: 


l£M\,piQ)\=ny,.M 


A  =  l 


f{Q) 


/7(«*-p) 


Ä  =  i 


^y:M 


Ä  =  l 


h  -  Q) 


Erinnern  wir  uns  der  Definition  des  i/ -Index,  so  gilt: 

(1)  M\f{Q)\<e>i'*' 

für  jedes  q,  das  größer  ist  als  eine  bestimmte  Größe  r.    Nehmen  wir 
n  so  groß,  daß: 

wird,  so  können  wir  alsdann: 

p  =  (e  +  l)y, 
setzen.     Bedenken  wir  femer,  daß  für  Ä^w  und  |a;|  =  p: 
k*  -  » I  ^  9  -  n  ^  9  -  y«  =  ey„ 


mithin: 


M 


IIiOH-<f) 


e'fn 


Ä  =  l 


ist,  so  erhalten  wir  schließlich: 
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oder  auch: 

woraus  folgt: 

»<  (»'■+•  =  (e  +  l)-+'y;+', 

(2) 

-^<(e +!)'+•. 

Es  verbleibt  also  — — -  unterhalb  einer  festen  Grenze:  nach  dem 
vorausgeschickten  HiKssatze  konvergiert   mithin    ^  (r-\-')^  ^  jedes 

n=i  y»» 

a  >  1  oder,  was  mit  Rücksicht  auf  die  Willkürlichkeit  von  €  dasselbe 
ist,   ^"V+?  konvergiert  für  jedes  e'  >  0.     Daraus  folgt  v^k,  d.  Lr 

nsiy« 

Für  jede  beliebige  ganze  Funktion  ist  v^L 

Verbindet  man  dieses  Ergebnis  mit  dem  in  Art.  263  gewonnenen^ 

so  darf  man  schließen: 

Für  jede  Normalfunktion   (insbesondere   auch   für  jede 

einfache  Funktion)  ist  A  «=  v. 

266.   Für  den  soeben  bewiesenen  Satz  läßt  sich  ein  zweiter,  sehr 
einfacher  Beweis  geben. 

Wir  haben  gefunden  (Art.  244): 

"^ig(e-i)' 

wo  d  irgend  eine  Zahl  bedeutet,  die  größer  eis  2  ist,  n  aber  die  An- 
zahl  der  Nullstellen  der  betrachteten  Funktion  ist,   deren   absoluter 

Betr^  <-g-  ist.     Ist  q  so  groß,  daß: 

wird,  so  haben  wir,  wenn  wir  bedenken,  daß  q  <  Öy^^j  ist: 


n< 


lg(0-l)' 


daraus  aber  ergibt  sich,  daß  — -^—  unterhalb   einer  bestimmten  end- 

y»  +  i  n-\-l 

liehen  Größe  verbleibt.     Dasselbe  läßt  sich  offenbar  von      7..    oder 

n  ^«+^ , 

auch  von  — j^^i  behaupten,  woraus  folgt  (Art.  264),  daß,  wenn  f'  >  b, 

»     1       y« 
^  ^. ^^,   konvergiert  oder  aber,  daß  k^v  ist. 

n  =  l  Vn 
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267.  Bezeichnen  wir  mit  m{Q)  den  kleinsten  absoluten  W^rt 
von  f(x)  auf  der  Kreislinie  vom  Radius  q  um  den  Anfangspunkt^  so 
gilt  folgender  Satz: 

Ist  f(x)  eine  einfache  ganze  Funktion,  so  lassen  sich, 
wenn  e  und  R  gegeben  sind,  Werte  q>R  angeben,  für 
welche: 

wird. 

I.   Nehmen  wir  zunächst  an,  die  Funktion  sei  0*^"  Ranges. 

Ist  irgend  eine  Zahl  N  gegeben,  so  läßt  sich  eine  Zahl  n^  N 
von  der  Art  finden,  daß  T^n+i  ""  ^n  >  ^  ^^*-  Li^ß©  sich  nämlich  ein 
Index  h  von  der  Art  angeben,  daß  von  ihm  ab  die  Differenzen 
yn+i'~'  Vn  sämtlich  ^  2  sein  würden,  so  daß: 

so  würde  daraus  folgen: 

^  Öv+2  "^  2y^+4  +  3y^+6  +  y^+2  L-^  +  Y  +  T  +  ^J^ 

da  aber  die  letzte  Reihe  divergiert,  so  würde  die  Funktion  nicht 
0-ten  Ranges  sein.  Dies  vorausgeschickt,  läßt  sich  auf  der  Strecke 
yn^n+i  ^^^  unendlich  viele  Arten  ein  Punkt  wählen,  der  um  mehr 
als  1  sowohl  von  y„  wie  von  y^^j  entfernt  ist;  dieser  Punkt  ist  um 
mehr  als  1  von  allen  Punkten  y  entfernt.  Ist  also  irgend  eine  Größe  r 
gegeben,  so  lassen  sich  Werte  5  =  |  a:  |  >  r  von  der  Art  angeben,  daß: 

(1)  IS-nl>i  (A-1,2,...). 

Dem  Hilfssatz  des  Art.  264  zufolge  läßt  sich,  da  die  Reihe  ^ j 

konvergent  ist,  ein  Index  n  von  der  Art  angeben,  daß  für  jedes  h^n 
Y  <  1  oder  auch  ä  <  ;^"*"T  ist.    Wählt  man  x  so,  daß  |  >  y^  ist 

yi'^'2" 

und  der  Bedingung  (1)  genügt,  und  setzt  man  voraus,  daß: 

(2)  n<2|<y»+x, 

wo  sicherlich  Jc^n  und  sonach: 

(3)  Ä<yJ  +  T<(2$/+T 

Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytiaohen  Funktionen.  16 
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ist;  so  kann  man  schreiben: 

^(-)=I7(i-f)it(i-3==/-^(-v«(-)- 

Ä=i   ^  */a=*+i^    '        *' 

Mit  Rücksicht  auf  (1),  (2),  (3)  ergibt  sich  alsdann: 

Beachtet  man  femer,  daß  (Art.  145,(5))  c— <1  —  |-fttrO<«<l 
oder  auch  e-*"<l— m  für  0<u<-^,  und  bedenkt  man,  daß  — <  — 


für  h>k,  so  hat  man: 
i  l/,(^)I^J7(l-7-)>^   *=*+!"*  = 


''»«-«^ 


*       1 

WO  der  Kürze  wegen  2^  -   =  S  gesetzt  worden  ist.    Ist  A  <<  1  und 
wird  auch  A  +  ^  <  1  vorausgesetzt,  so  hat  man  für  A  >  Ä: 


i\'^^ 


(f.)  >t' 


mithin : 

c        « 


wo   2^   j  =  ^  gesetzt  worden  ist.     Also  ist: 


Ä  =  A:  +  ly^  +  -2 


^  + 


(4)  \f{x)\>e-^^^     ^ig^^-s^ 


und  auch  für  A  +  ^  "^  ^  • 


|/'(a;),>e-(2Ö^^'^ig2^-r/'^^ 
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Da  andrerseits  g     ^  >  |  für  A  +  y  >  1,  g  >  1  ist,  so  folgt  aus 
(4)  unter  diesen  Voraussetzungen: 

Es  läßt  sich  also  für  alle  Fälle  schreiben: 

wo: 

a  =  2^'"^,     6  =  2''"^lg2  +  c, 

und  c  die  Eonstante  S  oder  T  bedeutet. 

Nun  wissen  wir  (Art.  146),  daß  sich,  während  die  positive  Größe  u 

unbeschiwkt  zunimmt,  filr  jedes  n  der  Null  nähert.     Das  be- 

deutet, daß  sich  nach  Annahme  einer  willkürlichen  Große  6  stets  ein 
Wert  r  von  der  Art  angeben  läßt,  daß  ^  <  tf  für  jedes  m  >  r. 
Machen  wir: 

80  ist  für  «  >  r: 

a'd 
oder  auch: 

■«»<■■-(#' 

und  hieraus,  wenn  -3-  ==  I  gesetzt  wird,  filr  jedes  S  >  -^^ 

i-t^>lg(d|)  =  lgg  +  lgrf=lg|  +  |, 
woraus  schließlich  folgt: 

alg|  +  &<S^ 
und: 

|/*(a:>!>.-^n 

16* 
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was  sich  auch  folgendermaßen  schreiben  läßt: 

II.   Wir  setzen  jetzt  die  Funktion  ab  vom  Range  j)  >  0  TOrauB: 


^(-)=-J7(i-f)^^*^; 


bezeichnen  wir  mit  ©  eine  primitive  {p  +  1)***  Einheitdwnrzel;  so  ist 
offenbar: 

f{x)f{iox)f{p^x)  . . .  f{(x^x)  = 

-ni'-^:)-j7i-^)-^<.)- 

wo   y=-af^^  ist.     Die   Funktion  JP(y)   ist   eine   einfache   Punktion 

0***  Ranges;  ihr  i- Index  ist      ,     .     Nimmt  man  also  S  beliebig  an, 

so  lassen   sich  nach  dem    oben  Bewiesenen  Werte  i^  =  |  y  |  >  /g  von 
der  Art  finden,  daß: 

oder  aber,  wenn  man  bedenkt,  daß  i^  =  1'+^: 

\F{y)\>e-^'^^ 

ist.     Da  andrerseits  (Art.  265)  für  jede  einfache  Funktion  v  ^  X  ist, 
so  hat  man  für  ein  hinreichend  großes  |,  z.  B.  für  %>  Q: 

\f{px)  I  <  /^^, . . .,  \f{o>Px)  I  <  /^^. 

Daraus  folgt,  daß  sich  stets  Werte  x  finden  lassen,  deren  abso- 
luter Betrag  größer  ist  als  die  größere  der  beiden  Zahlen  Q,  ^^YSy 
und  für  die: 

\f{x)\>  e-^p^^)^^^ 

ist.     Endlich  können  wir  eine  Zahl  P  von  der  Art  finden,  daß  für 
l>P:  ,  . 
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ist.  Wir  können  folglich^  wenn  wir  mit  B  die  größte  der  drei  Zahlen 
Q,  *ySf  P  bezeichnen^  den  Schluß  ziehen,  daß  es  stets  möglich  ist^ 
bei  beliebigem  R  Werte  x  von  größerem  absolutem  Betrage  als  R  zn 
finden,  für  die: 

\f(x)\>e-^^' 
wird. 

268.    Für  den  Fall,  daß   ^-^  konvergiert,  läßt  sich  ein  Satz 

aufstellen,  welcher  den  des  vorigen  Artikels  umfaßt  (vgl.  Anm.  2 
S.  230),  nämlich: 

Ist  f(x)  eine  einfache  Funktion  und   konvergiert   ^-j, 

so  lassen  sich  bei  beliebig  gegebenen  €  und  R  Werte  q^R 
finden,  für  welche: 

ist. 

I.   Wir  nehmen  zunächst  p  =  0  an. 

*   1  *     1  . 

Da   ^-^  konvergiert,  während   ^rr-r  divergiert^),  so  ist  für 

unendlich  viele  Werte  von  h: 

high      tX 


'A 


Ä     ^ ._..._.  vi 


Da  andrerseits  (Axt.  264)  lim  -j  =  0,   so  wächst  -^  gleichzeitig 

mit  h  unbegrenzt,  und  es  läßt  sich  folglich  (Art.  146)  ein  Wert  von  h 
angeben,  von  dem  ab: 


wird.     Daraus  folgt: 


oder  auch: 


^h       bX 

v^     ^  4 


y.      <2' 


1)  Cesäro-Kowalewski,  a.  a.  0.,  S.  133. 
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Hiemach  nehme  man  eine  Zahl  Tc  von  der  Art  an^  daß: 


y* 

A  =  *  +  l  *h 

und  eine  Große  6  >  2  und  wähle  x  so,  daß  |  von  allen  y^  ver- 
schieden und: 

wird;  femer  werde  mit  6  eine  Ghröße  bezeichnet,  die  kleiner  ist  alß 
^  und  als  I  a;  —  Ci  I,  I  a;  —  Cj  I,  •  •  •,  I  a:  —  C;t  |.  Da  die  Größen  —  die- 
selben Eigenschafken  besitzen  wie  die  y^^y  so  haben  wir  für  unendlick 
viele  Werte  von  h: 

Yh 


hlg 


Es  ist  dann: 

k 


26^ 


mithin,  wenn  k  hinreichend  groß  ist: 


ffc-t)! 

Da  ferner       <—  für  ä>ä;  ist,  so  ist  wegen  (5)  des  Art.  145 


(vgl.  den  vorigen  Artikel): 


ji(i-t) 


>e 


A=*+i  * 


und  folglich,  da  A  ^  1: 


n('-$) 


>e 


>e 


-{^ 


Es  ergibt  sixjh  daher  schießlich: 
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wofür  man  auch  schreiben  kann: 

m((>)>e-*?\ 

n.    Wir  nehmen  jetzt  jp  >  0  an. 

Indem  wir  die  Bezeichnungen  des  vorigen  Artikels  beibehalten^ 
haben  wir  in  dem  vorliegenden  Falle: 

X 


l^(y),>«'^'       -e 


> 


wo  wir      ,      anstatt  s  gesetzt  haben;  andrerseits  ist  wegen  (1)  in 
Art.  263: 

|/-(a,a;)i  <e^^,  •  • .,  |/-(a,'x)|<ei^^ 
mithin: 

\f{x)\>e-'^. 

269.  Ist  f{x)  eine  ganze  Funktion^  und  sind  nach' An- 
nahme einer  willkürlichen  Größe  B  Werte  p  >  i?  von  der  Art 
vorhanden,  daß  der  reelle  Teil  von  f{x)  für  alle  Punkte  der 
Kreislinie  vom  Radius  q  um  den  Anfangspunkt  kleiner  ist 
als  CQ^j  wo  c  und  6  positive  Größen  sind,  so  ist  f{x)  ein  Poly- 
nom, und  zwar  ist  sein  Grad  ^  ö;  gilt  ferner  diese  Beziehung 
für  jede  beliebige  positive  Größe  c,  so  ist  der  Grad  des 
Polynoms  <  ö. 

Wird  f{x)  =  ^«A^  gesetzt,  so  hat  man  (Art.  129,(3)): 

A=rO 

l«rl^^.[0(p)-|ai], 
und,  da  in  unserm  Falle  C{q)'^cq^  ist: 

Nun  läßt  sich,  welches  auch  die  positive  Größe  r  sei,  ein  so 
großes  8  finden,  daß  fQr  jedes  q>  S: 

\\ai\<rQ^ 

wird;  man  hat  alsdann  für  unendlich  viele  Werte  von  (>,  die  größer 
sind  als  8: 
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Daraus  folgt  zunächst,  daß  a^  «  0  fttr  r  >  ö;  femer  liat  man, 
wenn  c  beliebig  klein  sein  kann,  auch  a^  =  0  für  r  =  0,  Damit  ist 
unser  Satz  bewiesen. 

270.    Umgekehrt:  Ist  g(x)  ein  Polynom  vom  Grade  q: 

9 

SO  läßt  sich  nach  Wahl  einer  positiven  Konstanten  c>|6^ 
ein  Wert  B   von   der  Art   angeben,    daß   für  jeden  Wert 

(1)  ^g{x)<cl^ 

wird;  es  läßt  sich  ferner, nach  Wahl  irgend  zweier  positiven 
Konstanten  <y,  s  ein  Wert  S  von  der  Art  angeben,  daß  für 
jedes  l^\x\>  S: 

(2)  %(a:)<(yg«+' 
wird. 

Man  hat,  wenn  {i^l'^  ßh  gesetzt  wird: 

(3)  %(^)^2^*^*- 
Ist  c  =  ß^j  +  r,  so  hat  die  Gleichung: 

nach  dem  Descartesschen  Satze  eine  einzige  positive  Wurzel  jß,  und 
ihre  linke  Seite  ist  für  jedes  |  >  i?  positiv,  so  daß  (1)  wegen  (3) 
durch  jedes  |  >  i?  erfüllt  wird. 

Setzen  wir  nun  voraus,  wir  hätten  willkürlich  eine  Größe  c  >  ß,^ 
angenommen  und  die  entsprechende  B  bestimmt,  so  können  wir  eine 
positive  Größe  K  finden,  die  der  Gleichung: 

c  =  öR' 

genügt,  wo  6  und  b  beliebig  gegeben  sind.  Man  hat  alsdann  für  jedes 
S>ir: 

c  <  6^% 

und  somit  für  jedes  g,  das  größer  ist  als  die  größere  der  beiden 
Zahlen  iJ,  B': 
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^ 


Äl*<c55<<y|^+% 


woraus  wegen  (3)  die  Formel  (2)  folgt. 

Es  möge  bemerkt  werden,  daß  sich  aus  dem  Beweise  ei^bt: 

\9{x)\<cl^, 

Ist  t'  eine  beliebig  kleine  positive  Größe,  so  hat  man  für  |  >  1, 
wenn  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  größer  ist  als     "t  ^: 

folglich  wegen  Art.  146  für  hinreichend  große  |: 

und  schließlich: 

\g{xy  <6^'\ 

D.  h.:  Für  jedes  Polynom  ist  der  v-Index  Null^). 

Es  liege  wiederum  ein  Polynom  g{x)  vor;  durch  die  Substitution 
y  =  OXy  wo  d  eine  vor  der  Hand  noch  unbestimmte  positive  Größe 
bedeutet,  geht  g{x)  wiederum  in  ein  Polynom  G{y)  über.  Es  läßt 
sich  alsdann  nach  Wahl  einer  willkürlichen  Größe  6  ein  Wert  S  von 
der  Art  finden,  daß  für  \y\^ri>  S  stets: 

wird  (der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  hier  c  =«  1).     Daraus  folgt 
für  |>|-: 

\g{x)\<^''i''. 


ist  z 


1^  Diese  Eig^enschaft  kommt  nicht  ausschließlich  den  Polynomen  zu.    So 
.  ä.  für  die  einfache  Funktion: 

wo  c  eine  beliebige  positive  Größe  bezeichnet,  il  =  0,  und  folglich  ^  =  0,  da  ja 
die  Reihe: 

OD 

für  jedes  noch  so  kleine  positive  s  konvergiert. 
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Nehmen  wir  s  willkürlich  an  und  bestimmen  dann  0  mittels  der 
Gleichung: 

80  ist  für  jedes  I  >  y : 

iK^)|<c< 

271.  Die  bisher  bewiesenen  Sätze  setzen  uns  in  den  Stand,  die 
zwischen  dem  A-Index  und  dem  i/-Index  einer  beliebigen  ganzen  Funk- 
tion bestehenden  Beziehungen  mit  ziemlicher  Genauigkeit  festzustellen. 

Ist  f(x)  eine  ganze  Funktion,  deren  i/-Index  und  folglich  auch 
A-Index  (A  ^  v,  Art.  265)  endlich  sein  möge,  so  können  wir  setzen: 

(1)  /•(a;)  =  e'W<p(x), 

wo   9?(rr)  eine  einfache  Funktion  vom  endlichen  Range  JP  j^ 

bezeichnet.  Da  der  A-Index  nur  von  den  Nullstellen  abhängt,  so  besitzt 
er  für  beide  Funktionen  f(x),  q)(x)  ein  und  denselben  Wert.  Man 
hat  also  für  unendlich  viele  beliebig  große  Werte  von  |  (Art.  267): 

\^{x)\>er^^', 
und  daraus,  weil  ^  ^v: 

Andrerseits  hat  man  zufolge  der  Definition  des  v- Index  für  aüe 
hinreichend  großen  Werte  von  |: 

Daraus  ergibt  sich  für  unendlich  viele  beliebig  große  Werte 
von  |: 

oder  auch: 

|gt^(;r)|<2r+*; 

mithin  ist  (Art.  269)  g(x)  ein  Polynom  von  einem  Grade  q  ^  v]  d.  h.: 

Jede  ganze  Funktion  mit  endlichem  v-Index  ist  eine 
Funktion  von  endlicher  Höhe. 

Umgekehrt: 

Jede  ganze  Funktion  von  endlicher  Höhe  besitzt  einen 
endlichen  v-Index. 

Es  liege  wiederum  die  Funktion  (1)  vor,  in  der  g(x)  ein  Polynom 
vom  Grade  q,  <p(x)  aber  eine  einfache  Funktion  vom  Bange  p  sein 
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möge.  Der  A-Indei  von  (p{x)  ist  dann  endlich,  weil  er  zwischen  p 
und  jp  +  1  liegt,  der  v-Indei  ist  aber  ihm  gleich,  so  daß  fiir  hin- 
reichend große  Werte  von  |: 

wird.     Femer  ist  (Art.  270): 

mithin: 

|e»W|<c«»+', 
und  folglich: 

Nennt  man  S  die  größere  der  beiden  Zahlen  A,  q,  und  nimmt 
man  i  so  groß,  daß: 

wird,  wo  B    willkürlich,  aber  größer  als  b  ist,  so  hat  man: 

so  daß  V ^d  ist     Also  ist  v  die  größere  der  beiden  Zahlen  X,  q. 

Ist  V  nicht  ganzzahlig,  so  ist,  weil  q  nicht  gleich  v  sein  kann, 
A  =  V,  und  die  Höhe  der  Funktion  ist  die  größte  ganze  Zahl  unter- 
halb V. 

Ist  V  ganzzahlig,  q  aber  kleiner  als  i/,  so  hat  man  ebenfalls  A  »  i/; 

die  Höhe  ist  daher  v  oder  v—  1,  je  nachdem  ^—  divergiert  oder 
konvergiert.     Im  zweiten  Falle  hat  man  (Art.  263): 

da  aber  auch  (Art.  270): 

SO  folgt  daraus: 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

M{q)  <  ^^\ 

Ist  V  ganzzahlig  und  $  » i/,  so  ist  A  ^  r,  und  die  Höhe  ist  v 
Bezeichnet  also  r  die  Höhe,  so  kann  man  schließen: 
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Ist  V  nicht  ganzzahlig,  so  ist  A  =«  v,  r  =  i?(i/)^). 
Ist  V  ganzzahlig^  ohne  daß  die  Beziehung: 

besteht,  so  ist  A  ^  v,  r  =  v;  dagegen  ist,  wenn  diese  Be- 
ziehung besteht,  entweder  A  ^  v,  r  =  1/  oder  >L  =  v,  r  =  v  —  1. 

Kürzer: 

Die  Höhe  einer  ganzen  Punktion  ist  für  ein  ganz- 
zahliges V  entweder  ihrem  v-Index  gleich  oder  um  eine 
Einheit  kleiner  als  dieser. 

272.  Zu  genaueren  Ergebnissen,  als  die  des  Art.  263  sind,  führen 
uns  die  Sätze,  die  wir  in  diesem  und  den  folgenden  Artikeln  ent- 
wickeln wollen. 

Ist  f(x)   eine    einfache  Funktion   und   soll   für   eine   be- 
stimmte positive  Größe  6  und  für  hinreichend  große  Werte 
von  q: 
(1)  M(Q)<e'9' 

sein,  so  ist  notwendig,  daß: 

lim-^  =  0 

ist. 

Nach  demselben  Verfahren  wie  in  Art.  265  erhält  man^  wenn 
nicht  von  Formel  (1)  in  jenem,  sondern  von  Formel  (1)  in  diesem 
Artikel  ausgegangen  wird,  anstatt  (2)  die  Beziehung: 

womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

278.  Ist  f(x)  eine  einfache  Funktion  vom  Range  p  und 
hat  man,  wenn  p  <6  ^p  +1: 

(1)  HmA  =  o, 
SO  ist  für  hinreichend  große  q  auch: 

(2)  M{Q)<e^^\ 

1)  Man  bezeichnet  bekanntlich  mit  E(v)  die  größte  in  v  enthaltene'  ganze 
Zahl. 
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I.   Wir  setzen  zunächst  i)  =  0,  mithin  0  <  <y  ^  1  voraus. 

1.  Ist  <y  =  1,  so  gilt  notwendigerweise  die  Gleichung  (1)  auf  Grund 

*   1 
des    Hilfssatzes   in  Art.  264   und   der  Konvergenz   der  Reihe   ^— . 

A  =  l  ^* 

Femer  erhält   man   infolge   der  Konvergenz  dieser  Reihe   und,   weil 
X  ^  1,  wegen  (1)  in  Art.  263  die  Formel  (2). 

2.  Es  sei  <;  <  1.  Nach  Voraussetzung  läßt  sich  fcir  ein  beliebiges 
d  eine  Zahl  m  von  der  Art  bestimmen,  daß  för  jedes  h^  m: 

(3)  7^<* 

wird.     Andrerseits  kann  für  ein  noch  so  großes  §  eine  ganze  Zahl  n 
von  der  Art  gewählt  werden,  daß: 

(4)  w^KdS^^w 

wird.     Wir  können  weiterhin  |  so  groß  voraussetzen,  daß  n  >  2  und 
I»  <  w  ist;  dann  schreiben  wir: 

Da  fi{x)  ein  Polynom  ist,  so  hat  man  (Art.  270)  für  jedes  |,  das 
eine  bestimmte,  lediglich  von  we,  y^,  ^2?  •••^  ^m  ^^^  *  abhängige  Größe 
R  übertrifft: 

\f,{x)\<^^\ 


Wegen  (3),  (4)  ist  femer: 

■f. 


n''        \2nV  /(2%0" 


1 


TrT2n^^\2nV     ^  /(2^nfy. 


'*"^     h""  (nl)^ 


nun  ist  offenbar  für  jede  positive  Zahl  x: 


X 


mithin: 


-^2«'* 
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Es  ist  aber: 

mithin: 

n  <  2*1^ 
und: 

\f.i^)\<e''  *. 

Endlich  ist  wegen  (3): 

i/-.«i^z7(»+^)<nfi+4), 

Ä  =  n+1\  '*/         A  =  n+1  \  —     / 

mithin,  da  e*  >  1  +  a?  för  a;  >  0: 

1    « 

\fz(^)\<e   *'"^V.- 
Nun  ist,  wenn  r  eine  positive  Größe  bedeutet: 

00 

WO  a  eine  Zahl  ist,  die  lediglich  von  r  abhängt^).     Man  hat  sonach 
in  unserem  Falle: 


1)  Bestimmen  wir  k  so,  daß: 

so  können  wir  schreiben: 

S 


<(2*-n)-— +2*— i— +  2*+^ ^ +... 

1 
=  (^_n)-A3  +  _l_^  +  _l_  +  ...  =  (^_.)_±^  +  _^. 

2* 

Nun  ist: 

2*  — «<2*  — 2*-^  =  2*-^<w,      -L<  — . 

2**  =  ^* 
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OD 

nnd  wegen  (4): 

OD 

woraus  sich  schließlich  ergibt: 

und: 

\f(x)\<e^       ^        '      . 
Wählt  man  also  S  so^  daß: 

(l+--  +  «j*<a, 

80  hat  man: 

eine  Ungleichung;  die  mit  (2)  gleichbedeutend  ist. 

n.    Wir  setzen  jetzt  p>0  voraus. 

1.    Ist  6^p+ly   so   gilt   die   Gleichung  (1)   notwendigerweise 
auf  Grund  des  Hilfssatzes  in  Art.  264  und  wegen  der  Konvergenz  der 

Beihe    ^ -j:^'     Femer   erhält   man  infolge  der  Konvergenz   dieser 
Reihe  und,  weil  l  ^p  +  1  ist,  wegen  (1)  in  Art.  263  die  Formel  (2). 


mithin: 


oder  einfacher: 


WO: 


n 
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2.   Ist  jp  <  <y  <  jp  +  1  lind  setzt  man  wie  früher: 

(m  n  OD      \ 

n  n  n)Mv)- /^ w •  w) •  u^), 

SO  hat  man  (Art.  261)  nach  Annahme  irgend  eines  6'y  das  kleiner  als  6, 
aber  größer  als  p  ist,  für  jeden  beliebigen  Wert  von  g: 

m 

|/i(x),<c     *=»''*, 

WO  c  eine  Konstante  bedeutet,  die  nur  von  p  abhängt;  ist  daher  g 
so  groß,  daß  für  eine  willkürliche  Größe  d: 

wird,  so  ist: 
Weiter  ist: 

Ä  =  m  +  1   \  ^h  A  =  l      \  ^      '      / 

Nun  ist,  wie  früher: 
Sodann  ergibt  sich: 


es  ist  aber^): 


k 
1)  Es  ist  zu  beachten,  daß  — <C1  ist.    Setzt  man  der  Einfachheit  wegen 

k  ^ 

—  =  T,  und  wählt  man  eine  Zahl  k  so,  daß: 
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1     * 

24  <«»'-% 


WO  ß  nur  von  —  abhängt,  also: 


n         p 


A«l    *  =  1        'A  i  =  l 

WO  0  nur  von  j?  und  6  abhängig  ist.     Daraus  folgt: 

Endlich  ist  (Art.  261,(8),  wenn  wir  darin  r  =»  1  gesetzt  denken): 

\fi(x)\<e     *=»+>'^     , 
und  wegen  (3): 

'^^':2  (t)  "    «'""  ^^^^  i^ 

nun  ist  (s.  oben): 


wird,  so  hat  man: 

2*-l 


5"  — <    5"   i-<14-2  — +2»  — 4-   ■.  +  2*-*— i— 
=  1  +  2^-*+  (2i-')»+  . . .  +  (2»-*)*-* 


(i'-'f-i     (fy--        2 


1-« 


1-f 


1    ^2^-^-1  =  2^-^-1*' 
oder  einfacher: 

WO: 

YiTftnti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  17 
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also  wegen  (4): 


mithin : 


P+i_j' 


Ans  den  gefundenen  Beziehungen  folgt: 


\m\<e^ 


wählt  man  d  bo,  daß: 


wird,  so  hat  man: 


(l  +  y2''+>  +  2Ö  +  ca)*<« 


\f{x)\<e^i' 


274.    Der   vorige  Satz  gilt  auch  noch  für  <?=»!?,  falls 

*    1 
^ —   konvergiert  und  als  Summe  Null  hat^). 

Natürlich  muß  p>0  sein. 

Wir  bestimmen  m,  n  wie  früher,  unterwerfen  aber  n  der  weiteren 
Bedingung,  daß: 

km 


^xH 


<8 


sei.     Es  möge  dann  gesetzt  werden: 


xP 


-«'■''*n^,-.(c-)-n*,-.(f)n^,(s) 

1)  Dieser  Satz  zeigt,  daß  die  bloße  Betrachtung  der  absoluten  Beträge  der 
Nullstellen  nicht  ausreicht,  um  das  Verhalten  der  Funktion  im  unendlichen  zu 
erkennen.  Jedoch  weist  Boutroux  (539)  nach,  daß  es  sich  nur  in  dem  Falle 
eines  ganzzahligen  i;- Index  als  notwendig  erweisen  kann,  neben  den  absoluten 
Beträgen  der  Nullstellen  auch  noch  andere  Elemente,  nämlich  die  Argumente, 
in  Betracht  zu  ziehen. 
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Man  hat: 


i/'oWi<«' 


6  fp 


femer  ist  wegen  der  Art.  261,  26?  (indem  wir  jp  —  1  statt  p  schreiben 
und  r  =  1  setzen): 

wo  c   eine  Konstante  bezeichnet.    Weiter  ist,  wie  im  vorigen  Artikel: 

wo  0  -  ^  ^  für  i?  >  1,  dagegen  ö  -  0  f ür  jp  =-  1  ist. 

Endlich  ist: 

\f,ix)\<e<^-'^r 
Also: 

oder  auch: 

\m\<e^^', 

wenn  S  so  gewählt  wird,  daß: 

ist. 

375.   Berücksichtigt  man,  daß  der  A-Index  die  Eigenschaft  hat 
(Art.  264),  daß  für  eine  beliebige  positive  Größe  8: 

ist,  so  gelangt  man  auf  Grrund  der  bewiesenen  Sätze   zu   folgenden 
Schlüssen: 

Ist  f{x)  eine  einfache  Funktion,  so  hat  man  für  hin- 
reichend große  Q\ 

wofür  man  auch  schreiben  kann^): 


1)  Es  genügt,  Q  so  groß  zu  nehmen,  daß  für  d'>^: 
ist. 


17* 
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Gilt  (1)  auch  noch  für  *  -  0,  d.  h.  ist: 

lim  -y  «  0 , 
so  ist  zum  Bestehen  der  Beziehung: 

hinreichend;  dafi: 

a)  A  >2),  mithin: 

entweder  A  nicht  ganzzahlig, 

oder  A  ^p  +  1,  d.  h.  ganzzahlig  und  von  der  Art  ist,  daß 

OD       j 

^Zx  konvergiert; 

b)  X'^p  und    ^  -|  konvergent  und  gleich  Null  ist. 

In  diesem  letzten  Falle  kann  man  sagen,  die  Funktion  ver- 
halte sich  wie  eine  Funktion  vom  Range  p—l,  da  ja: 

ist. 

376.  Bisher  haben  wir  nur  die  Beziehungen  untersucht,  welche 
zwischen  dem  A-  und  dem  v- Index  obwalten;  wir  wollen  jetzt  auch 
den  ft-Index  betrachten. 

Wir  schicken  zwei  Hilfssätze  voraus: 

00 

L   Ist   ^d^x^  eine  beständig  konvergierende  Potenzreihe 

A=0 

mit  reellen  Koeffizienten,  und  läßt  sich  nach  Annahme  einer 
beliebigen  Größe  R  stets  ein  positiver  Wert  x  finden,  der 
größer  als  R  ist  und  für  den  die  Reihe  einen  nicht  nega- 
tiven Wert  hat,  so  gibt  es  unter  den  Koeffizienten  unend- 
lich viele  nicht  negative. 

Wäre  in  der  Tat  die  Anzahl  der  nicht  negativen  Koeffizienten 
endlich,  so  würden  alle  Koeffizienten  von  einem  bestimmten  Index  n 
ab  negativ  sein;  würde  dann  jß,  was  stets  möglich  ist,  mittels  der 
Beziehung  bestimmt: 

n 
A  =  ü 

SO  müßte  die  Reihe  für  jeden  Wert  x>  R  einen  negativen  Wert 
besitzen. 
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II.    Konvergiert  die  Reihe    ^^J-^-B*,  wo  die  bj^  positiv 


A  =  0 


sind  und  k  eine  positive  Größe  ist,  so  hat  man^  wenn  0  eine 
Größe  bezeichnet^  die  größer  als  1  ist: 

OD       n* 


B,< 


2h 

A  =  0 


*.ä(5^) 


•   OD     1-*^    n 


fiir   k>l, 


far   Ä<1 


(wobei    die    rechtsstehenden    Reihen    als    konvergent    vorausgesetzt 


a)    Sei  A;  >  1.     Da  die  bf^  positiv  sind,   so  hat  man,   wenn  der 

OP 

Kürze  halber   ^bj^=^  B  gesetzt  wird: 

AsO 

mithin,  weil  Ä  —  1  >  0: 

bk-i 


oder  auch: 


Summieren  wir  über  alle  Werte  Ton  h,  so  erhalten  wir: 

Bt 

^<' 

b)    Sei  Ä  <  1.     Wir  bezeichnen  allgemein  mit: 

(1)  p-2p'^'  «-2«* 

A=0  A=0 

zwei  konvergente  Reihen  mit  positiven  öliedem  und  setzen: 


Wir  haben  alsdann^): 


Qk-Ph^k' 


1)  Ist  «>0  und  1>A;>0,  so  hat  man: 
wo  das  Gleichheitszeichen  nur  für  5»  1  gilt.  —  Es  genügt,  diese  Formel 
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mithin: 

(I)  pA  £Pk  +  *  (^^h-Pk)  --  (1  -  *)l>*  +  *f  ^A  , 

oder  auch: 

woraus  sich  durch  Summiernng  in  bezug  auf  h  und  mit  Rücksicht 
auf  (1): 

OD 

(2)  ^PA^-S^ii^-^)  +  'Szih  =  P^~^Q^ 

ergibt.     Setzen  wir  nun: 

mithin: 


für  den  Fall  eines  rationalen  k  zu  beweisen,  weil  man  ja  in  bekannter  Weise 
▼on  diesem  Falle  zu  dem  eines  irrationalen  k  gelangt. 

Es  sei  also  k=  —,  ni^n.    Setzt  man  8  =  f\  so  hat  man: 

«—1  ""  t"  — l""  !  +  <  +  ** H (-^-i~i^* 

Die  ersten  m  Glieder  von  N  bilden  M.    Schreiben  wir  N — M=It^  so 
haben  wir  für  s  ^  1 : 

oder  auch: 

8—  1    «^ 

Nun  ist,  je  nachdem  s^l,  s— 1>0,  mithin  in  jedem  Falle: 

«*— l<Ä:(s— 1), 
oder  auch: 

s*<l  +  Ä;(5--l). 
Für  6=1  verifiziert  man  unmittelbar,  daß: 

8^=l  +  k(8-^l). 
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so  folgt  aus  (2): 


263 


Lä«o 


277.     Es    sei   f{x)  «  2^h^    eine    ganze   Funktion    und 


Ä=0 


ajj  =  |a^|.    Läßt  sich,  wenn  A,  c,  6  positive  Größen  sind,  eine 
Größe  B  von  der  Art  bestimmen,  daß  für  jedes  q>B: 


(1)  M{q)  £  Ae'9' 

wird,  so  ist  alsdann^): 

/  1    i> 

(2) 


lim  W  a^l  =  {ecöY , 


oder,  was  dasselbe  ist  (s.  Art.  259,(1)): 


(3) 


lim  ((Ä!)"«»)   ^{coy  . 


As« 


Aus  (1)  folgt  (Art.  128): 

Ist  22  irgendwie  gegeben,  so  nehmen  wir: 


dann  ist: 


«»^ 


Ae' 


h 


© 


1)  Es  sei  daran  erinnert  (vgl.  Art.  113),  daß  dies  nichts  anderes  bedeutet 

als:  Die  Produkte  h^  oij^  übertreffen  für  jedes  Ä,   das  größer  ist  als  eine  be- 
stimmte endliche  Grenze,  eine  Größe  nicht,  die  um  noch  so  wenig  größer  ist 

als  {eccY  •    Entsprechend  drückt  Formel  (2)  des  folgenden  Artikels  aus,  daß 
es  beliebig  große  Werte  von  h  gibt,  für  die  diese  Produkte  nicht  kleiner  sind  als 

1 

eine  Größe,  die  um  noch  so  wenig  kleiner  ist  als  {ecoY . 
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mithin: 

1.  }         1.         i- 

i^  £ 

und  schließlich,  da  lim  -4*  -=  lim  A^  ^  1  fax  jeden  beliebigen  Wert  A 
ist: 

fim  \h^aj)  £  (ecöy, 

278.   Gibt  es  bei  beliebigem  B  Werte  p  >  B,  für  die: 

(1)  M(q)  ^  A(f9' 

wird,  so  ist  alsdann: 


(2)  lim  \h-a^)^{ec6)% 

Asoo 


oder,  was  dasselbe  ist: 

(3)  M({hiya)   ^(cff)""". 

Assoo 

a)  Sei  (^  =  1,  so  daß  sich  (1)  auf: 
M(q)  ^  A(f(f 
reduziert.     Es  gibt  somit  Werte  \x\^  q,  far  die: 

\f{x)\-^Jif<! 

ist:  um  so  mehr  hat  man: 


^u^Q^^Äe^o-A^^, 


oder  auch: 


2'(«*-^^)«^>o. 


Daraus  folgt,  nach  dem  Hilfssatz  I  des  Art.  276,  daß  für  unend- 
lich viele  Werte  von  h: 

c* 

oder  auch: 

(A!aJ*>^*c 
ist,  woraus  sich: 
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Hm  (Ä!aJ»^c 

ergibt;  das  ist  aber  Formel  (3)  für  6^1, 

b)  Sei  6  <Cl.     Nehmen  wir  in  dem  Hilfssatz  11  des  Art.  276: 


so  erhalten  wir: 

OD  n  * 

A=ü  La=0 

Nun  hat  man,  wie  oben: 

OD 

(5)  2«*«'*  ^-4^^", 

mithin  wegen  (4): 


AsO 


oder  auch: 


00  OD 

h=:0  A  =  0 

OD 

2  (<-^''^)  ((►")*  >o, 


woraus  sich  nach  dem  Hilfssatz  I  die  Formel  (3)  ergibt. 
c)  Sei  6>  1.     Nehmen  wir  im  Hilfssatz  II: 

so  erhalten  wir: 

A=0  La=0 

mithin  wegen  (5): 

2'e(»-)*<p-^  (^)"-^^».«».<'=.  {^y-'A-^ 

A«0  ^  A=0 

woraus  nach  dem  Hilfssatz  I  folgt: 


(-0V)* 

Ä!         ^ 


A^oo 


Digiti 


izedby  Google 


266     Dritter  TeiL    Eigänziingen  zur  Theorie  der  analjtischeii  Funktionell. 

Da  aber  0  Ton  1  um  noch  so  wenig  differieren  kann^  so  ist  die 
gefdndene  Beziehung  mit  (3)  gleichbedeutend. 

279.   Aus  den  beiden  letzten  Sätzen  ergibt  sich  im  besondem: 
Läßt  sich  für  ein   beliebig  kleines   £   stets   ein   ent- 
sprechender Wert  R  von  der  Art  angeben^  daß  für  jedes 
Q>Ii: 

wird,  so  ist: 

lim  Waj)  =  0     ; 

As:  00 

kann  dagegen  ein  a  Ton  der  Art  angegeben  werden,  daß  für 
beliebig  große  Werte  von  p: 

wird,  so  ist: 


(ä"<)^I 


lim  \h''a^)^(eay  >  0. 

Mit  andern  Worten: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß 
sich  für  jedes  beliebig  kleine  s  ein  jB  von  der  Art  finden 
läßt,  daß  für  jedes  q>B: 

(1)  M{q)  £  e'Q" 

wird,  lautet: 

lim  \h^a})  =  0. 

Assoo 

280.  Aus  den  obigen  Sätzen  läßt  sich  eine  andre  analoge 
Folgerung  ziehen. 

Setzen  wir  in  dem  Satze  des  Art.  277  6  +  S  statt  ö,  wobei  6 
eine  festbestimmte,  d  eine  beliebig  kleine  positive  Größe  ist,  und 
wählen  wir  außerdem  J.  =  c  =  1,  so  ist: 


lim  ^+<^<)^(«(^+*))'"^^ 


A  =  00 

sobald: 


1)  Offenbar  darf  man  hier  lim  statt  lim  schreiben,  weil  sich  die  abgeleitete 
Menge,  da  sie  keine  negativen  Elemente  enthalten  kann,  auf  das  einzige 
Element  0  reduziert. 
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Es  ist  aber  identisch: 

daraus  folgt  für  jedes  d'  >  8,  wegen  der  früheren  Beziehung: 

Um  [hr^'aj)  -  0. 

Abb« 

Läßt  sich  dagegen  ein  d  von  der  Art  angeben^  daß  man  für  be- 
liebig große  Werte  q: 

hat;  so  folgt  aus  dem  Satze  des  Art.  278  fClr  diesen  Wert  Ton  d: 

Um  (a^+^äJ)  ^  (e(tf  4-  S)y^^  >  0. 

Also:  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß  sich  für  jedes  beliebig  kleine  S  ein  R  von  der  Art  finden 
läßt;  daß  für  jedes  q>B: 

(1)  M{q)^^^^' 

wird,  besteht  darin,  daß  für  jedes  positive  d'. 

lim  \hF*^afj  -  0 
ist. 

281.  Für  jede  beliebige  ganze  Funktion  besitzen  der 
fi-Index  und  der  v-Index  reziproke  Werte. 

Nach  der  Definition  hat  man  für  alle  Werte  q  oberhalb  einer 
bestimmten  Grenze: 

(1)  M{si)<d>'*' 
und  für  beliebig  große  Werte  9: 

(2)  Jf(p)>6^^-. 
Aus  (1)  folgt  (Art  277): 


Um  (*"+•  a^J  £  (e(v  +  ä)^ +• , 


As« 


oder  auch,  wenn  wir  — -, —  = s'  setzen: 
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lim 

A  =  00 


für  alle  h  oberkalb  einer  bestimmten  Grenze  ist  mithin;  wenn  wir 
mit  0  die  rechte  Seite  der  letzten  Ungleichung,  mit  d  ii^end  eine 
positive  Grröße  bezeichnen: 

h-      ai^e  +  d. 

Wählt  man  s'  >  «',  und  nimmt  man  h  so  groß  an,  daß: 

0 +  *<*•"-•' 
wird,  so  ergibt  sich: 

(3)  K^'^'c^Kl. 

Entsprechend  folgt  (Art.  278)  aus  (2)  für  beliebig  große  Werte 
Ton  hl 

(4)  A^^'Ol. 

Die  Formeln  (3),  (4)  sagen  aus,  daß  /x=»— . 

383.  Es  ist  bemerkenswert,  daß  die  in  den  Sätzen  der  Art.  279 
und  280  aufgestellten  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
lediglich  von  den  absoluten  Werten  der  Koeffizienten  der  Funktion  fXpc) 
abhängen.     Wird  also  mit  dieser  zugleich  die  Funktion: 


9(p)-^\(^k\^ 


Ä  =  0 


in  Betracht  gezogen,  so  darf  man  schließen:  Ist  die  Beziehung  (1) 
in  Art.  279  oder  Art.  280  für  f{x)  gültig,  so  ist  sie  es  auch 
für  (p{po)  und  umgekehrt^). 

Im  besondem  gilt:  Der  v-Index  hat  für  f{x)  und  q>{po)  ein 
und  denselben  Wert. 

Der  letzte  Satz  ergibt  sich  übrigens  unmittelbar  aus  dem  des 
Art.  281,  sobald  man  beachtet,  daß  der  ft-Index  für  f{x)  offenbar  der- 
selbe ist  wie  für  ip{x). 


1)  Die  Umkehnmg  ist  durchaus  einleuchtend. 
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283.   Ist  f{x)  -eine  einfache  Funktion  vom  Range  p^  so  hat  man 
(Art.  263)  fQr  jedes  hinreichend  große  q: 

mithin  (Art  279): 

oder  auch: 

(1)  lim((Ä!>^aJ    -0. 

Daraus  folgt  für  jedes  hinreichend  große  h: 


mithin: 
und  folglich: 


((A!)'-"+i«j*<l, 


Ans  (1)  ergibt  sich  daher: 

lim((Ä!)^+iaJ-0, 

A  =  00 

eine  Formel;  die  als  Satz  von  Poincari  bezeichnet  wird. 

00 

284.     Ist    f(x)  =  ^«A^   eine   ganze  Funktion   mit   endlichem 

A=0 

t/-IndeX;  so  hat  man  bekanntlich  für  jeden  hinreichend  großen  Wert  q: 

und  für  beliebig  große  Werte  q: 

Man  kann  das  kurz  so  ausdrücken,  f{x)  sei  mit  6^"  vergleich- 
bar oder  wachse  wie  e^^ ,  Diese  Vergleichbarkeit  von  f{x)  mit  c^" 
hangt  aber,  was  sehr  bemerkenswert  ist,  von  dem  umstände  ab,  daß 
nur  ein  mit  q  zugleich  veränderliches  ölied  ihrer  Entwicklung  mit  e^^ 
vei^leichbar  ist,  während  die  Gesamtheit  der  übrigen  Glieder  jenem 
gegenüber  vernachlässigt  werden  kann. 
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Wir  wissen  ( 
reichend  große  h: 


Wir  wissen  (Art.  281),  daß  ft  =  —  ist,  d.  h.,'daß  für  jedes  hin- 


ccj<h    ^■*"' 

ist,  während  es  zugleich  beliebig  große  h  gibt^  für  welche: 

1         _£_ 
ccj>h    " 

ist.     Um  einen  ganz  einfachen  Fall  herauszugreifen,  nehmen  wir: 

«*  =  «*  =  *"'' 
an,  80  daß: 


rtx)-2»"-^-2(F' 


AbO  Asü 

wo: 

ist.  Wir  geben  y  einen  bestimmten  reellen  und  positiven,  aber  nicht 
ganzzahligen  Wert  und  betrachten  nacheinander  die  Glieder,  für  die 
Ä  >  y,  und  diejenigen,  für  die  ä  <  y  ist 

a)    Ä  >  y.  ■—  Wird  Ä  =  y  +  ^,  —  =  ti  gesetzt,  so  hat  man: 

(7r-('+7r'-[(i+fr'I-[('+i)"7- 

Nun  ist^): 


mithin: 
oder  auch: 

sgesetzt, 
mehr: 

(f)'<2-.. 

daß  m  —  l<t«<w,  wo  m  ganz 

und 

positiv 

ist, 

hat 

1)  Voran 

es  ist  aber: 
mithin  um  so 

man 
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Setzen  wir: 

voraus,  wo  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  ist: 

h^hj   ' z  ^h  —  y^h  —  h, 
mithin : 

(f)'<2-'*-".  (ir<2''^, 

und,  wenn  wir  von  h^h  väi  summieren: 

OD  _  OP  h  —  k  00  Ä  — 

Ä  =  t  Asifc  A»0  ~ 

2'    —1 

Demnach  besitzt  die  Summe  der  Glieder,  für  die  ä  >  y  ist, 
einen  endlichen  Wert,  der  eine  bestimmte  von  y  unabhängige  Grenze 
nicht  übersteigt. 

b)    h<y.  —  Wir  untersuchen,  welches  das  Glied  ist,  das  den 

größten   Wert   besitzt.      Zu    diesem   Zwecke    setzen   wir  —  =  ^  und 

schreiben: 

y 


h  h    y 


(i)'-(i)"-  (7) 


hr 
'h\y 


y 


-if')  '5 


also  besitzt  \~\  den  größten  Wert  für  denjenigen  Wert  von  Ä, 
welcher  dem  Werte  von  t  entspricht,  der  t*  zu  einem  Minimum  macht. 
Nun  fanden  wir  (Art.  149),  daß  t*  ein  Minimum  wird  für  ^  =  — ;  der 
entsprechende  Wert  von  h  ist  Ä  =  — .  Nehmen  wir  der  Einfachheit 
wegen  an,  y  sei  ein  ganzes  Vielfaches  von  e\ 

y^le, 
so  ist  das  größte  Glied  dasjenige,  für  welches  Ä  =  i  ist;  sein  Wert  ist: 

—  y  1     V 

Man  kann  aber  x  so  groß  voraussetzen,  daß  bei  willkürlichem  s: 

ev  <x' 
wird.     Alsdann  ist: 
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Diese  Bezielmng   beweist;   daß   das    Glied   a^sf   mit   der   ganzen 

00 

5umme  ^  aj^oi^  vergleichbar  ist. 

A  =  0 

286.  Wir  haben  an  dem  Beispiele  der  Fimktion  sinrt'  (Art.  211) 
gesehen,  wie  mühsam  die  Bestimmung  des  äußeren  Exponentialfaktors 
einer  Funktion  mit  Yorgegebenen  Nullstellen  und  Potenzreihenentwick- 
lung bisweilen  ist.  Die  in  diesem  Kapitel  aufgestellten  Sätze  erleich- 
tem in  einigen  Fällen  diese  Untersuchung,  indem  sie  das  Mittel 
bieten,  die  Höhe  der  Funktion  direkt  zu  bestimmen. 

Nehmen  wir  die  Funktion  sino:  oder  lieber  die  Funktion: 

OD  00 


(2Ä+1)!        


wieder  auf,  wo: 


«*^(2Ä+T)!^  y-"^"' 


Es  ist  für  Ä  >  0: 


mithin  ist  fi  ^  2  und  folglich  (Art.  281,  271)  v^~,r^  E{^  =  0. 

Also  ist  die  Funktion  g{jf)  von  der  Höhe  Null,  und  ihr  äußerer 
Exponentialfaktor,  der  zugleich  der  von  sin(ic)  ist,  reduziert  sich  auf 
eine  Eonstante. 

Betrachten  wir  femer  die  Funktion: 


/•(x)=-2'&*'a^, 


WO  I  6  I  =  /J  <  1  ist.     Wird  lg  /J  =  —  r  gesetzt,  wo  x  positiv  ist,  so 
hat  man: 

Nun  ist  für  jedes  beliebige  n  (Art.  146): 
limÄ''c-**  =  0, 

A=  OD 
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mitlim  für  hinreichend  große  Werte  von  h  und  für  beliebige  »: 

Daraus  folgt;  daß  fi^n  für  irgend  ein  n^  daß  mithin  (Art.  281) 
V  =  0  und  endlich  (Art.  271)  r  -  0  ist. 

286.  Wir  haben  früher  (Art.  245)  bewiesen,  daß  unter  gewissen 
Bedingungen  die  Höhe  der  Ableitung  einer  Funktion  derjenigen  der 
ursprünglichen  Funktion  gleich  ist.  Der  Satz  gilt  nicht  för  alle 
Funktionen  der  ersten  Klasse^).    Es  läßt  sich  aber  folgendes  beweisen: 

Ist  r  die  Höhe  einer  Funktion^  so  ist  die  Höhe  ihrer 
Ableitung  ^  r  —  1  und  ^  r  +  1. 

Dieser  Satz  ist  ein  Eorollar  zu  dem  folgenden: 

Der  fi-Index  (und  folglich  auch  der  i/-Index)  besitzt  für 
eine  ganze  Funktion  und  für  ihre  Ableitung  ein  und  den- 
selben Wert*). 

Es  liege  die  ganze  Funktion: 

QP 

nebst  ihrer  Ableitung: 

OP 


A  =  l 


1)  Wim  an  (653)  hat  bemerkt,  daß  es  einfache  Funktionen  f{x)  mit  lauter 
reellen  Nxdlstellen  von  solcher  Beschaffenheit  gibt,  daß,  wenn  p  die  Höhe  von 
f{x),  C  eine  beliebige  Eonstante  bezeichnet,  (p(x)^f(x)'\-C  die  Höhe  p-^1 
besitzt.  Da  aber  fp'{x)  =^f{x)  und  f  {x)  von  der  Höhe  p  ist  (Art.  246) ,  so  ist 
q){x)  eine  Funktion  von  der  Höhe  >)+  1,  deren  Ableitung  von  der  Höhe  p  ist. 
Diese  Eigenschaft  kommt  z.  B.  der  Funktion  von  der  Höhe  Null: 

zu,  wo  die  Eonstante  a  der  Bedingung  K^oc ^2  genügt. 

2)  Daß  der  i;- Index  der  Ableitung  nicht~~größer  ist  als  der  der  ursprüng- 
lichen Funktion^  läßt  sich  auch  als  Folge  des  Satzes  im  n&chsten  Artikel  her- 
leiten, wenn  man  beachtet,  daß: 

f{x)^]3m^(f{x  +  t)'-f{x)), 

daß  (Art,  260)  der  v- Index  von  f{x-\-t)  derselbe  ist  wie  von  f{x),  und  daß  dör 
Übergang  zur  Grenze  nicht  die  Veränderlichen,  sondern  die  Eoef&zienten  betrifft. 
Prinffsheim  (619)  bemerkt,  daß  auch  der  Typus  (S.  230,  Anm.  1,  2)  einer  Funk- 
tion demjenigen  ihrer  Ableitung  gleich  ist. 

Ylvanti,  Theorie  der  eindeatigen  analytischeii  Funktionen.  18 
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Tor.     Anstatt  der  letzteren  kann  man  die  Funktion: 

OD  ■>  00 

^rw  ^yj  A»A^  -  ^h^ 

in  Betracht  isiehen^  in  der: 

h^^O,     \^haj^    für    Ä>0. 

Nach  Voraussetzung  ist  f&r  jedes  hinreichend  große  h\ 

1 


<<  ' 


und  für  beliebig  große  hx 


»"-' 


setzt  man  |&;i{  »  ßj^y  so  ergibt  sich  hieraus: 


1  1 

n  n 


Nun  ist: 

r       ^n 

'1\A 


(!)■ 


-1 


und  (-j-j     hat  (Art.  149)  den  kleinsten  Wert  für  y  =  — .     Man  hat 
also: 

lind  folglich^  wenn  «'  >  «  genommen  und  ä  so   groß   vorausgesetzt 

■  ■  _i. 

wird,  daß  e'  <h'-': 

i         e*  1  *  1 

h^"'        h*~^'  '       Pa   -^  , /*  +  e  ; 

womit  die  Behauptung  erwiesen  ist. 

Man  hat  aber  (Art.  271),  wenn  /  die   Höhe  der  Ableitung  be- 
zeichnet: 

r  «  v  oder  r  =»  v  —  1 ;     r'  =  v  oder  /  «  v  —  1, 
mithin : 

r-l^/^r+1. 

Ist  V  nicht  ganzzahlig,  so  ist  r  =^r. 
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287.   Es  mögen  jetzt  zwei  Punktionen: 

00  OD 

vorliegen   nnd   v,   v    ihre   tz-Indices    bezeichnen.      Dann    ist,    wenn 

i»J  =  «A;  \h\^ßh  gesetzt  wird: 

«A< T7^;      ^h> — T— 7      ßh< YT/      ^^^ 1~' 

{hiy   *  {hiy^'  {hiy'  '  (äi)"'^* 

mithin,  wenn  v  ^v  vorausgesetzt  und  der  Wert  von  s  auf  passende 
Weise  geändert  wird: 

folglich  (för  jedes  hinreichend  große  A): 

Wird  im  besondem  v  <v  vorausgesetzt,  so  ist  femer  für  be- 
liebig große  Ä: 

i«»-/»»i>-4-. 

— +t 
mithin: 

ihiy 

Also  gilt  der  Satz:  Der  v-Indei  der  Summe  zweier  Funk- 
tionen ist  niemals  höher  als  die  v-Indices  beider  Funk- 
tionen. Er  ist  genau  dem  größeren  dieser  beiden  Indices 
gleich,  wenn  diese  Indices  verschieden  sind*). 

1)  Dieser  Satz  läßt  sich  folgendermaßen  noch  einfacher  beweisen. 
Aus: 

folgt: 

Wird  v'  <  v  angenommen  und  v  =^  v  —  c  gesetzt,  wo  <r ^  0,  so  hat  man: 

|/'(a;)  +  9(a;)|<e^       +  e^  <2€^      , 

18* 
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Als  Folgerung  ergibt  sich: 

Sind  die  Höhen  zweier  oder  mehrerer  Funktionen  ^r, 
so  ist  die  Höhe  ihrer  Summe  ^r  +  1^*) 

288.  Sind  A^,  l^  die  A-Indices  der  beiden  Funktionen 
fi(x),  f^{x)y  80  ist  der  A-Index  des  Produktes  fi(so)  f^^x)  ^  f(x) 
die  größere  der  beiden  Zahlen  k^y  A,  (oder  ihr  gemeinsamer 
Wert,  wenn  sie  gleich  siud). 

Dieser  Satz  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Definition  des  il-Index. 

289.  Sind  v^,  v^  die  v-Indices  der  beiden  Funktionen 
/i(^)>  f%(p^>  ®^  kann  der  v-Index  ihres  Produktes  die  beiden 
Zahlen  v^j  v^  nicht  übersteigen. 

Da  nämlich  für  jedes  hinreichend  große  q\ 

|/i(a;)i<e?--^',     \f,{x)\<e»^^^' 
ist,  so  folgt,  v^  ^  Vj  vorausgesetzt: 

und    somit,    wenn   e  >  b   genommen   und   q   so    groß    vorausgesetzt 
wird,  daß  2  <  ^•'•■*  ist: 

Sind  Vj,  i/j  die  i^-Indices  der  beiden  Funktionen  fx{x), 
f${x),  und  sind  v^  und  v,  voneinander  verschieden,  so  ist  der 
v-Index  des  Produktes  K{x)f^{x)  ^f{x)  die  größere  der  beiden 
Zahlen  v^,  v^^), 

mithin  für  jedes  hinreichend  große  £  und  für  b  ^  b\ 

\f{x)  +  fp(x)\<e^^*', 
woraus  folgt«  wenn  man  den  v-Index  von  f{x)  +  <p{x)  mit  v"  bezeichnet: 

Andrerseits  ist: 

l/(^)  +  9>(^)]-qp(a?)  =  /*(^), 
so  daß  V  nicht  größer  ist  als  die  größere  der  beiden  Zahlen  v\  v\  setzt  man 
also  V >  v   voraus,  so  ist  notwendig  v  < v\  und  folglich  v"  =«  v. 

1)  Lindelöf  (271)  und  später  audE  Boutroux  (Q38,  539)  haben  Paare  von 
Funktionen  von  der  Höhe  0  wirklich  aufgestellt,  deren  Summe  die  Höhe  1  hat. 
Ist  z.  B.  /•(«)  die  in  der  Anm.  1  S.  273  betrachtete  Funktion,  so  hat  f{x)-\-f{ — x) 
die  Höhe  1.  Wim  an  (663)  hat  auf  allgemeine  Weise  gezeigt^  wie  man  zwei 
Funktionen  bilden  kann,  deren  Höhe  <  j?  ist,  und  deren  Summe  die  Höhe  p  hat 

2)  Der  Satz  gut  nicht  immer  für  v^  =  r, ;  ist  z.  B.  P{x)  ein  Polynom  vom 
Grade  q,  so  ist  der  v-Index  der  beiden  Funktionen  e^^''\  e""'*^*^  gleich  g,  während 
ihr  Produkt  eine  Eonstante  ist. 
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Es  sei  Vi  >  i/j,  und: 

wo  q>i{x),  q>^{x)  einfache  Funktionen  bedeuten;  femer  mögen  mit 
A,  Aj,  Aj  die  A-Indices  der  Funktionen  f{x)y  fiix),  fsix),  mit  q^,  q^ 
die  Grade  der  Polynome  Pi(a?),  P^ix)  bezeichnet  werden. 

Wir  setzen  zunächst  k^  ^  q^  voraus;  dann  ist  v^  =  A^.  Nun  ist 
Vj  >  v^,  folglich  v^  >  ^2  und,  da  (Art.  288)  X  die  größere  der  beiden 
Zahlen  A^,  X^  ist,  A  =  A^  =-  Vj  und  folglich  i;  ^  A  =»  i/^;  andrerseits  ist 
aber  v  ^v^y  folglich  ist  v  ^  v^. 

Es  sei  jetzt  X^  <  g^;  dann  ist  v^  =  q^.     Setzen  wir  nun: 

WO  ip{x)  eine  einfache  Funktion,  P{x)  ein  Polynom  bedeutet,  so  ist: 

<jp(ic)  =  <)Pi(x)<)p,(a;), 

wenn  q>i{x)y  ^%{x)  yon  ein  und  demselben  Range  sind;  dagegen  ist^ 
wenn  sie  von  yerschiedenem  Range  sind: 

<)p(a:)=.<)Pi(a:)<)p,(a:)eÄ('), 

wo  B{x)  ein  Polynom  bedeutet,  dessen  Grad  der  größeren  der  beiden 
Rangzahlen  gleich^)  und  somit  nicht  höher  ist  als  die  beiden  Zahlen 
Aj,  Aj.  Aus  ^1  =«  Vi  >  Vg  folgt  aber  2i  >  ^s;  ffi  >  &5  beachtet  man 
femer,  daß  Q'i  >  A^,  so  ersieht  man,  daß  der  Grad  von  B.{x)  niedriger 
als  g^,  und  der  von: 

P{x)^P,(x)  +  T,ix)-R{x) 

genau  q^  ist.    Daraus  folgt  v^q^^  v^  und  somit,  wie  früher,  v  =*  v^, 

1)  Setzt  man  nämlich; 

9.(x)-/Z(l-f)e»  =  ^    *, 

und  nimmt  man  jp,  >'!>,  an,  so  hat  man: 
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290.    In  Art.  267  ist  bewiesen  worden,  daß  es,  wenn  f{x)  eine 
einfache  Funktion  ist,  Werte  x  von  beliebig  großem  absolutem  Be- 
trage §  gibt,  für  die: 
(1)  \f{x)\>e-^^' 

wird.  Der  folgende  Satz,  der  ebenso  wichtig  an  sich  ist  wie  wegen 
der  Folgerungen,  zu  denen  er  fährt,  stellt  eine  hinreichende  Bedingung 
dafar  auf,  daß  durch  einen  Wert  x  die  Ungleichung  (1)  befriedigt 
wird: 

Ist  f{x)  eine  einfache  Funktion,  so  läßt  sich,  wenn  die 
Größen  ö^  1,  «  willkürlich  angenommen  werden,  eine  Größe 
B  von  der  Art  angeben,  daß  für  jeden  Punkt  a?,  der  um  mehr 
als  R  vom  Anfangspunkte  und  um  mehr  als  6  von  den  Null- 
stellen der  Funktion  f(x)  entfernt  ist,  die  Ungleichung  gilt: 

\f(x)\>er^^'. 
I.    Setzen  wir  zunächst  >L  <  1,  mithin  p  ^0  voraus,  so  ist: 


««)=nc-5)' 


Nimmt  man  irgend  eine  Größe  6  zwischen  X  und  1  an,  so  ist 
nach  dem  Hilfssatze  in  Art.  264: 

Um— =  0, 
mithin  für  jedes  %,  das  größer  ist  als  eine  bestimmte  Zahl  Tc: 

Andrerseits  läßt  sich  für  ein  noch  so  großes  |  eine  Zahl  n  so 
bestimmen,  daß: 

n  <  2*^5^  ^  w  +  1 

wird;  auch  ist  es  erlaubt,  n  >  it  vorauszusetzen.     Ist: 

SO  folgt  aus  den  vorstehenden  Ungleichungen: 

y.+i>(«+l)"^2|>y„, 


Digiti 


izedby  Google 


Nenere  Untersnchiingeii  über  die  ganzen  Funktionen.  279 

mithin  w  +  1  >  iw,  »  ^  w.     Nun  schreiben  wir: 

Da  nach  Voraussetzung: 
ist;  so  wird: 

Femer  ist: 

Ä  =  m  +  1  \  'Ä/         z 

Endlich  folgt  mit  Rücksicht  darauf  daß  --  <  —  fär  Ä  >  w  und 

yh      ^ 

^-''  <  1  -  y  für  Q'<u  <  1  (Art.  145)  ist: 

[/i(^)lk  TT  (!—)>''    *="^^*>e.— ^^*". 

Die  im  Exponenten  auftretende  Summe  hat  (S.  254,  Anm.)  einen 
kleineren  Wert  als  a—^ ,  wo  a  von  n  unabhängig  ist;  daraus  folgt: 


—  1 


Demnach  ist: 

Nun  laßt  sich  |  so  groß  nehmen,  daß  bei  beliebig  gegebenen  By  s'i 
lg|<|''(Art.l46),     a  +  lg2-lge<r,     2<'+i<r 
wird;  alsdann  hat  man,  wenn  b  +  b"  =  b'"  gesetzt  wird: 

\f{x)\>e-^''*'"\ 
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Ist  endlich  s  gegeben,  00  kann  man  sich  6  so  gewählt  denken, 
daß  6  +  f'"  <k  +  €  wird;  dann  ist: 

U.   il  ^  1.     Man  verfahrt  hier  analog  wie  in  Art.  267. 
Man  nehme  eine  ganze  Zahl  q>p  +  1  und  bezeichne  mit  o  eine 
primitive  q-te  Einheitswnrzel.     Setzt  man: 

y^x9,     dj,^Cl,     rj^]y\, 
so  erhält  man: 

f{x)f{mx)f{m^x)  . . .  f{p^-^x)  -  JJ  (l  -  f  )  =  F(^), 

WO  T{if)  vom  Bange  0,  sein  A-Ind6x  —  <  1  ist.    Ist  x  ein  Punkt  der 

a;-Ebene,  dessen  Abstand  von  jedem  der  Punkte  Cj^,  Cf^o^Cf^o^f'-'^Cj^cD^"^ 
größer  ist  als  0,  so  folgt  aus: 

\x  —  c^\>  0,   \x  —  Cj^m\>  0,   \x  —  Cf^(o^  \>0,  •  •  •,  [x  —  Ca©^"^  |  >  0 

die  Ungleichung: 

mithin  ist  nach  dem,  was  soeben  gefunden  woi;den,  bei  hinreichend 
großem  ij: 

Andrerseits  ist  (Art.  263): 

\f(ox)  I  <  Z^"^,  Ifio'x)  |<  /^^,  •  •  •,  \fic,^-'x)  i  <  Z"^, 


mithin: 


\f(,x)\>e-<i'^' 


und,  wenn  6  so  groß  ist,  daß  q<V  wird: 

\f(x)\>e-i'*'. 

Ist  der  Abstand  des  Punktes  x  von  den  Pimkten  Cj^  größer  als  $, 
aber  der  von  allen  Punkten  c^o,  c^cd*,  •  •  •,  Cj^o^'^  nicht  größer  als  6, 
so  läßt  sich  die  Zahl  q  durch  eine  andere  q'  derart  ersetzen,  daß, 
wenigstens  bei  hinreichend  großem  h,   der  Abstand   des  Punktes  Cj^ 
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von  allen  Punkten  c^^co',  c^^cö'*,  •  •  •,  c,,cd'«'"^  größer  ist  als  ö;  dabei 
bedeutet  ©'  eine  primitive  g'-te  EinheitswurzeL*  Wählen  wir  nämlich 
i  prim  zu  g  und  betrachten  wir  auf  dem  Einheitskreise  die  3  —  1 
Punkte  (D,  ©*,  •  •  •,  ©5'"^  und  die  5'  —  1  Punkte  co',  o'^,  •  •  •,  oj'«'"^,  so 
fällt  von  den  ersteren  keiner  mit  den  letzteren  zusammen.  Bezeichnen 
wir  dann  mit  d(>0)  die  kleinste  der  Entfernungen  der  ersteren  von 
den  letzteren  und  wählen  wir  eine  Zahl  m  so^  daß  für  jedes  %  ^  m: 

wird,  so  hat  ein  Punkt  Xy  falls  sein  Abstand  von  irgend  einem  der 
Punkte  Cj^cö'  (5  =  1,  2,  •  •  •,  3  —  1,  ä  ^  m)  kleiner  ist  als  ö,  von  allen 
Punkten  c^cö'*'  («'  ==  1;  2,  •  •  •,  g'  —  I,  i  ^  A)  einen  größeren  Abstand 
als  0.     Es  ist  nämlich: 

>,  CD*  -  cX  •' I  =- n  I  «>•-«>'•' I  ^  n  «>  2  e ; 

stellen  femer  die  Punkte  J.,  B,  G  beziehentlich  die  Werte  c^oj*,  Cj^cö'*', 
Cj^cd'*'  dar,  wo  Ä;  >  Ä,  da  der  <^  ABC  immer  stumpf  ist,  so  hat  man 
ÄC^ÄB  oder  auch: 

I  C^CD*  -  Cj,w'^  I  >  I  c^(o*  -  c^oj'*'  I  >  20. 

Ist  also  für  einen  Punkt  x: 

\x  —  <^(o'\<e, 

so  folgt  für  jeden  Wert  von  s'  und  für  jedes  k'^h: 

I  X  —  Cj^G}''^  I  >  0. 

Demnach  gilt  die  zu  beweisende  Ungleichung  für  jeden  Punkt  Xy 
dessen  Abstand  von  den  Punkten  c^  größer  ist  als  0. 

391.  Allgemeiner:  Ist  f{x)  eine  ganze  Funktion  von  end- 
lichem iz-Index,  so  läßt  sich,  wenn  die  Größen  0^1,  f  will* 
kürlich  gewählt  werden,  eine  Größe  JB  von  der  Art  angeben^ 
daß  für  jeden  Punkt  Xj  dessen  Abstand  vom  Anfangspunkte 
und  von  den  Nullstellen  der  Punktion  f{x)  größer  ist  als  JJ 
bezw.  0,  die  Ungleichung  stattfindet: 

\f{x)\>e-^''. 
Setzen  wir: 

f{x)  =  ef>(')ip{x), 

WO  ^>{x)  eine  einfache  Funktion  mit  denselben  Nullstellen  und  folglich 
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mit  demselben  >L -Index  bedeutet  wie  f{x)y  so  ist  (Art.  290)  im  Hin- 
blick darauf  (Art.  265),  daß  X^v,  för  alle  Punkte  a?,  die  den  Be- 
dingungen des  Satzes  genügen: 

Weiterhin  ist  (Art.  271)  g{x)  ein  Polynom  von  einem  Grade  ^  v, 
und  man  hat  somit,  unter  Anwendung  des  Satzes  in  Art.  270  auf 
das  Polynom  —g{x),  für  jedes  x  von  hinreichend  großem  absolutem 
Betrage: 

5R(-^(^))<r+' 

oder  auch: 

%(a:)>~r+- 
daher  ist: 

Für  die  Punkte  x,  welche  den  Bedingungen  des  Satzes  genügen, 
folgt  daraus: 

\fix)\>e-'^'- 

oder  auch,  wenn  man  den  Wert  von  €  Ibidert: 
292.  Ist: 

OD 

(1)  /•(^)=2'«*^ 

eine  ganze  Funktion  und  wird: 

(2)  /;(*)=2«*^ 

gesetzt^  so  läßt  sich  nach  beliebiger  Wahl  zweier  Größen 
6,  e  eine  bestimmte  ganze  und  positive  Zahl  JT  von  der  Art 
finden,  daß  für  jedes  k>K  und  für  jede  Nullstelle  x^^  von 

fj^{x)  von  kleinerem  absolutem  Betrage  als  ifc*''*"*  eine  solche 

Nullstelle  x  Yonf(x)  angegeben  werden  kann,  daß  \x  —  XQ\<iO, 

1 

Ist  Xq  eine  Nullstelle  von  (2)  und  Ix^l^h'*''^*   und  setzen  wir: 
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283 


f{^o)-%M-2  ^A^o- 


A«*  +  l 


Gäbe  es  keine  Nullstelle  von  f{x),  deren  Abstand  von  Xq  kleiner 
wäre  als  0,  so  hätte  man  (Art.  290)  für  hinreichend  große  XqI 


oder  auch: 

(3) 

Andrerseits  ist: 


|^(a;o)|>e-l-.r+''-e-*^'+'> 


I  **(^«)  I  ^  «*+x*''<*^'>  +  «*+,*-'(*+»)  +  . . .. 


Da  nun  (Art  281)  /tt  =  — ,   so   hat  man   fiir  jedes  hinreichend 

große  h: 

1 

1 


<<-r 


^er  ist  für  jedes  hinreichend  große  h: 


l^*(«o)l< 


(k  +  iy 


+ 


U  +  a)"      J 


i  +  i 


+ 


Wird  e"  so  klein  rorausgesetzt,  daß  ö  < t"  ist,  und  schreibt 

man  (y  = s   — «   ,so  ist: 

I  **  (^o)  I  <  p4t1)-  +  p4Ti)  +  •  •  • 

und,  wenn  Je  so  groß  genommen  wird,  daß  Jif"'  >  2  wird: 

,1 

Durch  Vergleich  mit  (3)  erhalten  wir  für  jedes  hinreichend  große  1c: 
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woraus  folgt;  wenn  man  der  Kürze  wegen  den  Exponenten  Ton  h 
mit  r  bezeichnet: 

6'"(*+l)lg*<lg2  +  *% 
oder  auch : 

.-(fc+l)    Igfe    ^lg2    ■    . 

Wäre  nun  r  ^  1,  so  nähme  die  linke  Seite  zugleich  mit  1c  un- 
beschränkt ZU;  während  die  rechte  Seite  unbeschränkt  abnimmt^  und 
die  Ungleichung  könnte  von  einem  gewissen  Werte  von  h  an  nicht 
mehr  stattfinden;  es  muß  daher: 

{y  +  e')[^-B"~B"')>l 

sein.  Andrerseits  lassen  sich  offenbar  die  Zahlen  a,  h\  s"'  so  wählen, 
daß  die  linke  Seite  der  letzten  Ungleichung  kleiner  wird  als  1,  was 
zum  Widersprach  führt.  Demnach  hat  x^  wenigstens  von  einer  der 
Nullstellen  von  (1)  einen  kleineren  Abstand  als  0, 

298.  Der  Vergleich  der  Gleichungen  (1),  (2)  des  vorigen  Artikels 
gibt  noch  zu  folgender  Betrachtung  Anlaß. 

Es  sei  q  eine  ganze  Zahl,  größer  als  v,  und  es  werde  i  =  g  ge^ 
macht,  femer  sei  (a^  =  1  vorausgesetzt): 

woj/  =  a^,  aj  =  ei?    ist.     Wir  setzen  weiterhin: 

OD 


Sind  q,  Cj,  •  •  •  die  Nullstellen  der  Funktion  f{x),  ci,  d,  •  •  •,  c^  die 
der  Funktion  f^(x),  so  hat  man: 


1)  Da  der  v-Index  der  Funktion  F(y),  wie  leicht  ersichtlich,  kleiner  als  1 
wird,  80  ist  sie  notwendigerweise  eine  einfache  Funktion  vom  Bange  0. 
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285 


OD  q 


1^ 


Nun  ist  leicht  zu  ersehen,  daß  6^  nur  von  ö^q,  a^,  •  •  •,  a^  abhängt, 
so  daß  \  unverändert  bleibt,  wenn  sich  die  Werte  von  «i^+i,  0L+2,  ••• 
ändern,  wenn  also  beispielsweise  alle  diese  Koeffizienten  gleicn  Null 
gesetzt  werden;  demnach  ist  &i  ==  &i,  d.  h.: 

00  q 

D.  h.:  Für  jede  ganze  Zahl  q>v  ist  die  Summe  der  g-ten 
Potenzen  der  reziproken  Werte  der  Wurzeln  von  /"(a?)  —  0 
gleich  der  Summe  der  g-ten  Potenzen  der  reziproken  Werte 
der  Wurzeln  von  f^{x)  =  0. 

Ist  q  nicht  die  kleinste  ganze  Zahl,  die  großer  als  v  ist,  so  sei 
q  eine  zweite  ganze  Zahl,  die  größer  als  v,  aber  kleiner  als  q  ist. 
Bezeichnen  wir  mit  Ch  die  Wurzeln  der  Gleichung; 


so  erhalten  wir,  wie  früher: 


/V(a;)-0, 


00  q 


Wird  der  Kürze  wegen: 

Äl    Ch  h^   ^h  Äl     «A 

gesetzt,  so  sind  die  s'mj  Sm  durch  die  den  Newtonschen  Formeln  analogen 
Gleichungen  bestimmt: 

s[  +  ai  —  0, 

Sa  +  (iiSi  +  2(h  ^  0, 


s[  +  ai  =  0, 

8%  +  ais[  +  2a%  —  0, 


.  s'm  +  «iSm-l  ^ h  Om-lSi  +  WOm  =  0. 
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Ist  m^q  <C.q,  so  fallen  beide  Qleichungssysteme  zusammen,  und 
für  jedes  m^q  hat  man  daher  Sm^Sm-  Im  besondem  ist  s^=*%  nnd 
mithin  Sg  ^  s^.  Man  hat  also  folgenden  Satz^  der  den  vorhergehen- 
den umfaßt: 

Für  jede  ganze  Zahl  q>v  und  für  jede  ganze  Zahl  q 
von  der  Art,  daß  q^q>v  ist,  ist  die  Summe  der  §"-ten 
Potenzen  der  reziproken  Werte  der  Wurzeln  von  f(x)  =  0 
gleich  der  entsprechenden  Summe  für  f^(x)^0. 

294.  Der  soeben  bewiesene  Satz  gestattet,  in  gewissen  einfachen 
Fällen  ein  System  von  notwendigen  Bedingungen  dafür  aufzu- 
stellen, daß  alle  Nullstellen  einer  gegebenen  Funktion  reell  oder  daß 
sie  positiv  sind. 

a)  Damit  alle  Nullstellen  reell  sind,  ist  offenbar  notwendig,  daß 
s^i  reell  und  positiv  ist  für  jeden  Wert  von  2i,  der  größer  als  v  ist. 

Ist  im  besondem  v  <  2,  die  Funktion  mithin  (Art.  271)  von  der 
Höhe  0  oder  1,  so  hat  man: 

s^>0,  a^>0,  .... 

Nach  dem  letzten  Satz  ist  s%^  si-^  ai  — 2a^,  folglich: 

(1)  a?  -  2ai  >  0. 

Sind  die  Koeffizienten  der  Potenzreihenentwicklung  sämtlich  reell, 
und  setzt  man: 

f(x)  ^  e^'ip(x), 

wo  q){x)  eine  einfache  Funktion  ist,  so  ergibt  die  Division  von  f(x) 
durch  q)(x),  daß  Ä  reell  sein  muß.  Es  folgt  dann  (Art.  225),  daß 
die  Nullstellen  von  f(x)  sämtlich  reell  sind.  Da  aber  der  v- Index 
dieser  Funktion  gleichfalls  <  2  ist  (Art.  286),  so  ist  ihre  Höhe  0 
oder  1,  femer  sind  die  Koeffizienten  ihrer  Potenzreihenentwicklung 
sämtlich  reell;  es  läßt  sich  also  auf  sie  die  obige  Schlußweise  wiederum 
anwenden.  Man  kann  daher  schließen,  daß  sämtliche  Ableitungen  von 
f(x)  von  der  Höhe  0  oder  1  sind  und  lauter  reelle  Nullstellen  besitzen. 
Beachten  wir  nunmehr,  daß: 


Ä;/"'«-^Ct')=r^' 


und  wenden  wir  (1)  auf  -, rr^ p^'''^\x)  an,  so  erhalten  wir  nach 

einer  unwesentlichen  Vereinfachung: 

(2)  ral  -  (r  +  l)ar-ia.+i  >  0         (r  =  1,  2,  •  •  •). 
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Die  Ungleichung  (2)  liefert  uns  ein  System  von  notwendigen 
Bedingungen  dafür^  daß  alle  Nullstellen  von  f{x)  reell  sind. 

b)  Damit  alle  Nullstellen  positiv  sind,  muß  s^  reell  und  positiv 
sein  für  jeden  Wert  von  i,  der  größer  als  v  ist. 

Ist  im  besondem  i;  <  1  und  f{x)  somit  vom  Range  0^  so  hat  man: 

5i>0,  5,>0,  .... 
Nach  dem  letzten  Satz  ist  Si  =  si  =  —  ai,  also: 

ai<0. 
Durch  die  obige  Schlußweise  findet  man  allgemein: 

«r-l«r<0  (r=l,2,..)- 

Dieses  System  von  notwendigen  Bedingungen  dafQr^  daß  alle 
Nullstellen  positiv  sind,  läßt  sich  so  ausdrücken:  Die  Funktion 
darf  lediglich  Zeichenwechsel  darbieten. 

Daraus  ergibt  sich  sofort,  daß  die  Funktion,  damit  ihre  Null- 
steilen  sämtlich  negativ  sind,  nur  Zeichenfolgen  darbieten 
darf.  Daß  diese  Bedingung  zwar  notwendig,  aber  nicht  hinreichend 
ist,  zeigt  das  Beispiel  der  Funktion  ß"*. 

296.   Ist  f{x)  eine  Normalfunktion  und  wird: 

gesetzt,  wo  q>{x)  eine  einfache  Funktion  jp-ten  Ranges,  g(x)  aber  ein 
Polynom  p-i&n  Gh-ades  ist: 


9{x)''^\!i^, 

so  hat  man 

(Tgl.  Ari  210): 

m    ^ 

CD 

hmp 

oder  auch: 

c,  +  2a,a;  +  3a,a;«  +  • 

.  = 

[oo+aia;+a,a;''+-][&i  +  26«a;+-+i)6,a;P-' 

'-Vi*^- 

-v«^^'- 

daraus  folgt 

«1  =  %h, 
Sog  =-  fljfti  +  2a^\  +  3ao6j, 

•  +i>ao^> 

j 

•]; 
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Aus  diesen  Formeln  ergibt  sich  (vgl.  Art.  215),  daß,  wenn  f(jc) 
einfach  ist,  «i  =  Oj  —  •  •  •  =  o^  «  0  ist,  und  daß  umgekehrt,  wenn 
öj  «  öj  =: . .  •  =  Op  —  0,  auch  6j  =  ftj  =  . . .  J)  =  0,  so  daß  die  Punk- 
tion einfach  ist.  Demnach  gilt  der  Satz:  Die  notwendigen  und 
hinreichenden   Bedingungen    dafür,    daß    eine   Normalfunk- 

00 

tion  f{x)^2^h^   ^^^   d®^   Höhe  |9   eine  einfache   Punktion 

ist,  lauten: 

»1  -  «, %--o. 

296.  Mit  den  obigen  Untersuchungen  hängt  eng  die  Theorie 
vom  Wachstum  (croissance)  der  Punktionen  zusammen,  von  der 
wir  hier  einen  kurzen  Abriß  geben  wollen. 

Es  sei  ^{q)  eine  reelle  und  positive  Punktion  einer  reellen  und 
positiven  Veränderlichen  q]  nähert  sich,  während  q  dem  Unendlichen 

zustrebt,  das  Verhältnis  -^^,  wo  t  eine  reelle  und  positive  Zahl  ist, 

einer  bestimmten  und  von  Null  verschiedenen  Grenze,  so  sagt  man, 
^>{g)  sei  ^-ter  Ordnung.  Allgemeiner  kann  man  sagen,  ^{ß)  sei 
/-ter  Ordnung,  wenn: 

(1)  lim^-c«,    Um?^.-0 

ist,  welches  auch  die  positive  Größe  s  sein  mag. 

Die  Ordnungen  des  Unendlichwerdens  gehorchen  offenbar  den 
Gesetzen  der  Exponenten,  d.  h.: 

a)  Die  Ordnung  des  Produktes  mehrerer  Funktionen  ist 
die  Summe  ihrer  Ordnungen. 

b)  Ist  <y  =  9>((>),  T  —  ifip)  und  sind  tj  t'  die  Ordnungen 
von  9(9),  '^{^)y  so  ist  die  Ordnung  von  ^(^(9))  gleich  t't 

c)  Ist  6  =  ip{ff)  von  der  Ordnung  tj  so  ist  die  umgekehrte 

Punktion  Q  "^  %{p)  von  der  Ordnung  —, 

Es  gibt  unzählige  Punktionen,  fär  die  es  keine  Zahl  t  gibt,  die 
den  Pormeln  (1)  genügte.  Von  dieser  Art  ist  z.  B.  e?  (siehe  Art.  146). 
Wir  wollen  deshalb  die  Definition  der  Ordnung  so  erweitem,  daß  sie 
eine  größere  Zahl  von  Punktionen  umfaßt. 

Da  keine  Zahl  t  so  groß  ist,  daß  —^  einen  endlichen  Grrenzwert 

9 
besitzt,  so  ist  es  natürlich,  die  Ordnung  von  efi  mit  o  zu  bezeichnen 
(vgl.  Art.  74,  75). 
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Sollen  die  Gesetze  a),  b),  c)  auch  noch  für  das  von  den  end- 
lichen Ordnungen  und  von  cd  gebildete  System  gelten,  so  müssen  wir 
festsetzen,  daß  o  +  t  oder  t  +  o)  die  Ordnung  von  €9q*  ^  q*€^,  oj*  die 

Ordnung  von  e*^,  —  die  Ordnung  von  IgQ  bezeichnen.     Dann  ist  cot 

die  Ordnung  von  e?',  dagegen  t(o  die  von  ef^  ^  {eRj, 

Man  ersieht  daraus,  daß  das  Symbol  o  nicht  durchweg  denselben 
Gesetzen  folgt  wie  das  gleichnamige  Symbol  von  Cantor. 

Man  sagt  von  einer  Funktion^  sie  sei  von  regulärem  Wachs- 
tum, wenn  sie  eine  Ordnung  besitzt,  die  sich  mittels  eines  aus  o, 

—    und   endlichen   Zahlen    gebildeten   Polynoms    darstellen  läßt.     Ist 

z.  B.  (p{q)  eine  solche  Funktion,  daß  fär  jeden  hinreichend  großen 
Wert  von  q: 

ist,  wo  t  und  f  mit  q  zugleich  variieren  und  ein  Klassenpaar  bilden, 
dessen  Trennungselement  mit  t"  bezeichnet  werde  (vgl.  Art.  5),  so  ist 
q>(Q)  von  regulärem  Wachstum  und  von  der  Ordnung  (ot". 

Ist  f(x)  eine  ganze  Funktion  und  behält  M{q)  die  übliche  Be- 
deutung, so  sagt  man,  f{x)  sei  von  regulärem  Wachstum^  falls  es 
M{q)  ist. 

297,  Sei  f(x)  eine  Normalfunktion,  so  daß  für  sie  l  ^  v  ist 
(Art.  265).  Es  ergibt  sich  aus  der  Schlußbemerkung  des  Art.  264, 
daß  für  alle  hinreichend  großen  Werte  von  h: 

(1)  n>Ä^"' 

ist,  während  es  beliebig  große  Werte  von  h  gibt,  für  die: 

(2)  n<k^^' 

ist.  Femer  besteht  für  jedes  q  oberhalb  eines  bestimmten  Wertes  R 
die  Beziehung: 

(3)  Jf(p)<c^^^'  =  6?'^% 

während  es  zugleich  beliebig  große  Werte  q  gibt,  für  die: 

(4)  M{q)>^'^'^^'^' 
ist. 

Ist  l  nicht  ganzzahlig,  und  gilt  (2)  für  alle  hinreichend 
großen  Werte  von  ä,  dann  gilt  (4)  für  alle  hinreichend 
großen  Werte  von  q,  so  daß  f(x)  von  regulärem  Wachstum 
und  zwar  von  der  Ordnung  coA  ist,  und  umgekehrt. 

Viranti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Punktionen.  19 
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Nehmen  wir  an^  (4)  gelte  nicht  fOr  jeden  hinreichend  großen 
Wert  von  q,  es  gebe  also  beliebig  große  Werte  von  q,  für  die: 

ist,  wo  tf  <  A.    Durch  Wiederholung  des  Schlußverfahrens  des  Art.  265 
findet  man  alsdann,  daß  es  beliebig  große  Werte  von  h  gibt,  für  die 

— —  unterhalb  einer  festen  Grenze  liegt,  die  man  ohne  Beeinträchti- 

7h 

gung  der  Allgemeinheit  gleich   1   annehmen  kann,  indem  man  a  in 

passender  Weise  variiert.     Für  alle  diese  Werte  von  h  folgt  dann: 

daher   kann    (2),   entgegen  der  Voraussetzung,   nicht   für  jeden   hin- 
reichend großen  Wert  von  h  statthaben. 

Zum  Beweise  der  Umkehrung  genügt  es,  den  Beweis  in  Art.  273 
mit  geringen  Veränderungen  zu  wiederholen. 

298.  In  betreff  des  Wachstums  fahren  wir  noch  folgende  zwei 
Sätze  an^): 

Ist  0  eine  ganze  positive  Zahl,  die  zugleich  mit  m^  aber 
nicht  so  rasch  wie  [m(lgm)^""*  —  m]  wächst, -wo  s  positiv  und 
beliebig  klein  ist,  und  gibt  es  unter  0  von  a^  ab  aufein- 
anderfolgenden Koeffizienten  für  ein  hinreichend  großes  m 
stets  einen  o„^,  für  den: 

(1)  '  X: — '— 

wird,  wo  «I  positiv  und  beliebig  klein  ist,   so  ist  die  Funk- 
tion von  regulärem  Wachstum. 

Wächst  0  zugleich  mit  m,  aber  rascher  als  [m^  +  *  — w], 
und  gibt  es  für  unendlich  viele  Werte  von  m  unter  6  von 
a^  ab  aufeinanderfolgenden  Koeffizienten  einen  a^^,  der  die 
Gleichung  (1)  befriedigt,  so  ist  die  Punktion  von  irregu- 
lärem Wachstum. 

299.  Der  v-Index  einer  Funktion  drückt  aus,  in  welcher  Art  der 
absolute  Betrag  der  Funktion  wächst,  wenn  x  dem  Unendlichen  zu- 
strebt. Ist  der  V- Index  unendlich  groß,  so  kann  dennoch  in  be- 
stimmten Fällen  die  Art  des  Wachstums  der  Funktion  noch  durch 
endliche  Zahlen  dargestellt  werden. 

1)  Wegen  der  Beweise  siehe  Mai  11  et  286. 
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Es  sei: 

h{^)"^^7    ^2(3;)  =  e**     usw. 

Ist  eine  Funktion  f{x)  so  beschaflfen,  daß  für  jedes  hinreichend 
große  q: 

(1)  M{Q)<e,{Q^^') 

und  für  beliebig  große  Werte  q: 

(2)  M{Q)>e,{Q^-') 

wird,  so  kann  man  sagen,  der  v-Index  der  Funktion  sei  (Tt,  v). 
Ist: 

femer  für  jedes  beliebige  ff: 

so  kann  man  sag^  der  i/-Index  der  Funktion  sei  (fe,  0). 
Man  hat  oflFenbar: 

(1,  v)  =  V. 

Sind  Qcj  v\  (Jc\  v)  die  i/-Indices  zweier  Funktionen,  so  sagt  man, 
(Je,  v)  sei  größer  als  (k\  v),  wenn  entweder  h^Jc',  oder  k  =  k\ 
V  >  1/'  ist. 

Der  Satz  des  Art.  287  gilt  auch  im  gegenwärtigen  Falle  (vgl. 
S.  275,  Anm.);  es  läßt  sich  ferner  beweisen  (vgl.  S.  273,  Anm.  2),  daß 
der  Index  der  Ableitung  nicht  größer  ist  als  derjenige  der 
ursprünglichen  Funktion^). 

300.  Ganz  neuerdings  hat  Kraft  ^)  einige  wichtige  Untersuchungen 
über  ganze  Funktionen  von  unendlichem  i/-Index  angestellt,  deren  Er- 
gebnisse wir  kurz  zusammenfassen  wollen. 

Setzt  man: 

so  ist  wegen  der  Stetigkeit  von  M(q)  (S.  76,  Anm.)  die  Funktion  6(0) 
stetig,  es  läßt  sich  aber  nicht  behaupten,  daß  sie  beständig  wachsend 
sei,  obschon  M{q)  es  ist;  gleichwohl  strebt  sie  zugleich  mit  q  dem  un- 
endlichen zu,  wenn  die  betrachtete  Funktion  von  unendlichem  v-Index 
ist.     Es  erweist  sich  als  vorteilhaft,  anstatt  6(0)  eine  Funktion  v(q) 

1)  Wahrscheinlich  gilt  sogar  der  Satz:  Der  Index  der  Ableitung  ist 
gleich  dem  der  ursprünglichen  Funktion. 

2)  Kraft  231.     S.  a.  Boutroux  639. 

19* 
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von  regelmäßigerem  Verlaufe  zu  betrachten,  die  folgende  Bedingungen 
erfüllt: 

1.  v(q)>  0(q)  für  alle  hinreichend  großen  Werte  von  p; 

2.  v(q)  <  [ö(())]^+'  für  unendlich  viele  beliebig  große  Werte  von  p; 
g    n?;  nimmt  beständig  zu  oder  ab. 

Es  empfiehlt  sich  femer,  v(q)  zwei  weiteren  Bedingungen  zu 
unterwerfen,  deren  Wiedergabe  in  dieser  Übersicht  überflüssig  er- 
scheint. 

Die  Funktion  v{q)  kann  als  v-Index  der  Funktion  f{x)  be- 
zeichnet werden.     Man  hat: 

M(q)  <  eß^^^^  für  alle  hinreichend  großen  Werte  von  (>; 

M(q)  >  e^^''^^^^       für  unendlich  viele  beliebig  große  Werte  von  q. 
Wir  haben  gesehen  (Art.  208),  daß  bei  der  Wahl  der  Konver- 
genzzahlen große  Willkür  herrscht.    Kraft  bestimmt  sie  folgender- 
maßen: 

wo  -K"  >  1  und  y^  =  I C;^  I  ist  und  E(x)  die  größte  in  x  enthaltene 
ganze  Zahl  bedeutet.  Als  einfache  Funktion  läßt  sich  alsdann 
eine  Funktion  von  der  Form: 

bezeichnen. 

Es  möge  nunmehr  eine  reelle  und  positive  Funktion  6{q)  der 
positiven  Veränderlichen  q  in  folgender  Weise  definiert  werden: 

Für  Q  =  yf^  sei  6{q)  =  r,-, 

Für  Q  zwischen  ;/^  und  yj^^^  sei: 

Auch  diese  Funktion  läßt  sich  durch  eine  andere  A((>)  von  regel- 
mäßigerem Verlaufe  ersetzen,  die  zu  ihr  in  denselben  Beziehungen 
steht  wie  v(q)  zu  0{q),  Man  kann  ^(q)  als  den  A-Index  der  Funk- 
tion f(x)  bezeichnen. 

1)  Ein  geometrisches  Bild  dieser  Funktion  ergibt  sich,  wenn  man  in  der 
Ebene  die  Punkte  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  y^,  rj^  der  Reihe  nadi 
durch  geradlinige  Strecken  verbindet. 
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Für  die  so  definierten  Funktionen  gelten  folgende  Sätze,  deren 
Ähnlichkeit  mit  einigen  früher  aufgestellten  Sätzen  ersichtlich  ist: 

Ist  f(x)  irgend  eine  ganze  Funktion,  so  hat  man  für  alle 
hinreichend  großen  Werte  von  q\ 

<9)<K9)?^'- 

Ist  f{x)  eine  einfache  Funktion,  so  hat  man  für  alle  hin- 
reichend großen  Werte  von  q: 

ö(9)<[A((.)P+-. 

Ist  f{x)  eine  einfache  Funktion,  so  hat  man  für  unend- 
lich viele  beliebig  große  Werte  von  q: 

\y{Q)Y-<m<\y{9)Y*'- 

Ist  f{x)  eine  einfache  Funktion  und  bezeichnet  m{Q)  wie 
früher  den  kleinsten  Wert  von  \f{x)\  für  \x\  =  Qj  so  hat  man 
für  unendlich  viele  hinreichend  große  Werte  von  q: 

es  ist  ferner  für  jede  beliebige  ganze  Funktion  f{x): 

Die  Sätze  von  Picard  und  deren  Verallgemeinerungen^). 

301.  Im  Jahre  1879  stellte  Picard  die  zwei  folgenden  sehr  be- 
merkenswerten, nach  ihm  benannten  Sätze  auf: 

I.  Eine  ganze  Funktion  f{pc)  nimmt  in  der  Ebene  alle 
möglichen  Werte  an,  höchstens  einen  ausgenommen.  Oder: 
Ist  f{x)  eine  ganze  Funktion  und  gibt  es  zwei  verschiedene 
Größen  J.,  B  von  der  Art,  daß  die  Funktionen  f{x)  —  A^ 
f{x)  —  B  keine  Nullstellen  besitzen,  so  ist  f{x)  eine  Kon- 
stante. • 

n.  Ist  f{x)  eine  ganze  Funktion  und  gibt  es  zwei  ver- 
schiedene   Größen  A,  B  von   der   Art,   daß    die   Funktionen 

1)  Borel  43,  47,  75,  76,  Cazzaniga  116,  Desaint  134,  Farkas  154, 
Kraft  231,  Landau  584,  Maillet  284,  296,  Picard  372,  374,  377,  378,  379, 
Remoundos  424,  Schaper  437. 

Erst  nachdem  dieser  Bogen  gesetzt  war,  gelangte  ich  in  den  Besitz  einer 
Arbeit  von  Schottky  (632 ter),  in  welcher  er  den  Picardschen  Satz  auf  Gmnd 
des  Canchyschen  beweist.  Nach  Aussage  des  Verfassers  ist  sein  Beweis  größten- 
teils nur  eine  Umformung  des  Borelßcnen. 
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f(x)  —  Äy  f(x)--B  je  eine  endliche  Anzahl  von  Nullstellen 
besitzen,  so  ist  f(x)  ein  Polynom. 

Der  Yon  Picard  für  diese  Sätze  gegebene  Beweis  stützt  sich  auf 
die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  Erst  1896  gelang  es  Borel, 
Satz  I  durch  ein  Verfahren  zu  begründen,  das  von  jeder  speziellen 
Theorie  unabhängig  ist.  Boreis  Beweis  soll,  etwas  abgeändert  und 
vereinfacht,  Gegenstand  der  folgenden  Darlegung  sein^). 

302.  Wir  bemerken  zunächst,  daß  stets  Ä  =  0,  JB  =  1  voraus- 
gesetzt werden  kann;  es  würde  nämlich  genügen,  in  jedem  Falle  statt 

der  Funktion  f(x)  die  Funktion  -^_a    ^  Betracht  zu  ziehen. 

Wir  setzen  also  voraus,  daß  es  eine  ganze  Funktion  f(x)  gebe, 
die  weder  den  Wert  0  noch  den  Wert  1  annimmt.  Sie  müßte 
(Art.  203)  gleichzeitig  die  folgenden  beiden  Formen  haben: 

/•(a;)  =  e9(^),     /'(a;)  =  -eV(*)+l, 

in  denen  g?(a;),  il;(x)  ganze  Funktionen  sind;  mithin  müßte: 

(1)  &p(')  +  eV'(*)  ==  1 

sein.  Da  nicht  gv(*)  =  0  sein  kann,  so  kann  auch  nicht  eV'C«)  =  1  sein, 
und  tl;{x)  kann  folglich  keinen  der  Werte  2nn:i  annehmen,  wo  n  die 
Null  oder  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet;  es  ist 
demnach: 

(2)  ilj{x)  =  2nüti  +  e^«(*), 

wo  x^{x)  eine  von  n  abhängige  ganze  Funktion  ist. 
Setzt  man: 

00 

<P(^)  ==Q  +  iB  --^a^x^,   «Ä  ==  <  +  **<; 

h-O 

und  bezeichnet  man  mit  M{q),  C(q),  D(q)  den  größten  absoluten 
Betrag  von  fp{x)^  den  größten  positiven  Wert  von  Q  und  den  ab- 
soluten Wert  des  größten  negativen  Wertes  von  Q  für  \x\  =-=(>, 
so  hat  man  (Art.  129): 

1)  Landau  (584)  hat  durch  eine  leichte  Modifikation  des  Boreischen  Ge- 
dankenganges den  folgenden  allgemeineren  Satz  bewiesen: 

Wenn  man  die  Gesamtheit  der  im  Punkte  aj  =  0  regulären 
Funktionen  f{x)  betrachtet,  für  welche  f(0)  einen  und  denselben, 
von  0  und  1  verschiedenen  Wert  a^  und  /"{O)  einen  und  denselben 
nicht  verschwindenden  Wert  o^  hat,  so  gibt  es  eine  feste,  nur  von 
Gq  und  o^  abhängige  Zahl  i2,  so  daß  im  Kreise  \x\'<C.B  jede  dieser 
Funktionen  f{x)  entweder  eine  singulare  Stelle  hat  oder  einen  der 
beiden  Werte  0,  1  annimmt. 
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OD 

(3)      |9(^)I^Kl  +  K'l  +  4[C(9)  +  4-|«ii]2(7)*  = 

=  |a<;|  +  |oi'|  +  4[C(e)  +  ||ai|]^, 


(4)  7<l<9 


femer,  wenn  man: 

(4) 
voraussetzt: 

(ö)  ^,>i. 

Es  ist  außerdem  för  ein  hinreichend  großes  q: 
2|ai|<C(9),    \ao\  +  \(h\<C{Q), 

mithin  wegen  (5): 

|«i|  +  |ai'|<G((.)^' 
Aus  (3)  folgt  dann: 

l9,(a:)|<6C(9)^. 

In  derselben  Weise  erhält  man: 

|9,(a:)|<6D(p)^. 

Diese  Ungleichungen  lassen  sich  auch  folgendermaßen  schreiben: 

(6)  Jf(|)<6C(p)^, 

(7)  jtf(|)<6D(p)-J-^. 

Bezeichnen  M\  C\  D'  die  Jf ,  C,  D  entsprechenden  Größen  für 
die  Funktion  ^(oj),  so  ist: 

(8)  Jf'(|)<6C'(p)^, 

(9)  M'(^)<6iy(Q)^^. 

Sind  weiterhin  ft„,  y„,  d^  die  Jf,  C,  D  entsprechenden  Größen 
für  Xn(x)  und  wird: 

^(0)  =  »i  +  i6ö,     ^„(0)  =  c^o  +  ic;o 
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gesetzt^  so  folgt  aus  (2): 

und  mithin: 

i\g[K'  +  {b'ö-2n«y]  =  \c:o\. 

Nun  ist  für  ein  hinreichend  großes  |n|,  wenn  der  Kürze  wegen 
I  n  I  =«  V  gesetzt  wird: 

|6o|<2i/3r,     |6o|<|2n;r--6ö!, 

(10)  4y2x<v,  Ä<igt/  % 

mithin: 

1 6i  I  <  4tvXy    1 2nÄ  —  6Ö  |  <  4vä 
und  folglich: 

|c;o|<lg(4>/^v;r)<21gi;. 
Femer  kann  stets: 

vorausgesetzt  werden,  da  ja  die  Addition  eines  positiven  oder  nega- 
tiven Vielfachen  von  2xi  zu  Xm{x)  den  Wert  von  c^«^*)  nicht  ändert. 
Denkt  man  sich  also  für  Xni^)  ®^^®  (ß)  entsprechende  Formel  ge- 
schrieben, so  erhält  man: 

\x,(x)\<2\gv  +  «  +  4[y,(9)  +  Igv]^ 

<31gv  +  4[y.(<>)  +  lgv]^; 
daraus  folgt  wegen  (5): 

und  um  so  mehr: 

lz„(^)l<7[y„(p)  +  lgr]^, 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

Für  die  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Werte  von  n,  durch 
welche  die  Ungleichungen  (10)  nicht  befriedigt  werden,  kann  man 
schreiben: 


1)  Diese  Bedingung  schließt  die  vorhergehende  ein,  weil  e*>4|/2Ä  ist 
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WO  h„f  j^  TOn  n  abhängige  positive  Größen  sind.     Alsdann  ist: 
lz,(a;)  |<Ä,lgr  +i.lgv  +  4[y,(())  +  iÄ„lgt.]^ 

und,  wenn  man  mit  k  den  größten  der  Werte  von  (J^  +  3AJ,  welche 
den  betrachteten  Werten  von  n  entsprechen,  oder  aber  die  Zahl  4 
bezeichnet,  falls  diese  größer  ist  als  jener  größte  Wert: 

lz»WI<%»(e)  +  ig»']^- 

Man  hat  also  für  alle  Werte  von  w: 

(11)  M.(5)<A[y,(p)+lgv]^, 

WO  X  von  n  unabhängig  ist.  ^ 

Sei    Xq    ein  Wert   von   x   vom    absoluten   Betrage    q,    für    den 
^  ==  —  D(jfy),  mithin  wegen  (1): 

|gV(*o)—  i|  «.e-^(?) 

wird.  Wächst  q  über  alle  Grenzen,  so  wächst  auch  D{q)  über  alle 
Grenzen,  und  iI^{Xq)  nähert  sich  somit  entweder  der  Null  oder  einem 
ganzen  Vielfachen  von  2^i,  etwa  2xis,  oder,  mit  andern  Worten,  die 
Differenz  tix^)  —  2xis  kann  für  einen  passenden  Wert  von  s  kleiner 
gemacht  werden  als  irgend  ein  bestimmter  Wert,  wenn  man  q  in  ent- 
sprechender Weise  wachsen  läßt.    Vorausgesetzt,  daß: 

ist,  hat  man  (Art.  145): 

I  ^yp{x,)-2ni»  -  1 1  =  e|^(a;o)  -  2%is  \ 
oder  auch: 

(12)  e-^^9)  ==  e I i>{x^)  -  27cis\, 
wo: 

i<ö<i. 

Die  gewonnene  Beziehung  kann  mit  Rücksicht  auf  (2)  auch  so 
geschrieben  werden: 

e-^(^)  =  ö|e^*(*o)| 
oder  auch: 

-  D(e)  =  lg  e  +  ^x,{<^,)- 

1)  Ein  derartiger  Wert  ist  immer  vorhanden,  s.  Art.  101. 
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Wählt  man  eine  Größe  Tc  zwischen  0  und  1,  so  kann  man  r  so 
groß  nehmen^  daß: 

|ige|<(i-Ä)D(p) 

wird;  nun  ist: 


mithin: 


|9tz>o)|^|-D(p)-|ige||, 

|9lz.(^o)l>*^(p), 


und  daher: 

(13)  ^((,)>Äi)((,). 

Andrerseits  folgt  aus  (12),  wenn  1 5 1  =  <y  gesetzt  wird: 
ist  Q  Ton  der  Art,  daß: 


SO  ist: 

(14) 

(S<M'{q) 

und  somit: 

(15) 

\g6<lgM'(Q) 

Bezeichnet   femer   x^   einen  Wert  x  vom   absoluten  Betrage    q, 
für  den: 

wird,  so  ist  wegen  (2),  (14): 

eYAQ)  <  I  i;{x,)  I  +  2x6  £  M\q)  +  2%6  <  (27t  +  1)  M'(q)  <  8  Jf' (p), 

mithin,  wenn  q  so  groß  ist,  daß  8  <  M\q)  ist: 

y,((»)<21gJf'(9)- 
Durch  Addition  zu  (15)  ergibt  sich: 

(16)  y.(e)  +  lg«»<31g^'(p)- 
Wegen  (16)  wird  aus  (11)  für  n  ==  s: 

^XI)<3Aigjf'(p);4i; 

mithin  folgt  aus  (13),  indem  man  y  ^^  setzt: 

(17)  Bi^XhlgM'iQ)^^. 
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Man  hat  weiterhin  wegen  (7): 

(18)  (?(l)^Jtf(l)<6D(p)^. 
Es  ergibt  sich  femer  aus  (1): 

und  folglich: 

I  e^iQ)  ^1\£  c<^'(e) 

oder: 

|eC(,o)-C»_e-(7'(v)|^l. 

und  analog: 

Diese  beiden  Beziehungen  zeigen,  daß  |  C\q)  —  C{q)\  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann,  wenn  man  nur  q  entsprechend  wachsen 
läßt;  es  folgt  für  ein  hinreichend  großes  g  und  ein  willkürliches  l: 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

(19)  (7'(p)  =  (l+i)C(p), 
WO  lil  ^  ?  ist. 

Nun  wählen  wir  S',  q'  so,  daß: 

(20)  ig<r<6,     ^Q<9<Q 

wird,  und  setzen  in  (8)  g',  |  statt  |,  9,  in  (19)  |  statt  q  und  in  (17) 
Qy  q'  statt  S,  p;  dann  erhalten  wir: 


mithin  wegen  (18): 


C'(S)  =  (1+^)^(1), 
D((.)<MgJ/'(9')^, 


WO  |)  =  36  (1  +  j)  h. 

Wählen  wir  die  (Jrößen  g',  |,  9'  so,  daß: 

(21)  p'_p  =  p_i  =  i_i'.=?:zj: 
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* 
wird,  so  haben  wir: 

^'(n<27i>(^4^igjif'((.') 

Nun  ist  aber  für  ein  hinreichend  großes  q'  (Art.  146): 

(22)  M'iQ')>[)«M'(Q')]', 
folglich: 

(23)  jf'(p')>7^(^)'[Jf'(W 

Ist  g'  so  groß,  daß: 

2f' (10  >  (12»i,)» 
wird,  so  ist: 

und,  wenn: 

9'  =  r-v(i') 

gesetzt  wird,  woraus  wegen  (21): 

folgt,  so  ist  leicht  nachzuweisen,  daß  die  Formeln  (5),  (20)  befriedigt 
sind.     Dann  ist: 

^-  =  <r), 

und  aus  (23)  ergibt  sich  somit: 

(25)  M'{Q')>2'M'{i'). 

Nehmen  wir  femer: 

q"  =  9  •  '"(q), 
so  erhalten  wir: 

M'(q^  >  2^M'{q')  >  2"Jlf' (50- 

Ist: 

p(0  =  p('-i).„(p(<-i)), 

SO  folgt  daraus  allgemein: 

(26)  M'iQ^'^)  >  2«'Jlf' (O- 
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Nun  ist  wegen  (24),  (25): 

mithin: 

<r 


[l-T(p<'-^))][l-r(p<'-»))]...[l-r(,')][l-r(l')] 
1 


[1  -rd')]  [l  -i- r er)]  •  •  •  [l  -  ^ r(r)]  * 
Bekanntlich^)  konvergiert  das  unendliche  Produkt: 

[l-r(S')][l-|r(r)][l-y.r(r)]---, 

und  sein  Wert   ist  (wenn  ir(|')  <  1)  positiv  und  kleiner   als   1;   be- 
zeichnen wir  ihn  mit  cO;  so  hat  man  für  jeden  Wert  von  i: 

[1  -  rdo]  [i  -  l^cn]  •••[!-  ^<r)]  >  a>. 

Daraus  folgt  für  alle  Werte  von  i: 

(27)  p"^<:^r- 

Die  Formel  (26)  im  Verein  mit  (27)  zeigt,  daß  die  Funktion 
ilf{x)  innerhalb  eines  Kreises  um  den  Anfangspunkt  mit  dem  endlichen 

Radius  —  |'  Werte  von  einem  absoluten  Betrage  annimmt,  der  größer 

ist  als  jeder  beliebige  bestimmte  Wert.    Also  ist  die  gemachte  Voraus- 
setzung widersinnig,  und  der  Satz  ist  bewiesen. 

303.  Es  lohnt  sich-  der  Mühe,  den  langen  Beweis^)  in  wenige 
Zeilen  zusammenzufassen. 

Zuerst  ergeben  sich  unter  den  Bedingungen  (4)  für  jede  beliebige 
ganze  Funktion  (p{x)  die  Relationen  (6),  (7),  aus  denen  (18)  folgt. 
Die  analogen  Relationen  (8),  (9)  gelten  für  die  ganze  Funktion  ^(o;). 
Findet  femer   zwischen  (p{x)  und  ^(a?)   die  Beziehung  (1)  statt,    so 

1)  Euler,  Introd.  in  anal,  infinitomm,  T.  I,  §  313;  Enzyklop.  d.  math.  Wiss., 
Bd.  I,  S.  116. 

2)  Der  vorstehende  Beweis  erscheint  länger  als  derjenige,  den  man  in 
Boreis  Originalabhandlung  liest.  Beim  Vergleich  wird  aber  der  Leser  bemerken, 
daß  wir  viele  Punkte,  die  sich  dort  nur  angedeutet  finden,  weiter  ausführen 
und  verschiedene  Einzelheiten  hinzufügen  mußten. 
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sind  die  auf  dieselben  bezüglichen  Mazimalgrößen  dnrch  die  Relationen 
(17),  (19)  verbunden. 

Wählt  man  also  zwei  Größen  §',  q'  derart,  daß  |'  zu  |  und  p'  zu  q 
sich  so  verhält,  wie  §  zu  p,  und  daß  (21)  gilt,  und  schreibt  man  (19) 
für  die  Größe  |,  (8),  (17),  (18)  für  die  Größenpaare  g',  |;  q,  ()';  |,  q, 
so  folgt  durch  Kombination  dieser  Ungleichungen  mit  der  bekannten 
Beziehung  (22)  das  Hauptergebnis  (23),  welches  allein  die  Größen 
g',  q'  enthält  und  sich  durch  weitere  Hypothesen  über  die  Beziehung 
zwischen  diesen  Größen  auf  die  ganz  einfache  Form  (25)  bringen  läßt. 

Nimmt  man  nun  eine  unbeschränkte  Folge  von  Größen  (>",  9'",  •  •  • 
an,  deren  jede  sich  zur  vorhergehenden  ebenso  verhält  wie  q  zu  |' 
und  q"  zu  q\  so  zeigt  die  aus  (25)  unmittelbar  folgende  Relation  (26)^ 
daß  ilf '((>(*)),  d.  h.  das  Maximum  des  absoluten  Betrages  von  tl;(x) 
für  \x\  ^  ()('*),  mit  h  unbeschränkt  zunimmt,  während  andererseits  die 
Größen  q^^^  eine  bestimmte  endliche  (Jrenze  nicht  übersteigen.  Es 
läßt  sich  hieraus  schließen,  daß  ^(^),  gegen  die  Annahme,  keine  ganze 
Funktion  ist. 

304.  Beschränkt  man  sich  auf  Funktionen  von  endlicher  Höhe, 
so  läßt  «ich  ein  Satz  beweisen,  der  die  des  Art.  301  umfaßt: 

Ist  f(x)  eine  ganze  Funktion  von  endlicher  Höhe  und 
sind  P(a?),  Q(x)  zwei  verschiedene  Polynome,  so  ist  f(x)  ein 
Polynom,  falls  jede  der  beiden  Gleichungen: 

f(x)  =  P(x),    f{x)^Q{x) 

eine  endliche  Anzahl  von  Wurzeln  hat. 
Es  muß  sein  (Art.  205): 

f{x)  -  F{x)  =  A{x)^^''\    f{x)  ^  Q(x)  -  B(a;)eV(*), 

wo  Ä(x)y  B(x)  Polynome  sind;  da  femer  f{x)  von  endlicher  Höhe  ist 
und  P{x)y  Q(x)  Polynome  sind,  so  sind  (Art.  287)  auch  f{x)  —  F{x\ 
f{^)  —  Q{^)  von  endlicher  Höhe;  folglich  sind  (p{x),  iIj(x)  Polynome. 
Bildet  man  demnach  die  ä  +  1  successiven  Ableitungen  der  Gleichung: 


oder  auch: 


^(^)^(^)  _  B{x)e^^^)  =  P{x)  -  Q{x), 

der  Grade  der  beiden  Polyn 
ich  schließlich: 

A^{x)€fP^'^)  -  JBi(ic)eV'(*)  =  0 


wo  h  den  größeren  der  Grade  der  beiden  Polynome  A{x),  B{x)  be- 
zeichnet, so  ergibt  sich  schließlich: 
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wo  Ä^(x),  B^(x)  Polynome  sind.  Daraus  folgt,  daß  (p(x)  —  ^(a?)  eine 
Eonstante: 

q)(x)  —ifipo)  =  c 
und  somit: 

ey^(-)l^A(x)  -  B{xy]  =  P(x)  -  Q{x) 

ist;  hieraus  aber  ergibt  sich,  daß  iIj{x)  und  folglich  auch  (p(x)  konstant 
ist.     Also  reduziert  sich  f(x)  in  der  Tat  auf  ein  Polynom. 

305.   Noch  allgemeiner  ist  der  folgende  Satz: 

Es  sei  f{x)  eine  Funktion  von  endlichem  v-Index;  sind 
die  entsprechenden  Indices  v^,  v^  zweier  Funktionen  q)i(x\ 
iPi(x)  niedriger  als  v,   so  ist   der  2-Index  aller  Funktionen: 

(1)  9iW(p)  -  9>s(^) 

gleich  Vy  wenn  v  nicht  ganz  ist,  während  es,  wenn  v  ganz 
ist,  mindestens  ein  Paar  von  Funktionen  q>i{po)y  (Pi{x)  von  der 
Art  gibt,  daß  der  A-Index  der  Funktion  (1)  niedriger  ist  als  v. 

Wir  wissen  (Art.  287,  288),  daß  der  v -Index  der  Funktion  (1) 
zugleich  der  von  f{x)  ist.  Dasselbe  kann  folglich  (Art.  271),  wenn 
V  nicht  ganzzahlig  ist,  vom  A -Index  behauptet  werden,  der  unter 
dieser  Voraussetzung  mit  dem  v-Index  zusammenfällt. 

Sei  V  jetzt  ganzzahlig,  und  es  werde  vorausgesetzt,  es  gebe  zwei 
Paare  von  Funktionen  9?i(rc),  9?2(^)5  ^iW?  ^sW  ^^^  ^®^  ^^>  ^^^ 
der  A-Index  der  beiden  Funktionen: 

(Pi{x)f{x)-q)^{x),     tt{x)f{x)  -  Jl;^(x) 

niedriger  ist  als  v.     Da  ihr  i/-Index  gleich  dem  von  f(x)  ist,  so  gilt: 

(p^{x)f(x)  -  (p,(x)  =  (p(x)eP^'\ 


(2) 

wo  fp(x\  if(x)  einfache  Funktionen  sind,  deren  A-Indices  kleiner  sind 
als  V,  und  somit  P(x)y  Q(x)  zwei  Polynome  bezeichnen,  deren  Grad 
genau  gleich  v  ist.     Aus  den  Gleichungen  (2)  folgt: 

(p{x)'4fx{x)e^^')  —  ^(a:)g?i(ic)c«(*)  =-  9i(^)^2(^)  —  ^i(^)9^2(^); 

oder  einfacher: 

(3)  M{x)e^^')  +  N{x)e^^')  =  L{x), 

wo  der  v-Index  von  M{x),  N(x),  L(x)  kleiner  ist  als  derjenige  Yonf(x). 
Durch  Differentiation  erhält  man: 
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daraus  ergibt  sich;  falls  der  Neimer  nicht  identisch  Null  ist: 


(4) 


p  _  LN"  —^NL^+LNQ' 


C«: 


MN'  —  NM'  +  MN{Q'  —  P') ' 
ML'  —  LM'  —  LMP' 


MN'  —  NM'  +  MN{Q'  —  PO 

Betrachten  wir  beispielsweise  den  ersten  dieser  Ausdrücke.    Zähler 
und   Nenner   sind   ganze   Funktionen    mit    gleichen   Wurzeln,    deren 
r-Indices    kleiner   sind   als    der   von   /"(o;);    bezeichnen   wir    sie    mit 
Y{x)^^'\  beziehentlich  y{x)d^^'\  wo  yix)  eine  einfache  Funktion  ist,      | 
so  ist:  I 

P{x)  =  aiic)  -  ß{xy, 

das  ist  aber  unmöglich,  weil  P  vom  Grade  v  ist,  während  die  Grade 
von  a  und  ß  niedriger  sind  als  v, 

Ist  der  gemeinsame  Nenner  der  Ausdrücke  (4)  Null: 

MN'  -  NM'  +  MN{Q'  -  P')  =  0, 

so  kann  man  mit  ^^^"^  multiplizieren  und  schreiben: 

M\N' e^'^  +  N{Q'  -  r)e^-^\  -  M'Ne^-^^  _  ^ 
M^  "■^• 

Ne^'^ 
Nun   ist   die   linke  Seite  (Art.  168)    die  Ableitung  von  — -^^y 

folglich  hat  man,  wenn  c  eine  Konstante  bezeichnet: 

Ne^'"" 

Aus  (3)  wird  alsdann: 

(l  +  c)Jfe^  =  i, 
woraus  sich  ergibt: 

p  —  _i_    A 
^    ■"  1  +  c  *  Jlf  ' 

das  ist  aber  aus  demselben  Grunde  wie  vorher  unmöglich. 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

306.  Der  vorstehende  Beweis  stützt  sich  lediglich  auf  die  beiden 
Sätze,  daß  der  i/-Index  der  Summe  zweier  Funktionen  niemals  größer 
ist  als  der  der  betrachteten  Funktionen,  und  daß  der  i/-Index  der  Ab- 
leitung einer  Funktion  höchstens  dem  der  letzteren  gleich  ist.  Der 
Beweis  kann  somit  unmittelbar  auf  alle  Funktionen  von  unendlichem 
v-Index,  von  denen  in  Art.  299  die  Rede  gewesen,  übertragen  werden. 
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307.  Wir  haben  im  vorhergehenden  Kapitel  (Art.  300)  auf  die 
neueren  Untersuchungen  Krafts  über  ganze  Funktionen  von  unend- 
lichem i/-Index  hingewiesen.  Auf  Grund  der  gewonnenen  Ergebnisse 
beweist  er  den  folgenden  Satz,  der  Picards  Sätze  als  Sonderfälle 
umfaßt: 

Ist  f{x)  eine  ganze  Funktion,  a  eine  Konstante  und  l^W) 
der  A-Index  der  Funktion  f{x)  —  a,  so  hat  die  Beziehung: 

Ö(9)<^a(p) 

für    alle   Werte    von    a    Geltung    mit    Ausnahme    höchstens 
eines  einzigen. 

Über  gewisse  Verallgemeinerungen  der  ganzen  Funktionen^). 

308.  In  den  letzten  Jahren  sind  einige  Eigenschaften  der  ganzen 
Funktionen  auf  etwas  allgemeinere  Funktionenklassen  übertragen 
worden.  Wir  wollen  diese  Übertragungen,  die  im  allgemeinen  keine 
beträchtlichen  Schwierigkeiten  darbieten,  ziemlich  kurz  behandeln. 

Wir  betrachten  zunächst  die  meromorphen  Funktionen  (C3a 
unserer  Klassifikation).  Eine  solche  Funktion  ist  (Art.  248)  der 
Qnotient  zweier  ganzen  Funktionen.  Für  diese  Funktionen  nimmt 
Picards  Satz  I  folgende  Gestalt  an: 

Ist  f{x)  eine  meromorphe  Funktion  und  gibt  es  drei 
verschiedene  Konstanten  A,  B,  C  von  der  Art,  daß  die  Funk- 
tionen f{x)  —  A,  f{co)  —  By  f(x)  —  C  keine  Wurzeln  haben,  so 
ist  f(x)  eine  Konstante^). 

Wir  können  auch  hier  jI  =  0,  B  =  1  voraussetzen. 

Es  sei: 

wo  (p(x),  ^(rr)  zwei  ganze  Funktionen  darstellen.  Die  Gleichungen, 
welche  der  Voraussetzung  nach  nicht  bestehen  können,  nehmen  fol- 
gende Gestalt  an: 

q)(x)  —  t{oii)^0, 
(p{x)  —  Ct(x)  =  0. 

1)  Borel  42,  48,  66,  634,  Maillet  284,  285,  286,  287,  288,  289,  291,  292, 
Painlev^  356,  Pincherle  616. 

2)  Der  unterschied  von  dem  Falle  der  ganzen  Punktionen  hängt  ersichtlich 
mit  dem  Umstände  zusammen,  daß  in  letzterem  Falle  außer  den  beiden  aus- 
drücklich hervorgehobenen  Gleichungen  auch  die  Gleichung  f{x)  =  oo  keine 
Wurzeln  hat. 

Viyanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  20 
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Hieraus  ergibt  sich: 

wo  ^{x)y  ^(x),  A{x)  ganze  Funktionen  sind,  und  somit  durch 
Elimination  von  (fix),  '^{x): 

woJFiir  man  schreiben  kann: 

(1)  e«(*)  +  ^(*)=l, 

indem  man: 

a(a;)  =  ®(a;)-gr(^)  +  lg^, 
ß{x)  =  J{x)  —  W{x)  -  lg  C 

setzt.  Nun  ist  die  Unmöglichkeit  von  (1),  wenn  a{x)j  ß{x)  keine 
Konstanten  sind,  bereits  bewiesen  worden  (Art.  302 J,  und  es  ist  leicht 
zu  ersehen,  daß,  wenn  a{x),  ß(x)  Konstanten  sind,  auch  f(x)  eine 
Konstante  ist. 

309.  Die  im  vorigen  K!apitel  behandelten  Verallgemeinerungen 
des  Picardscben  Satzes  können  auf  meromorphe  Funktionen  ausgedehnt 
werden. 

Es  ist  indes  notwendig,  eine  Bemerkung  vorauszuschicken. 

Ist  eine  meromorphe  Funktion  f{x)  gegeben,  so  ist  ihre  Dar- 
stellung als  Quotient  zweier  ganzen  Funktionen: 

(1)  A-)=|i 

nicht  völlig  bestimmt,  auch  dann  nicht,  wenn  festgesetzt  wird,  daß. 
Zähler  und  Nenner  keine  gemeinsamen  Wurzeln  besitzen  sollen;  in 
der  Tat  kann  man  auch  schreiben: 

wo  (o(x)  eine  beliebige  ganze  Funktion  ist. 

Ist  il;(x)  von  endlicher  Höhe,  so  werden  wir  die  DarsteUung  (1) 
(bis  auf  einen  konstanten  Faktor)  in  unzweideutiger  Weise  bestimmen, 
indem  wir  festsetzen,  daß  t{^)  eine  einfache  Funktion  sei. 

Vorausgesetzt,  daß  dieser  Bedingung  genügt  ist,  werden  wir  als 
Index  der  meromorphen  Funktion  f{x)  den  größten  der  v-Indices  der 
beiden  ganzen  Funktionen  ^(x)y  i){x)  bezeichnen,  falls  diese  Indices 
endlich  sind.  Wenn  wir  dann  von  ganzen  Funktionen  sprechen^ 
werden  wir  statt  v- Index  öfter  bloß  Index  sagen. 
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310.  Ist  f{x)  eine  meromorphe  Punktion  vom  Index  v, 
und  sind  a{x),  ß{x),  y{x)y  8{x)  ganze  Funktionen,  deren 
Indices  kleiner  sind  als  v,  so  hat  auch  die  meromorphe 
Funktion: 

^iW         y{x)f{x)  +  d{x) 

den  Index  v. 

Es  sind  nämlich  in  dem  Ausdruck: 

f  /  N  ^  o:(a?)y(a?)  +  /3(a;)tft(a;) 
'^^^       y{x)tp{x)+S{x)t^{x) 

Zähler  und  Nenner  ganze  Funktionen,  deren  Indices  nicht  größer  sind 
als  V,  mithin  kann  dasselbe  YoiLf^{x)  behauptet  werden;  da  andrerseits: 

'^^         7(x)f,(x)^a{x) 

ist,  so  kann  der  Index  von  f(x)    denjenigen   von  fi(x)  nicht  über- 
steigen; also  sind  beide  Indices  gleich. 

311.  Ist  f(x)  eine  meromorphe  Funktion  von  endlichem 
Index  und  gibt  es  drei  verschiedene  Paare  von  Polynomen 
Pi{x)y  Qi(x)  (i=l,2,3)  von  der  Art,  daß  die  Gleichungen: 

/■(^)-||  =  0    .  (i=  1,2,3) 

eine  endliche  Anzahl  von  Wurzeln  besitzen,  so  ist  f{x)  eine 
rationale  Funktion. 

Nach  den  Voraussetzungen  des  Satzes  hat  man,  wenn  f(x)  =  ^^ 
gesetzt  wird: 

<p(x)  Q,(x)  -  t(x)P,ix)  =  H,{x)e'i^''\ 

WO  H.{x)y  Ki{x)  Polynome  bedeuten.     Durch  Elimination  von  (p{x\ 
rlf{x)  erhält  man: 

Q,ix)    P,{x)  fl,(a;)e*l.(" 

Q,{x)     P,{x)  ff3(a;)e^W    =0, 

Q,{x)    P,(x)  H,{x)e^'^'-> 

wofür  man  schreiben  kann: 

wo  Ä(x)y  B(x)f  C(x)  Polynome  darstellen.     Hiernach  läßt  sich  der 
Beweis  wie  in  Art.  304  zu  Ende  führen. 

20* 
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312.  Ist  f{x)  eine  meromorphe  Funktion  vom  Index  v, 
so  gibt  es  höchstens  zwei  meromorphe  Funktionen  g{x)  mit 
niedrigerem  Index  als  v  von  der  Art,  daß  die  Reihe  der 
Nullstellen  der  Gleichung: 

(1)  "         f{x)-g{x)  =  0 

einen  Konvergenzexponenten  k  besitzt,  der  kleiner  ist  als  v. 
Wir  setzen: 

fix)  -  ^^-      a(x\  ~  ^ 

und  betrachten  die  Gesamtheit  I  der  Funktionen: 

^^^  '1  W  —  y{x)f(x)  +  d{x)  ' 

WO  a(x),  ß{x)y  y{x)y  d(x)  ganze  Funktionen  von  niedrigerem  Index 
als  V  sind. 

Es  können  drei  Fälle  eintreten,  die  wir  der  Reihe  nach  betrachten 
wollen. 

1)  In  der  Gesamtheit  /kommt  keine  ganze  Funktion  vor. 

Wir  nehmen  an,  es  gebe  eine  Funktion  g{x)  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  für  die  entsprechende  Gleichung  (1)  A  <  v  ist.  Alsdann  ist 
der  A-Index  der  ganzen  Funktion  ojg?  —  xt  kleiner  als  v;  wird  nun: 

gesetzt,  wo  0  eine  einfache  Funktion  ist,  so  ist  der  A-Index  und  mit- 
hin der  v-Index  von  6  kleiner  als  v.  Man  kann  aber  setzen,  indem 
man  y  =  o,  d  =  —  ^  nimmt: 

SO  daß  also  Of^  eine  ganze  Funktion  ist,  während  sie  der  Gesamtheit  1 
angehört,  da  die  Indices  von  du,  Oß  kleiner  als  v  sind.  Also  ist  die 
gemachte  Voraussetzung  in  dem  betrachteten  Falle  widersinnig. 

2)  Die  Gesamtheit  I  enthält  eine  ganze  Funktion  p(a:), 
aber  diese  ist  derart,  daß  es  kein  Paar  von  ganzen  Funk- 
tionen (pi{x)y  qi^{x)  von  niedrigerem  Index  als  v  gibt,  für 
welches  der  X-Index  der  Funktion: 

kleiner  ist  als  v, 
Ist: 

,  .  __  A{x)m  +  B{x) 
^W~  C{x)f{x)  +  D{x)' 
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so  kann  (2)  geschrieben  werden: 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  /i  =  0  sind  die  Wurzehi  von  M  =0, 
für  die  nicht  zugleich  JT  =  0  ist;  es  genügen  aber  die  Jf  =  0,  N  =0 
gemeinsamen  Wurzeln  der  Gleichung: 


aD-ßC     —ccB+ßÄ 
yD-dC     -yB  +  dÄ 


=  (ad  ~  ßr)(ÄD  -  5(7)  =  0, 


deren  Index  kleiner  ist  als  v]  mithin  ist  der  Konvergenzexponent  der 
Reihe  dieser  Wurzeln  kleiner  als  v,  und  der  der  Wurzeln  von  /i  =  0 
stimmt  mit  dem  der  Wurzeln  von  M  =  0  überein.  Nun  ist  der 
Konvergenzexponent  der  Reihe  der  Wurzeln  von  Jf  =  0  nach  der 
über  Q  gemachten  Voraussetzung  genau  v,  ausgenommen  den  Fall,  daß: 

aD-ßC^O 

et         G 
oder  -j  =  j)  ist.  Beachtet  man,  daß  der  Gleichung  /i  =  0  die  Gleichung 

/*  =  —  —  entspricht,  so  kann  man  schließen,  daß  für  die  Gleichung  (1) 
nur  dann  A  <  v  ist,  wenn: 

ist. 

3)  Die  Funktion  q(x)  ist  der  Art,  daß  es  ein  Funktionen- 
paar q)i(x),  (fiix)  von  niedrigerem  Index  als  v  gibt,  für 
welches  der  >L-Index  von  (3)  kleiner  ist  als  v. 

Wir  setzen: 

QtKp)  —  ^iQ  —  ^2 Cf+n  Cf+B   ' 

es  muß  dann  sein: 

wo  6  eine  einfache  Funktion  von  einem  Index  <  v  und  P  ein  Polynom 
vom  Grade  v  bedeutet,  der  notwendigerweise  eine  ganze  Zahl  ist. 
Daraus  folgt: 

j,_     Dq^—B^     __    BOe^  —  B^    _    B^e^  —  B^ 


pP  = 


Af  +  s, 


CJ+B,^ 
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woraus  sich  ergibt^  daß  die  Gesamtheit  I  in  dem  betrachteten  Falle 
eine  Exponentialfunktion  enthält;  femer  ist: 

Man  ersieht  hieraus  wie  vorher,  daß  der  Konvergenzexponent  der 
Reihe  der  Wurzeln  von  ^i  =  0  nichts  andres  ist  als  der  >L- Index  der 
Funktion  M.     Nun  ist: 

Jf  =  {aD  -  ßC)Q,  +  (~  aB^  +  /J4,); 

da  aber  q^  die  einzige  Funktion  von  der  Form  (3)  ist,  für  die  A  <  v, 
so  hat  man  für  M  die  Gleichung  Jl  =  v.  Eine  Ausnahme  bilden  nur 
die  beiden  Fälle: 

aD  -  /JC  =  0,     -  ccB^  +  ßA^  =  0, 

denen  beziehungsweise  entsprechen: 

313.  Maillet  hat  den  Funktionen  mit  einer  endlichen  Anzahl 
von  singulären  Punkten  (02  unserer  Klassifikation)  den  Namen  halb- 
ganze  Funktionen  (fonctions  quasi-entieres)  gegeben.  Sind 
%}  ^i;  •  •  •;  ^*;  ^^  ^ie  singulären  Punkte  und  bezeichnen: 

ganze  Funktionen,  so  ist  die  allgemeine  Form  der  betrachteten  Funk- 
tionen: 

k 


Die  Funktion  f{x)  läßt  sich  noch  auf  eine  andre  Form  bringen. 
Es  möge  I  die  Menge  ihrer  Nullstellen  bezeichnen;  die  abgeleitete 
Menge  I'  kann  (Art.  159)  keinen  von  den  Punkten  a^  (i  ==  0,  1,  •  •  •,  fc), 
CO  verschiedenen  Punkt  enthalten.  Nun  zerlegen  wir  J  in  A;  +  2 
Teilmengen  I^  (i  =  0, 1,  •  •  •,  Ä  +  1),  von  denen  jede  einen  der  betrach- 
teten Punkte  als  einzige  Grenzstelle  besitzt  (einige  von  diesen  Mengen 
können  unter  Umständen  fehlen).     Setzen  wir  dann: 

li  =  iPiU  C.-2;  •  •  •)         (i  =  0,  1,  .  .  .,  i  +  1), 
-^-Vo    ^-^.  =  ^a       (i  =  0,l,...,Ä;), 

^  "^  Vk  +  lf       ^*  +  l,A  =  ^Ä  +  1,Ä> 
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und  bilden  wir  die  einfache  Punktion  g>,(y,)  mit  den  NuUstellen  d^j^y 
80  hat  das  Produkt: 

dieselben  Nullstellen  wie  f{x)y  und  es  ist,  wie  leicht  zu  schließen: 

x{x-'  a^y^  {x  —  aJ^^A  •  •  •  (a;  —  a;^)''*^ 

wo  die  ^  ganze  Funktionen  und  die  a  positive  oder  negative  Zahlen 
bedeuten. 

Als  Index  von  f(x)  in  bezug  auf  den  Punkt  a^  bezeichnet  man 
den  Index  v^  der  Funktion  ^»(ä?);  es  läßt  sich  beweisen,  daß  auch  die 
Funktion  g)^(x)e^i^^  denselben  Index  hat. 

Für  die  halbganzen  Funktionen  gilt  folgender  Satz: 

Ist  f(x)  eine  halbganze  Funktion,  deren  Indices  sämt- 
lich kleiner  sind  als  2,  und  besitzt  sie  eine  endliche  Anzahl 
imaginärer  Nullstellen,  so  findet  dasselbe  für  ihre  Ab- 
leitung statt;  ferner  liegt  zwischen  zwei  aufeinanderfolgen- 
den reellen  Nullstellen  von  f(x)  von  hinreichend  großem 
absolutem  Betrage  eine  einzige  Nullstelle  von  f(x). 

Auch  die  Sätze  des  vorigen  Kapitels  lassen  sich  auf  halbganze 
Funktionen  übertragen. 

314.  Ganz  neuerdings  hat  MaiUet  den  Namen  halbganze 
Funktionen  (fonctions  quasi-entieres)  denjenigen  Funktionen 
erteilt,  für  welche  der  Punkt  im  Unendlichen  ein  isolierter  singulärer 
Punkt  ist. 

Wird  um  den  Anfangspunkt  mit  dem  Radius  R  ein  Kreis  be- 
schrieben, der  alle  in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Singularitäten 
der  Funktion  enthält,  so  ist  die  allgemeine  Form  der  betrachteten 
Funktionen  (Art.  180): 

^0  (p{x)  eine  ganze  Funktion,  ^(— )  aber  eine  außerhalb  des  Kreises 

tizedby  Google 


Digitiz 


312     Dritter  Teil.    Ergänzungen  zur  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 


R  konvergierende  Potenzreihe  von  —  ohne  konstantes  Glied  ist.  Als 
Index  von  f(x)  wird  der  v-Indei  von  cp(x)  bezeichnet.  Da  sich 
^  ( — j  der  Null  lülhert,  wenn  x  dem  Unendlichen  zustrebt,  so  hat  man 
für  ein  hinreichend  großes  g: 

Die  Funktion  f(x)  läßt  sich  auf  die  Form: 

/'(a;)  =  a;«c}(a;)c^x(^) 

bringen,  wo  fi(x)  eine  Funktion  von  derselben  Natur  wie  f(x),  cc  eine 
ganze  Zahl  und  cd(x)  eine  einfache  ganze  Funktion  ist,  deren  Null- 
steUen  die  außerhalb  des  Kreises  B  liegenden  NuUstellen  von  f(x)  sind. 
Auch  auf  die  hier  betrachteten  Funktionen  können  die  im  vorigen 
Artikel  angeführten  Sätze  übertragen  werden. 

316,  Maillet  nennt  halbmeromorphe  Funktionen  (fonc- 
tions  quasi-meromorphes)  diejenigen  Funktionen,  die  außer  einer 
endlichen  Anzahl  von  wesentlich  singulären  Punkten  eine  unendliche 
Anzahl  von  Polen  besitzen  (C3b  unserer  Klassifikation).  Er  beweist, 
daß  jede  halbmeromorphe  Funktion  der  Quotient  zweier 
halbganzer  Funktionen  ist,  und  überträgt  auf  die  neuen  Funk- 
tionen die  bekannten  Sätze. 

Funktionen  mit  besohränlctem  Ezistenzbereioh 
(Lüokenfanktionen)  ^). 

316.  Die  theoretische  Möglichkeit  analytischer  Funktionen, 
deren  Existenzbereich  nicht  die  ganze  Ebene  bedeckt,  folgt  aus  der 
Definition  der  analytischen  Funktion  selbst.  Andrerseits  besitzen  die 
Funktionen,  die  gewöhnlich  in  der  Analysis  betrachtet  werden  (die 
rationalen,  die  elementaren  transzendenten  und  die  elliptischen  Funk- 
tionen), mit  Ausnahme  einer  endlichen  oder  unendlichen  Menge  von 
Punkten,  die  weder  Flächen  noch  Linien  bilden,  die  ganze  Ebene  als 
Existenzbereich.  Es  erhebt  sich  demnach  die  Frage,  ob  es  wirklich 
analytische  Funktionen  gibt,  die  in  bestimmten  Teilen  der  Ebene,  die 
sowohl  Linien  (Unstetigkeitslinien  oder  singulare  Linien)  als 
auch  Flächen  (Lücken)  sein  können,  nicht  existieren. 


1)  D'Arone  8,  Cayley  114,  Fredholm  158,  Gillet  168,  Goursat  173, 
174,  176,  Hom^n  208,  Krygowski  233,  234,  Lerch  266,  268,  Mittag-Leffler 
329,  330,  Poincare  396,  396,  Pszeborski  419,  Stäckel  464,  Stieltjes  466, 
Teixeira  472,  473,  Weierstraß  617. 
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Ein  tieferes  Studium  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  hat 
erkennen  lassen,  daß  der  Modul  einer  elliptischen  Funktion,  als  analy- 
tische Funktion  des  Verhältnisses  ihrer  Perioden  betrachtet,  nur  für 
diejenigen  Werte  dieses  Verhältnisses  existiert,  in  denen  der  Koeffi- 
zient von  i  positiv  ist,  d.  h.  nur  in  der  oberhalb  der  reellen  Achse 
liegenden  Halbebene  der  komplexen  Zahlenebene.  Von  dieser  Funk- 
tion aus  kann  man  durch  eine  lineare  Substitution  (vgl.  Art.  198) 
zu  einer  Funktion  gelangen,  die  nur  in  dem  Innen-  oder  nur  in  dem 
Außengebiete  eines  gegebenen  Kreises  existiert.  Funktionen  dieser 
Art  sind  auch  direkt  konstruiert  worden^),  und  auf  einige  von  ihnen 
werden  wir  gelegentlich  weiter  unten  stoßen.  Für  jetzt  genügt  es, 
unter  den  vielen  Beispielen  für  die  Konstruktion  von  Funktionen 
mit  beschränktem  Existenzbereich  oder  Lückenfunktionen  dasjenige 
von  Poincare  in  seinen  Einzelheiten  darzustellen,  das  eins  der  all- 
gemeinsten ist. 

817.   Die  Aufgabe,  die  sich  Poincare  stellt,  ist  folgende: 
Gegeben  ist  ein  Bereich  (7,  dessen  Umfang  eine  einfache  konvexe 
Linie  l  sei;   man  soll  eine  analytische  Funktion  bilden,   die   in  der 
ganzen  Ebene  mit  Ausnahme  des  Bereiches  G  existiert. 

Man    nehme    eine   Folge    von    reellen    oder   komplexen    Größen 

OD 

ai,a2, ...  von  der  Art,  daß  die  Reihe   ^\(^h\  konvergent  ist,   und 

A  =  l 

eine  abzählbare  Menge  von  Punkten  c^,  c^,  .  . .,  die  C  oder  dessen 
Umfang  angehört  und  auf  jedem  Teile  von  l  überall  dicht  ist,  und 
bilde  den  arithmetischen  Ausdruck: 

Es  sei  Xq  ein  Punkt  außerhalb  (7,  q  der  Radius  des  um  Xq  be- 
schriebenen, l  von  außen  berührenden  Kreises  y;  da  2  konvex  ist,  so 
ist  dieser  Kreis  eindeutig  bestimmt  und  liegt  mit  Ausnahme  des 
Berührungspunktes  x^  vollständig  außerhalb  C.  Man  hat  somit  für 
aUe  Werte  von  h: 

I  ^Ä  -  ^0  I  ^  9 
und  daher,  wenn  x  ein  Punkt  innerhalb  des  Kreises  y  ist: 

1)  Am  wichtigsten  sind  unter  ihnen  die  Fnchsschen,  deren  Untersnchung 
man  Poincarö  verdankt;  sie  existieren  nnter  gewissen  Umständen  nur  im  Innern 
des  Einheitskreises  (so  pflegt  man  den  mit  dem  Radius  1  um  den  Anfangspunkt 
beschriebenen  Kreis  zu  bezeichnen). 
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-^«r 


folglich: 

1 1 ^ 

00 

und: 

wo: 

(1)  ^.(,_,.)_,.J^J!^. 

OD 

Die  Reilie  ^^f^(x  —  Xq)  konvergiert  gleichmäßig  für  alle  Werte 

A=l 

von  Xy  für  die  \x  —  Xq\  =^  9'  ist,  wobei  q'  eine  beliebige  Größe  be- 
deutet, die  kleiner  als  q  ist.     Es  ist  nämlich: 


A^(^Ä"M* 


rr^  r A    -Ol 


ib^  ? 


folglich: 


2?a(^--^o)  =  2^*2 


Asm 


(a;-«„r 


A  =  m 


'»ti^X«»— «r^ 


^7^2l«*l5 


A  =  m 


nun  läßt  sich  nach  Annahme  einer  beliebigen  Größe  6  stets  eine  Zahl 
m  von  der  Art  angeben,  daß: 


2\<^h\<^(9-9l 


hssm 


ist;  folglich  hat  man  für  alle  betrachteten  Werte  von  x: 


2'^*('^-^o) 


<tf. 


Man  darf  demnach  auf  die  Reihe  (1)  den  Hilfssatz  von  Weierstraß 
anwenden  und  erhält  für  alle  Punkte  innerhalb  y: 


(2) 


OD 


t  =  0 
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wo: 

OD 

F{x)  wird  demnach  durch  eine  analytische  Funktion  dargestellt, 
die  sich  in  jedem  Punkte  außerhalb  C  regulär  verhält. 

Es  erübrigt  noch  zu  beweisen,  daß  diese  Funktion  im  Sinne  von 
Art.  157  nicht  über  die  Linie  l  hinaus  analytisch  fortgesetzt  werden 
kann,  oder  auch,  daß  für  jeden  beliebigen  Punkt  außerhalb  C  der 
Konvergejizkreis  des  diesem  Punkte  entsprechenden  Elementes  der 
analytischen  Funktion  genau  der  l  von  außen  berührende  Kreis  y  ist. 
Es  genügt  zu  diesem  Zwecke  nachzuweisen,  daß   die  Reihe  (2)  für: 

nicht  unbedingt  konvergent  ist. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  der  Berührungspunkt  x^  von  y  und  l 
sei  einer  der  Punkte  c,  z.  B.  c^.  Wir  wählen  b  willkürlich,  bestimmen 
eine  Zahl  m  von  der  Art,  daß  für  jedes  w>m: 

OD 

A  =  n  +  1 

wird,  und  wählen  eine  Zahl  w,  die  größer  ist  als  m  und  r.    Bezeichnet 
femer  8  den  kleiasten  unter  den  Abständen  der  Punkte: 

von  dem  Punkte  Xq,  so  ist  S>  q^  und  man  kann  folglich  eine  Größe  q^ 
von  der  Art  annehmen,  daß: 

Alsdann  ist: 

r-l 


< 


1  Sf 

<  ^  {  1  »1  I  +  I  »2  i  +  •  •  •  +  I  <^r-l  I  +  I  »r+1  I  +  •  •  •  +  I  ««  I  }  <  ^T y 

wo: 

n 
Ä  =  l 

Da  andrerseits  \cj^  —  Xq\>  q  für  jedes  von  r  verschiedene  h  ist, 
so  ist: 
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0*+^ 


<nfcTr   2  \^h\<-;p^y 


A==n  +  1 


folglich: 


und: 


r 


Läßt  man  ifc  über  alle  Grenzen  wachsen,  so  strebt  (~j         der 
Null  zu,  folglicb  ist: 


lim(>* 


*=0D 


r 


( 


)*+! 


^f' 


da  aber  b  willkürlich  ist,  so  folgt: 


limp* 


0, 


oder  auch,  mit  Rücksicht  darauf,  daß  \c^--  Xq\'=^  q: 


lim|&;fc|9*=  limp* 


ifcaoo 


•*  =  oo 


{c,-x,y+t 


7^  +  0, 


woraus  folgt,  daß  die  Reihe  2\Wq^  nicht  konvergent  sein  kann. 

Es  sei  jetzt  x^  von  sämtlichen 
Punkten  c  verschieden,  und  es 
werde  angenommen,  daß  der  Kon- 
vergenzradius der  Reihe  (2)  nicht 
Q,  sondern  Qi>  Q  sei.  Es  werde 
ein  Radius  x^x^  des  Kreises  q^ 
gezogen  und  über  x^x^  als  Grund- 
linie ein  gleichschenkliges  Drei- 
eck beschrieben,  dessen  Spitze  x^ 
auf  XqX^  liegen  möge.  Offenbar 
läßt  sich  der  Winkel  x^x^x^  so 
klein  nehmen,  daß,  wenn  wir  den 
Fig.  6.  Schnittpunkt  von  x^x^  und  l  mit 
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a;^  bezeichnen,  die  Normale  von  l  in  einem  beliebigen  Punkte  x^  des 
Bogens  x^x^^  den  Radius  x^x^  in  einem  Punkte  Xq  der  Strecke  XqX^ 
trefiFe^).  Man  hat  sodann  x^x^^x^Xj^  und  folglich  um  so  mehr 
XqX2  >  XqX^,  Da  nun  die  Menge  der  Punkte  c  auf  jedem  Teile  von  l 
überall  dicht  ist,  so  können  wir  voraussetzen,  daß  x^  einer  dieser 
Punkte  ist.  Nach  dem,  was  oben  festgestellt  worden,  ist  der  Kon- 
vergenzradius des  Elementes  der  analytischen  Funktion,  welches  dem 
(auf  der  Normale  zu  Z  in  einem  Punkte  c  gelegenen)  Punkte  Xq  ent- 
spricht, genau  x^x^,  so  daß  der  bezügliche  Konvergenzkreis  vollständig 
innerhalb  desjenigen  liegt,  der  dem  Punkte  Xq  entspricht;  nun  ist  das 
(Art.  152)  unmöglich,  folglich  ist  die  gemachte  Annahme  falsch. 

Es  ist  sonach  der  Beweis  geliefert,  daß  der  Bereich  C  für  die 
durch  den  arithmetischen  Ausdruck  F(x)  dargestellte  analytische 
Funktion  eine  Lücke  ist. 

318.  Poincare  hat  als  Beispiel  für  die  Anwendung  seiner  Methode 
den  Fall  behandelt,  in  welchem  der  Bereich  C  ein  konvexes  Polygon 
von  beliebiger  Seitenzahl  ist.  Sind  «i,  «g,  .  . .,  «^  i>  Punkte  und  ist 
C  ein  konvexes  Polygon,  welches  einige  der  Punkte  a  zu  Ecken  hat, 
während  die  übrigen  Punkte  a  auf  seinen  Seiten  oder  in  seinem 
Innern  liegen,  so  stellt  der  arithmetische  Ausdruck: 

F(x)  -  y      4^4^'- <^'/ 

Äi  +  Äj  H 1-  Äp 

WO  die  Ai,  Äg?  •  •  •>  Äp  ^lle  ganzen,  nicht  negativen  Werte  mit  Aus- 
nahme der  Kombination  0,  0,  . . .,  0  durchlaufen  und  a^,  a^,  . . .,  ^p 
p  konstante  Größen  von  kleinerem  absolutem  Betrage  als  1  sind,  eine 
analytische  Funktion  dar,  die  sich  in  allen  Punkten  außerhalb  C  und 
lediglich  in  diesen  Punkten  regulär  verhält. 

Im  besondem  gewinnt  man  so  für  p  =  2  eine  Funktion,  die  eine 
Unstetigkeitslinie  (die  Strecke  cc^cc^)  besitzt. 

Es  möge  z.  B.  eine  Funktion  gebildet  werden,  die  den  negativen 
Teil  der  reellen  Achse  zur  Unstetigkeitslinie  hat.  Wir  gehen  von 
dem  allgemeinen  Ausdrucke: 

F(x)^y ^^ 


1)  Es  würde  beispielsweise  genügen,  so  zu  verfahren,  daß  x^  innerhalb  des 
Bereiches  G  fiele. 
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aus  lind  wenden  auf  diesen  die  lineare  Substitution: 

oder: 

j.^«>y  — «1 

an,  durch  welche  den  Werten  Oj,  «j  von  x  beziehentlich  die  Werte  0 
und  cx)  von  y,  den  zwischen  Oj  und  a^  liegenden  Werten  von  x 
negative  Werte  von  y  zugeordnet  werden.     Man  hat  dann: 

y_l  Ä-i+Ä, 

anstatt  dieser  Funktion  darf  man  aber  die  andre: 


"W-^i^ 


in  Betracht  ziehen. 

Setzt  man  insbesondere: 


1 
«1  =  «2  =  -7; 

so  ergibt  sich  die  Funktion: 

319.  Die  obigen  Betrachtungen  gelten,  wie  leicht  zu  sehen,  auch 
dann  noch,  trenn  l  nicht  konvex  ist,  vorausgesetzt,  daß  es  keine 
einspringenden  Winkel  besitzt. 

Daraus  folgt,  daß  man  einen  gegebenen  Kurvenbogen  so  auffassen 
kann,  als  ob  er,  doppelt  genommen,  den  Umfang  einer  Lücke  vom 
Flächeninhalt  Null  bilde;  daher  läßt  sich  mit  Hilfe  der  Poincareschen 
Methode  eiue  Funktion  bilden,  welche  diesen  Kurvenbogen  als  ün- 
stetigkeitslinie  besitzt. 

320.  Ist  in  der  Ebene  eine  endliche  Anzahl  getrennter,  von 
konvexen  Begrenzungen  eingeschlossener  Bereiche  C^,  Cg, .  .  .,  C^  ge- 
geben, so  lassen  sich  p  analytische  Funktionen  fi(x)y  /i(^);  .  •  •;  fp{x) 
so    bilden,    daß    ff^(x)    nur    außerhalb    Cj^    existiert.      Dann    ist    die 

p 
analytische  Funktion  2fj,{x)  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausnahme  der 

A=l 

Bereiche  C^,  C^j  . .  .,  C    regulär. 
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321.  Lercli  hat  einige  allgeineinere  Sätze  aufgestellt,  die  zur 
Bildung  von  Lückenfunktionen  führen.  Es  möge  hier  der  folgende 
angeführt  werden: 

Es  seien  Wq,  mi^Wg,...  ganze  positive  Zahlen,  von  denen 
jede  ein  Teiler  der  folgenden  sein  möge,  ^o(^)?  ^i(^)?  ^aC^);--- 
Potenzreihen,  welche  innerhalb  des  Einheitskreises  konver- 
gieren und  auf  dessen  umfang  höchstens  den  singulären 
Punkt  x=l  besitzen;  außerdem  sei  die  Reihe: 


OD 


von  der  Art,  daß  sie  innerhalb  des  Binheitskreises  in  eine 
konvergente  Potenzreihe  verwandelt  werden  kann  und  für 
unendlich  viele  Zahlen  n  der  Beziehung: 


lim  ^  ^PäC^'^ä)  =  oo 


a^^lA^ 


h=:n 


genügt.     Alsdann  ist  f(x)  eine  analytische  Funktion,  die  nur 
innerhalb  des  Einheitskreises  existiert. 

Als  Spezialfälle  dieses  Satzes  findet  man  die  Funktionen: 

00  OD 

A=0  A=0 

Divergente  Reihen^). 

822.  Divergente  Reihen,  welche  die  alten  Mathematiker  ohne 
Bedenken  verwendeten,  wurden  aus  der  Analysis  verbannt,  seitdem 
Abel  und  Cauchy  gezeigt  hatten,  daß  ihr  Gebrauch  gefährlich  ist  und 
zu  falschen  Ergebnissen  führen  kann.  Man  erkannte  aber  in  den 
letzten  Jahren,  daß  sich  die  divergenten  Reihen  unter  bestimmten 
Umständen  als  brauchbares  Werkzeug  für  analytische  Untersuchungen 
erweisen. 


1)  Barnes  527,  Borel  40,44,  60,  51,  62,  53,  67,  60,  61,  62,  654,  Cesäro  119, 
Fejer  649,  Galvani  661,  Hadamard  184,  Hardy  660,  665,  666,  Joachimescn 
216,  Klnyver  226,  Maillet  296,  Oldenburg  337,  Padä  344,  346,  Pincherle 
393,  614,  616,  Poincarä  398,  Le  Roy  429,  430,  431,  432,  Servant  464,  Thomä 
479,  Vivanti  494,  Woronoi  522.  —  Die  Theorie  der  divergenten  Reihen  ist 
noch  ziemlich  unvollständig;  wir  haben  es  jedoch  im  Hinblick  auf  ihre  große 
Wichtigkeit  für  geboten  erachtet,  ihr  einige  Seiten  zu  widmen,  die  allerdings 
nur  einen  provisorischen  Charakter  besitzen. 
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Wir  setzen  nämlich  voraus,  es  lasse  sich  jeder  divergenten  Reihe 
mit  konstanten  Gliedern  eine  Zahl  und  jeder  divergenten  Reihe  von 
Funktionen  eine  Funktion  —  die  als  Summe  der  Reihe  bezeichnet 
werden  kann  —  so  zuordnen,  daß  die  Summe  der  Reihe,  die  man 
erhält,  wenn  man  mit  gegebenen  Reihen  eine  bestimmte  arithmetische 
Operation  vornimmt,  die  nämliche  Größe  ist,  die  man  erhält,  wenn 
man  dieselbe  Operation  mit  den  Summen  dieser  Reihen  vornimmt. 
Ist  z.  B.  eine  Differentialgleichung : 

gegeben,  und  läßt  sich  eine  Reihe  von  Funktionen  von  x  auffinden, 
die,  an  Stelle  von  y  gesetzt,  die  Gleichung  formal  befriedigt,  so  ist, 
wenn  diese  Reihe  divergiert,  ihre  Summe  (in  dem  soeben  dem  Worte 
beigelegten  Sinne)  ein  Integral  der  Gleichung.  Führt  man  nämlich 
an  der  Reihe  die  in  das  Symbol  F  zusammengefaßten  Operationen 
aus,  so  erhält  man  der  Voraussetzung  gemäß  eine  Reihe  mit  lauter 
Nullelementen,  folglich  muß  man,  wenn  dieselben  Operationen  an 
ihrer  Summe  ausgeführt  werden,  als  Resultat  die  Summe  einer  Reihe 
mit  lauter  Nullelementen  oder  Null  finden.  Wir  werden  also  durch 
den  Gebrauch  der  divergenten  Reihen  in  den  Stand  gesetzt,  Integrale 
der  vorgegebenen  Gleichung  aufzufinden. 

Diese  hier  kurz  angedeuteten  Gesichtspunkte  sollen  in  der  Folge 
genauer  bestimmt  werden. 

323.     Läßt   sich   für   eine    gegebene   reelle   Funktion  f{x)   eine 

solche  Reihe  ^aj^x'^  bilden,  daß  für  alle  Werte  von  n: 

Ä  =  0 

lim  ic«  (  f{x)  -  yj  aj^x-^  )  =  0 

wird,  wo  selbstverständlich  x  lauter  reelle  und  positive  Werte  an- 
nimmt, so  sagt  man,  die  Reihe  stelle  die  Funktion /"(a;)  asympto- 
tisch dar. 

Man*  kann  nicht  behaupten,  daß  jede  beliebige  Funktion  eine 
asymptotische  Darstellung  besitzt,  dagegen  läßt  sich  beweisen,  daß, 
wenn  eine  asymptotische  Darstellung  überhaupt  existiert, 
es  nur  eine  einzige  gibt.  In  der  Tat  sind  ihre  Koeffizienten  durch 
die  Formeln: 

\imf{x)  =  «0,  lim  x(f{x)  -  a^)  =  a^,  lim  x'^  (f{x)  —  «o  -  ^)  ="  «a^ '  * ' 
der  Reihe  nach  bestimmt,  falls  die  auftretenden  Grenzwerte  existieren. 
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Keineswegs  aber  stellt  umgekehrt  jede  Reihe  eine  einzige  Funk- 
tion asymptotisch  dar. 

Um  dies  zu  zeigen,  wollen  wir  die  asymptotische  Darstellung 
der  Funktion  e~*  aufsuchen.     Man  hat  (Art.  146): 

a^  =  lim c"**  «=0,     a^  =  lim a:(6"*  —  a^)  =  lim  xe-'  «  0 

«  =  00  »  =  00  a?s=Qo 

und  in  gleicher  Weise  a,  =  0,  a,  =  0  usw.,  so  daß  die  asymptotische 
Darstellung  der  Funktion  e""*  eine  Reihe  ist,  deren  Koeffizienten 
sämtlich  Null  sind.  » 

Demnach  kann  man  unter  Beachtung  der  Sätze,  die  wir  im 
folgenden  Artikel  auseinandersetzen  werden,  schließen:  Besitzt  f(x) 
eine  asymptotische  Darstellung,  so  besitzen  alle  Funktionen 
f{x)  +  Ce~*,  wo  C  eine  beliebige  Konstante  bedeutet,  ein  und 
dieselbe  Darstellung. 

324.  Besitzen  zwei  Funktionen  eine  asymptotische 
Darstellung,  so  besitzt  auch  ihre  Summe  eine  solche  Dar- 
stellung, und  zwar  ist  sie  die  Summe  der  asymptotischen 
Darstellungen  der  beiden  Funktionen. 

Besitzt  eine  Funktion  f(x)  eine  asymptotische  Dar- 
stellung und  ist  C  eine  Konstante,  so  besitzt  auch  Cf(x) 
eine  asymptotische  Darstellung,  welche  das  Produkt  der 
asymptotischen  Darstellung  von  f{x)  in  C  ist. 

Wir  übergehen  den  Beweis  dieser  Sätze,  der  sich  äußerst  ein- 
fach gestaltet. 

Besitzen  zwei  Funktionen  asymptotische  Darstellungen, 
80  besitzt  auch  ihr  Produkt  eine  solche,  und  zwar  ist  sie 
das  Produkt  der  asymptotischen  Darstellungen  der  beiden 
Funktionen. 

Der  Beweis  gestaltet  sich  dem  für  die  Multiplikation  konvergenter 
Reihen  üblichen  analog. 

325.  Besitzt  die  Funktion  f(x)  die  asymptotische  Där- 

00  00 

Stellung  ^aj^x'^  und  hat  die  Potenzreihe  ^c^f  den  Konver- 

AssO  r  =  0 

genzradius  ^>iaol7  so  besitzt  diese  Potenzreihe,  als  Funk- 
tion von  X  betrachtet,  eine  asymptotische  Darstellung,  die 
man  erhält,  wenn  man  in  die  Reihe  statt  f  seine  Darstellung 

einführt  und  nach  Potenzen  von  —  ordnet. 

X 
ViTanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  21 
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ZnnachBt  kann;  da  \imf(x)  =>  %  ist^  x  so  groß  genommen  werden^ 

«=» 

daß  I  f{x)  I  <  Q  wird,  so  daß  die  Reihe  für  alle  Werte  von  x^  die 
großer  sind  als  ein  bestimmter  Wert,  konvergiert  und  deshalb  eine 
endliche  Punktion  von  x  darstellt,  die  wir  mit  F{x)  bezeichnen  wollen. 
Da  femer  die  Reihe  för  jedes  f^Q<Q  gleichmäßig  konvergiert, 
so  ist: 

\imF{x)  =  Hm  2 c,r-^c,\imr -^ c^a^. 
Bezeichnen  wir  diese  Summe  mit  A^,  so  ist  weiterhin: 

OD 

r  =  l 

folglich: 

00  00 

lim  x{F(x)  -  ^)  -  lim  x^J  e,(f  -  ojj)  -  V  ^r  Hm  a;(/^  -  05) . 

«=00  «=00    f^\  r^i        «  =  » 

Nun  ist: 

lima;(/-'--a5)-limn;(/--ao)-lim(/*'-^  +  aof-«  +  -.-  +  aS-Y+«r')=' 

mithin: 

00 

eine  Größe,  die  mit  Ä^  bezeichnet  werde.  In  derselben  Weise  kann 
man  fortfahren,  der  Reihe  nach  die  übrigen  Koeffizienten  J^,  J^,  •  — 
der  asymptotischen  Darstellung  von  F{x)  zu  bestimmen,  und  es  be- 
stätigt sich  ohne  Schwierigkeit,  daß  diese  mit  der  Reihe  zusammen- 

00/00  vr 

fällt,   die   man   erhalten  würde,   wenn   man    ^c^\  ^ af^x"^)    nach 

j  r=0         \A  =  0  / 

Potenzen  von  —  ordnete. 

X 

826.     Besitzt    f(x)    eine    asymptotische    Darstellung 

00 

(p(x)  =^  ^aj^x"^  und  ist  «o  +  O,  so  besitzt  auch  j-^  eine  asym- 
ptotische  Darstellung,  die  man  erhält,  wenn  man  —t-z  in 
eine  Potenzreihe  von  —  entwickelt. 
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Man  kann  schreiben: 


indem  man: 

setzt.     Nun  kann,  da  limf(x)  =  a^  ist,  x  so  groß  genommen  werden, 

a?=oo 

daß  \tl;{x)\<,l  wird;  alsdann  ist: 

^  =  ^(l-^(a;)  +  b(a.)P-...), 

was   in   eine   konvergente  Potenzreihe  von  — ,    ^h^x"^,  verwandelt 

^        Ä  =  0 

OD 

werden  kann.    Man  beweist  dann  ohne  Mühe,  daß  ^\x~^  die  asym- 
ptotische  Darstellung  von  :^r-r  ist. 

327.  Wenn  eine  Funktion  f(x)  und  ihre  Ableitung  f{x) 
asymptotische  Darstellungen  besitzen,  so  erhält  man  die 
Darstellung  von  f\x)  durch  gliedweise  Differentiation  der 
Darstellung  von  f{xY),  ' 

OD  OD 

Sind  ^a^a?""*,  ^ij^x"^  die  asymptotischen  Darstellungen  von 
f(x),  f{x)y  so  ist: 


(1) 


(2) 


%  =  Vimf{x),    ai  =  \imx(f{x)  —  a^,    o^  =  lim  a;*  (/"(x)  —  «o  — -^j , 

ayssoo                                »=00                                                    «=00         ^  ' 

■■■'     «r  =  l™^(/"W-«0-^-S ^l)'""5 

6o  =  limr(a:),    \  =  \imx(f{x)-\),    \  =  \imx^(r(x)-\-^) , 

x  =  oo  a?=oo  «  =  00         ^  ' 


äMan  kann  aber  nicht  allgemein  behaupten,  daß,  wenn  f{x)  eine  asym- 
e  Darstellung  besitzt,  auch  f{x)  eine  solche  zuläßt. 

21* 
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Aus  (1)  folgt  nach  dem  letzten  Satze  in  Art.  221^): 
0  =  limf  (ir),    0  =  lim  {f{x)  -  %  +  xf{x))  «  lim  xf{x\ 

0  =  Um  [2*  [fix)  -  a„  -  J)  +  x'  [fix)  +  ^)]  = 

-  lim  [2a;  (fix)  -a,-  ^)  +  x^ix)  +  aj  ,  •  •  -, 

0  =  lim[.a.-(/-(.)-«„-^ ^^)  + 


(3) 


Daraus  ergibt  sich  zunächst  durch  Vergleich  mit  (2): 

^0  =  0,     6i-0,     &2  =  -«i- 
Wir  wollen  beweisen,  daß  allgemein: 
(4)  l^  =  -(r-\)a,_,. 

Da  die  Formel  f&r  r  =  2  gültig  ist,  so  können  wir  die  Methode 
der  vollständigen  Induktion  anwenden,  indem  wir  die  Formel  für  jeden 
Index  als  richtig  voraussetzen,  der  kleiner  ist  als  ein  bestimmter 
Index  r,  und  beweisen,  daß  sie  dann  auch  für  r  gültig  ist. 

Aus  der  letzten  Formel  in  (3)  erhält  man  mit  Rücksicht  auf 
(1),  (2)  und  auf  die  soeben  gemachte  Voraussetzung: 

0  =  lim  \r^-^  (fix)  -  «0  -  ^' —^  -  ra^., 

woraus  sich  (4)  ergibt. 

Also  ist  die  asymptotische  Darstellung  von  f{x): 


-2 

A  =  2 


man  erhält  sie  demnach  in  der  Tat,  indem  man  die  asymptotische 
Darstellung  von  f{x)  gliedweise  diflferentiiert. 

1)   Die   Existenz   der   in   (8)   vorkommenden   Grenzwerte   wird   durch   die 
Gleichungen  (2)  verbürgt. 
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328.  Nach  diesen  Sätzen  können  wir  die  Andeutungen  genauer 
ausfuhren,  die  wir  oben  über  die  Anwendung  der  neuen  Begriffe  auf 
Differentialgleichungen  gemacht  haben,  welche  dank  Poincares  Arbeiten 
in  der  Mechanik  des  Himmels  zu  Ergebnissen  von  höchster  Bedeutung 
gefuhrt  hat. 

Es  liege  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  w-ter  Ordnung 
Yor,  und  es  sei  a  priori  bekannt,  daß  sie  ein  Integral  besitzt,  das 
zugleich  mit  seinen  Ableitungen  1-ter,  2-ter,  .  .  .,  n-ter  Ordnung 
einer  asymptotischen  Darstellung  fähig  ist.  Es  läßt  sich,  im  allge- 
meinen auf  mehrere  Arten,  eine  Potenzreihe  von  —  finden,  die  formal 

die  Gleichung  befriedigt,  d.  h.  die  Eigenschaft  besitzt,  daß  man 
eine  Reihe  von  lauter  NuUgliedem  erhält,  wenn  man  ebendiese  Reihe 
anstatt  y  und  ihre  successiven  Ableitungen  anstatt  y',  y",  .  .  .,  y^**^ 
einsetzt  und  die  Operationen  ausführt,  welche  die  linke  Seite  der 
Differentialgleichung  vorschreibt.  Da  nun  nach  den  vorangehenden 
Sätzen  dasselbe  Resultat  sich  ergeben  muß,  wenn  man  anstatt  y  die 
asymptotische  Darstellung  des  Integrals  einführt,  und  da  jede  Funk- 
tion höchstens  eine  einzige  asymptotische  Darstellung  besitzt,  so  folgt, 
daß  eine  der  gefundenen  Reihen  die  asymptotische  Darstellung  des 
Integrals  sein  muß.  Ist  die  Gleichui:^  im  besondem  linear  mit  ganzen 
rationalen  Koeffizienten,  so  ist  die  Anzahl  der  Reihen,  die  man  findet, 
gleich  der  Anzahl  der  verschiedenen  Integrale,  die  einer  asympto- 
tischen Darstellung  fähig  sind,  so  daß  man  die  asymptotischen  Dar- 
stellungen aller  dieser  Integrale  erhält. 

Die  praktische  Bedeutung  der  asymptotischen  Reihen  besteht 
femer  darin,  daß  sie,  selbst  wenn  sie  divergent  sind,  gestatten,  die 
entsprechende  Funktion  mit  um  so  größerer  Annäherung  zu  berechnen, 
je  größer  der  Wert  der  Veränderlichen  ist. 

329.  Der  Begriff  der  Summe  einer  divergenten  Reihe  läßt  sich 
noch  auf  andrem  Wege,  zunächst  für  Reihen  mit  konstanten  Gliedern, 
einführen. 

OD 

Es  liege  eine  Reihe   ^ a^  vor  und  es  werde,  wie  üblich: 

A  =  0 

So  ==  «0»  ^1  =  «0  +  %;  •  •  •;  5«  =  ö^o  +  «1  +  •  •  •  +  a„,  . .  . 
gesetzt.     Ist  die  Reihe  divergent,  während  sich  die  Größe: 

^(5o  +  5i  +  --  +  s„-i) 
für  lim  w  =  cx)    einer   bestimmten  Grenze   s   nähert,    so   kann   s   die 
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Summe   der  Reihe   genamit   werden.     Eine    divergente   Reihe,    für 
welche  die  erwähnte  Grenze  existiert,  heißt  einfach  unbestimmt^). 
Allgemeiner:  Ist: 

OD 

eine  ganze  Funktion  mit  positiven  Koeffizienten  und  nähert  sich  das 
Verhältnis: 

00  00 

während  t  dem  Unendlichen  zustrebt,  einer  bestimmten  Ghrenze  s,  so 
heißt  die  Reihe  in  bezug  auf  die  Funktion  q>(t)  summierbar 
und  s  ihre  Summe.  Es  empfiehlt  sich,  als  Bezugsfiinktion  q)(t)  die 
Exponentialfunktion  e'  zu  benutzen;  alsdann  ist  die  Summe  der  Reihe 

QO 

Sdfi  gegeben  durch  die  Gleichung: 

00  ^ 

(1)  s^iime-^^'-^^lime-^Sit), 

falls  diese  letzte  Grenze  existiert. 

Bilden  wir  das  Integral  (Art.  133)  der  Potenzreihe  8{t): 

(2)        rit)=J^sm=;s'ä^-S^>  - 

Daraus  folgt: 

hl  ""-^ 

A=l  A=0 


A=0  ^  Ä=l 


(3)        Sit)-r(t)=s,+;^is,-s,_,)^=^^=U(t). 


Aus  (1)  ergibt  sich  offenbar,  daß  S(t),  damit  die  Grenze  s 
existiere,  für  jeden  endlichen  Wert  von  t  einen  endlichen  Wert  haben, 
d.  h.  eine  ganze  Funktion  sein  muß.  Dasselbe  läßt  sich  (Art.  133) 
von  V(t)  und  folglich  auch  von  U(t)  behaupten.  Die  Funktion  U(t) 
heißt  die  der  gegebenen  Reihe  assoziierte  ganze  Funktion. 

1)  Cesäro,  dem  man  diese  Begriffe  verdankt,  die  dann  Borel,  wie  wir 
sogleich  berichten  werden,  yerallgemeinert  hat,  beweist,  daß  das  Produkt  zweier 
konvergenten  Reihen  eine  konvergente  oder  einfach  unbestimmte  Reihe  ist  und 
daß  in  beiden  Fällen  die  Summe  der  Produktreihe  das  Produkt  der  Summen 
der  Faktorreihen  ist. 


Digiti 


izedby  Google 


Divergente  Eeihen.  327 

Aus  (2),  (3)  folgt: 

S\t)  -  r\t)  ^  S\t)  -  S(f)  =  U\t)  =  Ü\t)  -  i7(0  +  Uit) 
und,  indem  mit  e~*  multipliziert  wird: 

(4)  e-*(S\{)  -  Sit))  ^  e-\U\f)  -  U(f))  +  6-'Cr(0. 

Wir  bemerken,  daß  e-*(S\f)  -  Sit))  die  Ableitung  von  e-*S(t) 
und  6"*(?7'(Q  —  [/(f))  die  Ableitung  von  e~*U(t)  ist,  femer,  daß  man 
für  ^  =  0  hat: 

nehmen  wir  dann  auf  beiden  Seiten  von  (4)  das  Integral^  so  erhalten 
wir: 

e'*S(t) «  e''U(t)  +fe-*ü{t)dt, 

0 

mithin  wegen  (1): 

(5)  5  =  lim[6-'?7(0  '^fe''U{t)di\. 

Da  nun  die  Funktion  e~*S{t)  einer  endlichen  Grenze  zustrebt,  so 
nähert  sich  ihre  Ableitung,  wenn  sie  überhaupt  eine  Grenze  besitzt, 
der  Null  (Art.  221),  d.  h.  es  ist: 

oder  auch: 

(6)  lim  e''S'{f)  =  Hm  6-'S(0  =  s, 

^  =  00  ^ssoe 

sobald  lim  e'^S^t)  existiert. 
<=» 

Existiert  ]imje~'*ü(t)dty  und  wird  dieser  (Jrenzwert  mit  ö  be- 
zeichnet,  so  folgt  aus  (5): 

also  (Art.  221)  s-ö^O  oder: 

]ime'*ü{t)  =  0,         5  =  lim  Ce'*U{t)dt, 

was  sich  nach  den  in  der  Integralrechnung  üblichen  Bezeichnungen 
schreiben  läßt: 


=  Ce-'U{i)dt  1) 


1)   Le  Boy  hat  eine  Definition  der  Summierbarkeit  aufgestellt,  die  nur 
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OD  OD 

830.    Sind    ^  a^,  ^«a    zwei    summierbare   Beihen    und 
s',  s"  ihre  Summen,  so  ist  auch  die  Beihe: 


WO  C",  C"  zwei  beliebige  Eonstanten  sind,  summierbar,  und 
ihre  Summe  ist: 

Wir  ersparen  uns  den  überaus  einfachen  Beweis. 

331.  Eine  konvergente  Beihe  ist  summierbar,  und  ihre 
Summe  stimmt  mit  der  im  gewöhnlichen  Sinne  verstandenen 
Summe  überein. 

Ist  6  die  Summe  der  konvergenten  Beihe    ^d^y  so  kann  man 

A  =  ü 

eine  Zahl  n  von  der  Art  angeben,  daß  für  jedes  h>n: 

6  —  a<Sj^<6+  B 


scheinbar  von  der  hier  gegebenen  yerschieden  ist.    Er  sagt,  eine  Beihe     ^.a,, 
sei  summierbar,  wenn  sich  die  Reihe:  *~® 

A  =  0 

wo  r  das  bekannte  Eulersche  Integral  2**'  Art: 

OD 

b 

ist,  einer  bestimmten  Grenze  s  nähert,  während  sich  z  in  zunehmendem  Sinne 
der  Eins  nähert;  und  ebendiese  Grenze  nennt  er  Summe  der  Reihe. 
Nun  ist: 

A  =  0      *  A  =  0  0  0  A«=0  0 

mithin,  unter  gewissen  beschränkenden  Umständen: 


lim    ^jjr{hz+l)=^fe-*ü{t)dt==S', 

•-'   A  =  0  0 


die  beiden  Definitionen  fallen  demnach  zusammen. 
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wird,  wenn  s  willkürlich  gegeben  ist.     Man  hat  alsdann: 

Ä  =  0  A  =  n+1  A  =  0  A  =  n  +  1 

oder  auch: 

e-'^{s,-if  +  s)^  +  (<f-e)<e-'S{t)< 

A=:0 


"  A- 


A  =  0 

erinnert  man  sich  (Art.  146),  daß  sich  das  Produkt  von  6""'  in  ein 
Polynom  für  lim^==  oo  der  Null  nähert,  so  ergibt  sich  daraus: 

a^lime-*S(t)^s. 

Im  besondem  gilt  der  Satz:  Eine  aus  einer  endlichen  An- 
zahl Yon  Oliedern  bestehende  Reihe  darf  als  eine  summier- 
bare Reihe  betrachtet  werden,  und  ihre  Summe  ist  die 
Summe  ihrer  Glieder. 

332.  Eine  eigentlich  divergente  (d.  h.  weder  konvergente 
noch  unbestimmte)  Reihe  ist  nicht  summierbar. 

Nimmt  man  eine  willkürliche  Größe  -K"  an,  so  läßt  sich,  der 
Voraussetzung  lims^  =  oo   gemäß,   eine  Zahl  n  von  der  Art  finden, 

n  =  oo 

daß  Sf^>  K  für  jedes  Ä  >  n  ist.     Schreibt  man: 
wo  die  Tj^  positiv  sind,  so  hat  man: 

A  =  0  A=:n+1  Ä  =  n+1 

A=0  A=n+1 

mithin,   wenn  man  beachtet,    daß   sich  das  Produkt  von  e~*  in  ein 
Polynom  für  lim  ^  =  oo  der  Null  nähert: 

lim e-'S{t)  ^K  +  lime-*  ^  ^, 

t-cß  t=CD         A  =  n+1 
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woraus  wegen  r^  >  0  folgt: 

Damit  ist  die  Behauptung  erwiesen. 

333.   Ist  die  Reihe    ^aj^  summierbar  und  besitzt  sie  die 

Summe  s,  und  ist  auch  die  Reihe    ^a^  summierbar,  so  ist 

die  Summe  dieser  letzteren  Reihe  s  — öTq. 
Schreiben  wir  die  zweite  Reihe  in  der  Form: 

00 

A  =  0 

und  setzen  wir  allgemein: 

n 

so  erhalten  wir: 


mithin: 


A=0  AsO 

woraus  sich  ergibt: 

]im€-*S(t)  ^  lime-'S\t)  -  a^. 

Da  die  erste  Grenze  existiert,  so  existiert  auch  die  zweite,  und 
der  Wert  dieser  letzteren  ist  5  (Art.  329,  (6)).     Es  folgt  also: 

334.    Wir  schließen  zum  Zwecke  der  Erläuterung  einige  einfache 
Beispiele  an: 

1)  Betrachten  wir  die  Reihe: 

1  - 1  + 1  - 1  +  •  •  •, 


1)  Borel  (50)  hat  nachzuweisen  versucht,  daß  aus  der  Summierbarkeit  von 

00  00 

^ttf,  die  von   ^af^  folgt;  aber  Hardy  (666)  bemerkt  dazu,  daß  der  Beweis 

Ä=0  A=l 

nicht  stichhaltig  ist,  ja  noch  mehr,  daß  der  Satz  nicht  allgemein  gilt.    Er  beweist 
dagegen,  daß  aus  der  Summierbarkeit  der  zweiten  Reihe  die  der  ersten  folgt. 
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331 

(n==0,l,2,...), 


.2« 


^(^)==2(I^==T 


nsO 


OD  OD 


.n=sO 


und  folglich: 


5^1ime-'Ä(0  =  lim^^ 

2)  Betrachten  wir  die  Reihe: 

1  —  m  +  m^  —  m^  + 
wo  m  >  —  1,  so  haben  "wir: 

mithin : 


,-2< 


2  • 


1  —  1 


1  —  w  ■-  -^ 


und  daher: 

5  =  ]ime''*8(t)  =  :r-^— Um(l  -  we-(^+i)0  =  ,-^. 

Im  besondem  ist  die  Reihe  für  —  1  <  m  <  1  konvergent  und  s 
ihre  Summe  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes. 

885.    Es  liege  jetzt  eine  Potenzreihe  ^a^^a^  vor;   man  nehme 

A  =  0 

einen  Kreis,  der  durch  den  Anfangspunkt  0  hindurchgehen  und  in 
dem  Existenzbereich  der  durch  die  Poten:5reihe  erzeugten  analytischen 
Funktion  f(x)  liegen  möge.  Dann  ist  die  Reihe,  auch  wenn  dieser 
Kreis  über  den  Konvergenzkreis  der  Potenzreihe  hinaus- 
reicht, in  allen  Punkten  des  von  0  ausgehenden  Durchmessers  des- 
selben summierbar. 

Es  sei  OM  dieser  Durchmesser,   C  der  Mittelpunkt  des  Kreises; 
c  sei  die  durch  den  Punkt  C  dargestellte  Größe.     Wir  schreiben: 

00  00 


Ä  =  0 


A  =  0 


WO  ^(a?|c)  mittelbar  oder  unmittelbar  aus  ^(x)  durch  Transformation 


Digiti 


izedby  Google 


332     Dritter  Teil.    Ergänzungen  zur  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 

entstanden  sein  möge.  Da  der  Kreis  um  C  mit  dem  Radius  CO 
vollständig  iimerhalb  des  Existenzbereiches  von  f{x)  liegt,  so  enthält 
der  Konvergenzkreis  von  ^(x\c)  in  seinem  Innern  den  Punkt  0,  und 
wir  können  mithin  aus  ^(x\c)  unmittelbar  ^(x\c,0)  herleiten. 

Setzt  man  ÖC=^r,  so  Bßt  sich  mit  einem  Radius  r>r  um  C 
ein  Kreis  beschreiben,  der  vollständig  innerhalb  des  Existenzbereiches 
von  f(x)  enthalten  ist;  bezeichnet  man  mit  x  einen  Punkt  im  Innern 
dieses  Kreises,  mit  3R  den  auf  den  Umfang  ebendieses  Kreises  be- 
zogenen Mittelwert,  so  ist  (Art.  131, 135): 

^7(0 


Im  besondem  hat  man  für  x  =  0: 


SK 


[r'-(x. 


.c)]*+^- 


Indem  man  diese  Werte  in  die  Formel  (Art.  147): 

OD 

einsetzt  und  erwägt,  daß  (Art.  150)  ^{x\CyO)  mit  ^(x)  zusammenfallen 
muß,  erhält  man: 

Die  der  Reibe   ^O/^x''  assoziierte  ganze  Funktion  ist: 


U(x,t) 


mitbin: 


^V^""*^».  V5*^ 


\^      hl 


A  =  0 


^    AI 

A  =  0 


=  9R 


m 


r'fjr') 


(r  +c)*  +  ^ 
r'f(r')    'V       «*<* 


e-*U{x,t)  =  m 


=  2R 


r'f(r') 
r'  -\-c 


c^'  +  ' 


Ist: 


(1) 


fRz^ 


r  +c 


rf(r')  jd^c-") 


wo  £  beliebig  klein  ist,  so  folgt  leicht,  daß: 
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und  daß  lim  f  e''*ü(x,t)dt  einen  endlichen  Wert  hat. 

t  =  oo  0 

Erinnern  wir  uns,  daß  in  den  vorstehenden  Formeln  das  unter 
dem  Funktionszeichen  SR  stehende  r'  irgend  einen  der  Punkte  der 
Kreislinie  vom  Radius  /  um  C,  auf  den  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt 
bezogen,  darstellt,  so  folgt,  daß  r  +  c  den  irgend  einem  Punkte  K 
dieser  Kreislinie  entsprechenden  Wert  darstellt.     Setzt  man  also: 

so  wird  aus  (1)  für  ein  beliebig  kleines  s: 

-|-C0S(9?-T^)<1-«, 

oder  auch: 

S  cos  ((p  —  ilf)  <  r], 

Ist  also  P  der  einem  Werte  x  entsprechende  Punkt,  HL  die  durch 
K  senkrecht  zu  OK  gezogene  Gerade,  so  muß  sich  P  mit  0  auf 
derselben  Seite  der  Geraden  HL  befinden. 

Denken  wir  uns  durch  alle  Punkte  der  Kreislinie  um  C  mit  dem 
Radius  /  sämtliche  zu  HL  analogen  Geraden  gezogen,  so  hüllen 
alle  diese  Geraden^)  eine  Ellipse  ein,  deren  Mittelpunkt  C  und  deren 
einer  Brennpunkt  0  ist;  damit  also  (1)  von  allen  Punkten  K  befriedigt 
wird,  muß  sich  P  im  Innern  dieser  EUipse  befinden.  Nun  enthält 
diese  Ellipse,  um  wie  wenig  sich  auch  /  von  r  unterscheidet,  doch 
stets  die  Strecke  0 Jf  in  ihrem  Innern,  mithin  ist  bewiesen,  daß  in 
allen  Punkten  dieser  Strecke  die  betrachtete  Reihe  summierbar  ist. 

886.  Besitzt  eine  analytische  Funktion  einen  einzigen  singulären 
Punkt,  so  ipt  die  Potenzreihe,  durch  die  sie  in  der  Umgebung  des 
Anfangspunktes  dargestellt  wird,  in  allen  Punkten  der  Ebene  summier- 
bar, die  sich  auf  derselben  Seite  wie  der  Anfangspunkt  in  bezug  auf 
die  Gerade  befinden,  die  im  singulären  Punkte  auf  seiner  Verbindungs- 
linie mit  dem  Anfangspunkt  senkrecht  steht. 

Sind  die  singulären  Punkte  in  endlicher  Anzahl  vorhanden,  so 
erhält  man  dadurch,  daß  man  die  vorige  Konstruktion  für  jeden  ein- 
zehien  von  ihnen  ausführt,  ein  endliches  oder  nicht  endliches  Polygon, 
das  den  Anfangspunkt  enthält  und  in  dessen  sämtlichen  Punkten  die 
Reihe  summierbar  ist.  Es  wird  das  Summierbarkeitspolygon 
der  Reihe  genannt. 

1)  S.  z.  B.  Enzyklopädie  der  math.  Wiss.,  III  Cl,  Nr.  30. 
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Über  den  Begriff  der  analytischen  Fortsetzung  ^). 

337.  Ist  eine  analytische  Funktion  in  einem  Bereiche  C  regulär 
und  sind  alle  Punkte  des  Umfangs  l  für  sie  singulare  Punkte,  so  kann 
die  Funktion  nicht  über  die  geschlossene  Linie  l  hinaus  fortgesetzt 
werden.  Liegt  andrerseits  ein  arithmetischer  Ausdruck  vor,  der  in 
zwei,  etwa  durch  eine  geschlossene  Linie  l  getrennten  Bereichen  Ä,  B 
konvergiert,  und  sind  fi(x),  f^ipo)  die  analytischen  Funktionen,  welche 
denselben  beziehentlich  in  den  beiden  Bereichen  darstellen,  so  würde 
man  versucht  sein,  die  eine  der  Funktionen  als  die  analytische 
Fortsetzung  der  andern  über  die  Linie  l  hinweg  aufzufassen.  Aller- 
dings  haben  wir  gesehen,  daß  sich,  wenn  man  die  Funktionen  fi(x), 
fiix)  in  durchaus  willkürlicher  Weise  annimmt,  stets  ein  arithmetischer 
Ausdruck  finden  läßt,  den  sie  in  A  bezw.  B  darstellen,  so  daß  es 
nicht  angebracht  erscheint,  von  zwei  Funktionen,  zwischen  denen 
kein  Zusammenhang  besteht,  die  eine  die  Fortsetzung  der  andern  zu 
nennen.  Nichtsdestoweniger  darf  man  fragen,  ob  sich  nicht,  wenn 
man  einen  arithmetischen  Ausdruck  zweckmäßigen  einschränkenden 
Bedingungen  unterwirft,  zwischen  den  ihn  in  getrennten  Bereichen 
darstellenden  analytischen  Funktionen  notwendige  Beziehungen  er- 
geben, so  daß  die  einen  mit  einem  gewissen  Rechte  als  analytische 
Fortsetzungen  der  andern  betrachtet  werden  dürfen.  Borel  hat  diese 
Frage  folgendermaßen  behandelt. 

338.  Vorausgesetzt,  daß  die  Summanden  eines  arithmetischen 
Ausdruckes  in  einfache  Brüche  zerlegt  sind  und  daß  die  Beihe  dadurch 
nicht  aufhört,  konvergent  zu  sein,  so  läßt  sich  als  die  allgemeine 
Form  eines  arithmetischen  Ausdruckes  die  folgende  annehmen: 

WO  die  Cj^  nicht  sämtlich  verschieden  zu  sein  brauchen. 
Wir  wollen  F{x)  folgenden  Bedingungen  unterwerfen: 
Die  ganzen  und  positiven  Zahlen  mj^  soUen  ein  endliches  Maxi- 
mum m  besitzen; 

00 

die  Reihe  ^la^l  ^^U  konvergent  sein; 
Ä=i 


1)  Borel  46,  61,  62,  66,  68,  68,  64,  68,  69,  77,  78,  Fabry  148,  151, 
Goursat  172,  Hadamard  184,  Hill  670,  671  biß,  Yon  Koch  682,  Krygowski 
236,  Lindelöf  274,  276,  690,  Painlevö  346,  349,  Picard  373,  Pompeiu  401. 


Digiti 


izedby  Google 


über  den  Begriff  der  analytischen  Fortsetzung. 


335 


die  Menge  /  der  Punkte  c^  soll  auf  einer  geschlossenen  Linie  l 
liegen  und  auf  dieser  ganzen  Linie  überall  dicht  sein^). 

Bezeichnen  wir  durch  Ä,  B  den  Linen-  bezw.  Außenraum  der 
Linie  l.  Ä  sei  irgend  ein  Bereich  innerhalb  Ay  ä  die  untere  Grenze 
der  Abstände  der  Punkte  des  Bereiches  Ä  von  Z.  Nehmen  wir  nun 
eine  positive  Größe  s  an^  die  zugleich  kleiner  als  1  und  als  d  sein 
möge,  so  erhalten  wir  für  alle  Punkte  x  des  Bereiches  Ä'  und  für 
jeden  Wert  von  h: 

\^-'Ck\>h 

folglich: 

und,  weil  ni^^^fi^,  a  <  1: 

Daraus  folgt  fttr  alle  Punkte  x  von  Ä'  und  für  jeden  beliebigen 
Wert  von  p: 


hszp 


i^  (^-c*)""» 


nimmt  man  aber  a  willkürlich  an,  so  läßt  sich  n  immer  so  wählen^ 
daß: 


2 


a.  I  <  (?«" 


ist;  folglich  hat  man  für  alle  Punkte  des  Bereiches  Ä': 

CD 

V 


ÄiC^-M"*^ 


<^ 


und  die  Reihe  {1)  ist  in  jedem  Bereiche  Ä'  innerhalb  Ä  gleichmäßig 
konvergent. 

Auf  dieselbe  Weise  würde  man  zeigen,  daß  sie  in  jedem  Bereiche 
B'  innerhalb  B  gleichmäßig  konvergiert. 

Es  sei  nun  d  ein  Punkt  von  Z,  der  mit  keinem  der  Punkte  c 
zusammenfallen  möge.  Wir  beschreiben,  wenn  dies  möglich  ist,  in 
dem  Bereiche  Ä  einen  Kreis,  der  l  in  d  berührt  und  weder  in  seinem 
Innern  noch  auf  seinem  Umfange  einen  zweiten  Punkt  von  l  enthält; 

1)  Man  kann  auch  zulassen,  daß  es  Punkte  Cjl  gebe,  die  nicht  auf  l  fallen, 
wenn  nur  die  Häufungsstellen  der  Menge  dieser  Funkte  nicht  auf  l  fallen  und 
weder  Flächen  noch  Linien  bilden.  Das  würde  in  den  folgenden  Erörterungen 
nur  geringfagige  Änderungen  nach  sich  ziehen. 
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es  sei  Xq  der  Mittelpunkt,  q  der  Radius  dieses  Kreises.  Wählt  man 
die  Zahl  n  wie  oben  und  bezeichnet  i?  eine  positive  (Jröße,  die  zugleich 
kleiner  als  1  und  als  der  kleinste  Abstand  der  Punkte  (^f(^,"',c^  ^on 
der  Geraden  x^d  ist,  so  hat  man: 


wo: 


OD 


außerdem  ist: 


folglich  ist: 


und: 


Asl 


^ 


.^iC*«-«*)™* 


< 


Im"' 


\F(^o)\- 


7]  9 


s 


^mlF(x,)\<Q-^—  +  6B^ 


Daraus  folgt  wegen  der  Willkürlichkeit  von  6: 
oder  auch: 


lim  Q'^FiXo)  =  0 


lim  (xq  -  df)"»JP(a:o)  =  0. 

Ist  dagegen  d  einer  der  Punkte  c,  z.  B.  c^,  so  beweist  man  mittels 
der  soeben  dargelegten  Schluß  weise,  daß: 


lim  (Xq  -  c^y 


F(^o) 


(XQ-C^)^r 


0 


oder  auch: 


lim  (Xq  —  O'^^K)  =  »r  ^^  C'^o  -  O" 


folglich  ist  die  Grenze  für  m^<^m  NuU,  für  m^  =  m  dagegen  a^. 

Nun  gibt  es  sicherlich  mindestens  einen  Wert  r,  für  den  m^  =  w 
ist;  wir  dürfen  also  behaupten,  daß  es  auf  der  Linie  l  mindestens 
einen  Punkt  d  von  der  Art  gibt,  daß,  wenn  x  sich  ihm  längs  der 
im  Bereiche  A  gezogenen  Normalen  nähert,  das  Produkt  {x  —  dJ^Fix) 
nicht  die  NuU  als  Grenze  hat.  Die  Grenze  dieses  Produktes  ist  a^, 
wenn  d  mit  dem  Punkte  c,  zusammenfällt. 
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Auch  diese  Erwägungen  bleiben  noch  immer  gültig^  wenn  man 
anstatt  des  Bereiches  Ä  den  Bereich  B  in  Betracht  zieht;  ferner  sind 
die  Grenzen  für  ein  und  denselben  Punkt  von  l  dieselben. 

339.   Hieraus  lassen  sich  folgende  Schlüsse  ziehen: 
Das  Produkt  (x  —  dy^F{x)  nähert  sich  derselben  Grenze, 
mag   sich   x  einem  Punkte  d  von   l  längs   der  Normalen 
innerhalb   A   oder   innerhalb   B  nähern;    und    diese   Grenze 
kann  nicht  für  alle  Punkte  von  l  Null  sein. 

Ist  lim(a;  —  dJ^Fix)  =«  0  für  alle  Punkte  von  Z,  so  hat  der 

x  =  d 

Ausdruck  F{x)  den  konstanten  Wert  Null  (d.  h.  er  wird  durch 
die  konstante  analytische  Null-Funktion  dargestellt),  und 
zwar  ebensowohl  im  ganzen  Bereiche  A  wie  im  ganzen  Be- 
reiche B. 

Liegt  ein  arithmetischer  Ausdruck  F{x)  vor,  der  in  allen 
Punkten  des  Bereiches  A  Null  ist,  so  ist  er  es  auch  in  allen 
Punkten  des  Bereiches  B  und  umgekehrt,  weil  ja,  wenn  F{x) 
in  A  Null  ist,  die  bewußte  Grenze  für  alle  Punkte  von  l  Null  ist 
und  folglich  F{x)  in  B  Null  ist. 

Werden  zwei  arithmetische  Ausdrücke  F^(x)y  F^ix)  von 
der  betrachteten  Form  durch  ein  und  dieselbe  Funktion  in 
A  dargestellt,  so  folgt  dasselbe  in  B. 

Sind  F^{x)j  F^{x)j  . . .,  F^{x)  n  arithmetische  Ausdrücke 
von  der  betrachteten  Form,  welche  durch  die  analytischen 
Funktionen: 

fi{^)>  f%{^)j  •  •  •;  /«(^);     9^1  (^),  ^i{^)y  •  •  •  •;  9n(^) 
in  A  bezw.  B  dargestellt  werden,  und  besteht  zwischen  den 
f  für  alle  Punkte  von  A  eine  Beziehung  von  der  Form: 

^(/i(^),/i(^),...,/;(^))==o, 

wo  ^  ein  Symbol  für  eine  ganze  rationale  Funktion  ist,  so 
besteht  zwischen  den  (p  für  alle  Punkte  von  B  die  Beziehung: 

0(g?i(a;),  g?j(a;), . . .,  (p^{x))  =  0. 

Der  arithmetische  Ausdruck: 

0{F,{x),F,{x),..,,F,{x)), 

der  von  derselben  Natur  ist  wie  die  F,  wird  nämlich  in  A  durch 
die  analytische  Funktion  0{f^{x)j  /iC^),  .  .,  /'n(^))?  in  -B  durch  die 
analytische  Funktion  0{(p^{x),  q>^{x),  .  .  .,  (p^ioc))  dargestellt;  ist  also 
eine  von  ihnen  identisch  Null,  so  ist  es  auch  die  andre. 

Viranti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  22 
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Die  angeführten  Tatsachen  zeigen,  daß,  wenn  der  in  Betracht 
kommende  arithmetische  Ausdruck  gewissen  Beschränkungen  unter^ 
liegt,  die  analytischen  Funktionen,  die  ihn  in  den  beiden  getrennten 
Bereichen  Ä,  B  darstellen,  nicht  mehr  vollständig  voneinander  unab- 
hängig sind,  sondern  zwischen  ihnen  gewisse  Beziehungen  bestehen; 
sie  zeigen  ferner,  daß  die  Produkte  der  Funktionen  in  die  Entfernung 
von  dem  Umfange  sich  einer  und  derselben  Grenze  nahem,  mag  sich 
nun  der  bewegliche  Punkt  von  A  oder  von  B  her  der  Begrenzung 
nahen.  Es  besteht  sonach  über  die  Linie  l  hinaus  eine  Art  Stetig- 
keit, und  von  den  beiden  Funktionen  darf  im  weiteren  Sinne  eine 
die  analytische  Fortsetzung  der  andern  genannt  werden. 

Wir  werden  weiter  unten  (Art.  361)  sehen,  wie  es  Borel,  indem 
er  sich  auf  die  neueren  Untersuchungen  von  Mittag-Leffler  stützte, 
gelungen  ist,  seine  Verallgemeinerung  des  Begriffs  der  analytischen 
Fortsetzung  genauer  zu  fassen. 

340.  Poincare  hat  bemerkt,  daß  man  nicht  von  der  analytischen 
Fortsetzung  über  eine  geschlossene  Linie  singulärer  Punkte  hinaus 
reden  könne,  falls  man  nicht  etwa  jede  beliebige  Funktion  als  analy- 
tische Fortsetzung  jeder  andern  ansehen  wolle.  Ist  eine  analytische 
Funktion  fi{x)  gegeben,  die  nur  innerhalb  einer  bestimmten  ge- 
schlossenen Linie  l  regulär  ist,  und  nimmt  man  willkürlich  eine  ana- 
lytische Funktion  f^{x)  an,  die  nur  außerhalb  der  Linie  l  regulär  ist, 
so  teilt  er  diese  in  zwei  Teile  \  und  l^  und  bildet  zwei  Ausdrücke 
F^{x)  und  F^{x)y  die  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausnahme  der  Punkte 
von  ?i,  beziehentlich  \  konvergieren.     Der  Ausdruck: 

F{x)  =  F,{x)  +  F,{x) 

konvergiert  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausnahme  der  Punkte  von  l. 
Poincare  zeigt,  daß  F^{x)j  F^(x)  so  gewählt  werden  können,  daß  F{x) 
innerhalb  und  außerhalb  l  durch  /i(a?)  bezw.  f^(x)  dargestellt  wird. 

Im  wesentlichen  ist  das  von  Poincare  gewonnene  Ergebnis  kein 
andres  als  das  bereits  von  Weierstraß  festgestellte  (vgl.  Art.  193  ff.). 
Es  erschüttert  daher  keineswegs  die  Behauptungen  Boreis,  der  nur 
zeigen  will,  daß,  wenn  man  den  arithmetischen  Ausdruck  beschränken- 
den Bedingimgen  unterwirft,  die  diesen  in  getrennten  Bereichen  dar- 
stellenden analytischen  Funktionen  nicht  mehr  voneinander  unab- 
hängig zu  sein  brauchen  und  sich  alsdann  die  einen  als  die  analy- 
tischen Fortsetzungen  der  andern  auffassen  lassen.  —  Boreis  Antwort 
auf  Poincares  Bemerkung  ist  deshalb  interessant,  weil  sie  klarlegt,  daß 
der  Begriff  der  eindeutigen  Funktion  noch  erst  vertieft  werden  muß. 
Sie  besteht  in  folgendem. 
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341.     Ist  ^  =  Xy  so  pflegt  man  (Art.  146): 

y  =  lgjr 
zu  schreiben.     Wird  x^r^^  gesetzt,  so  hat  man: 

da  mithin  ein  und  demselben  Werte  von  x  unendlich  viele,  in  bezug 
auf  2%  miteinander  kongruente  Werte  von  q>  entsprechen,  so  ist  y 
eine  unendlich  vieldeutige  Funktion  von  x.  Beschreibt  z.  B.  der 
Punkt  X  in  positivem  Sinne  eine  geschlossene  Kurve,  die  den  An- 
fangspunkt umschließt,  so  nimmt  y  nicht  seinen  ursprünglichen  Wert 
wieder  an,  sondern  wächst  um  27ci.  Beschreibt  dagegen  der  Punkt 
X  eine  geschlossene  Kurve,  die  den  Anfangspunkt  nicht  umschließt, 
und  setzt  man  der  Einfachheit  wegen  voraus,  daß  sich  vom  Anfangs- 
punkte aus  nur  zwei  Tangenten  an  sie  ziehen  lassen,   so  nimmt  das 


Fig.  6. 

Argument  q>  bis  zu  einem  bestimmten  größten  Werte  g?i  zu,  dann 
bis  zu  einem  kleinsten  Werte  q>^  ab  und  wächst  schließlich  von 
neuem,  bis  es  seinen  ursprünglichen  Wert  wieder  annimmt.  Das- 
selbe findet  mithin  für  den  imaginären  Teil  von  y  statt.  Wollen 
wir  daher  der  Funktion  Igo;  den  Anschein  einer  eindeutigen  Funk- 
tion geben,  so  müssen  wir  verhindern,  daß  der  bewegliche  Punkt 
geschlossene  Kurven  um  den  Anfangspunkt  herum  durchläuft,  indem 
wir  einen  künstlichen  Schnitt  einführen,  der  von  irgend  einer 
Linie  gebildet  wird,  die,  ohne  sich  selbst  zu  schneiden,  vom  Anfangs- 
punkte   aus   nach   dem   unendlich   fernen  Punkte   läuft.     Wir   sagen 

22* 
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;,eineii  künstlichen  Schnitt",  weil  er  nicht  eine  aus  singol'ären  Punkten 
der  Funktion  bestehende  Linie  (Unstetigkeitslinie),  sondern  eine  Linie 
ist;  die  wir  als  ihrem  Existenzbereiche  nicht  angehörig  betrachten 
wollen. 

Wir  wollen  mit  (p  beständig  das  kleinste  positive  Argument 
des  Punktes  x  bezeichnen  und  festsetzen,  daß  als  Wert  der  Funktion  y 
in  den  Punkten  oberhalb  der  reellen  Achse  genau  derjenige  gelten 
soll,  in  welchem  (p  das  kleinste  positive  Argument  von  x  ist,  was 
durch  folgende  Bezeichnung  ausgedrückt  wird: 

y^lgr  +  iq>  {0<(p<n), 

Wir  wählen  zunächst  als  Schnitt  den  negativen  Teil  der  reellen 
Achse.  Beschreiben  wir  von  einem  Punkte  x  oberhalb  der  reellen 
Achse  aus  um  den  Anfangspunkt  einen  Kreisbogen,  der  den  posi- 
tiven Teil  derselben  Achse  schneidet,  so  ergibt  sich,  wenn  man  mit 
x^  =  re'^i  einen  unterhalb  der  reellen  Achse  gelegenen  Punkt  dieses ; 
Kreisbogens  bezeichnet,  als  Wert  der  Funktion  y  m  x^i 

Igr  +  i^i, 

wo  ^1  das  numerisch  kleinste  negative  Argument  von  x^  ist, 

Bestimmt  man  also  den  Schnitt  in  der  angegebenen  Weise,  so 
wird  die  Funktion  Igx  eindeutig  so  definiert: 

Ihr  reeller  Teil  ist  der  arithmetische  Logarithmus  des  absoluten 
Betrags  von  a?; 

Der  Koeffizient  von  i  ist  für  die  Punkte  oberhalb  der  reellen 
Achse  das  kleinste  positive  Argument  von  a?,  für  die  Punkte  unter- 
halb dieser  Achse  das  um  2%  verminderte  kleinste  positive  Argument, 
für  die  Punkte  des  positiven  Teils  der  reellen  Achse  Null. 

Wir  werden  diese  Funktion  mit  Bi{x)  bezeichnen. 

Wir  wählen  jetzt  zweitens  den  positiven  Teil  der  reellen  Achse 
als  Schnitt  und  definieren  die  Funktion  oberhalb  dieser  Achse  wie 
vorher.  Beschreiben  wir  dann  von  einem  Punkte  x  oberhalb  der 
reellen  Achse  aus  um  den  Anfangspunkt  einen  Kreisbogen,  welcher 
den  negativen  Teil  dieser  Achse  schneidet,  so  ergibt  sich  als  Wert 
der  Funktion  in  dem  unterhalb  der  reellen  Achse  gelegenen  Punkte 
x^  =  re*>i  dieses  Bogens: 

In  dem  vorliegenden  Falle  wird  die  Funktion  demnach  folgender- 
maßen definiert: 
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Der  reelle  Teil  ist  derselbe  wie  vorher; 

Der  Koeffizient  von  i  ist  für  alle  dem  Schnitt  nicht  angehörenden 
Punkte  der  Ebene  das  kleinste  positive  Argument  von  x. 

Wir  werden  die  so  definierte  Funktion  mit  ^^(ic)  bezeichnen. 

342.  Nach  diesen  Vorbemerkungen  sei  g{x)  eine  ganze  Funktion 
und  seien  fi(x)y  f^ix)  zwei  eindeutige  analytische  Funktionen,  die  den 
negativen,  beziehentlich  positiven  Teil  der  reellen  Achse  als  Unstetig- 
keitslinien  besitzen^).     Die  Funktion: 

oder  genauer: 

9i(^)=-/i(^)+i7(^)öi(^) 

ist  eindeutig,  weil  mit  der  Linie,  die  wir  als  künstlichen  Schnitt 
für  die  Funktion  Oi{x)  gewählt  haben^  eine  Unstetigkeitslinie  oder, 
wie  man  auch  sagen  kann,  ein  natürlicher  Schnitt  der  Funktion 
f^  (x)  zusammenfällt.  Mit  andern  Worten,  das  Eintreten  der  Funktion 
ft(x),  die  in  den  Punkten  der  negativen  reellen  Achse  nicht  regulär 
ist,  hindert  den  beweglichen  Punkt,  diese  Linie  zu  überschreiten,  und 
macht  es  dadurch  unmöglich,  daß  die  Vieldeutigkeit  der  Funktion 
lg  X  zu  Tage  trete.  So  kann  es  vorkommen,  daß  die  Summe  einer 
eindeutigen  und  einer  nicht  eindeutigen  Funktion  doch  eine  eindeutige 
Funktion  ist. 

Dieselben  Überlegungen  lassen  sich  auf  die  Funktion: 

anwenden,  welche  den  positiven  Teil  der  reellen  Achse  zum  Schnitt  hat. 
Die  Summe: 

F(x)  =-  ip,(x)  +  ip,(x)  =  f,{x)  +  f,(x)  +  g(x)  ie,{x)  -  e,(x)]  ' 

hat  dann  die  ganze  reelle  Achse  als  Schnitt  und  wird  somit  oberhalb 
nnd  Unterhalb  dieser  durch  zwei  verschiedene  analytische  Funktionen 
dargestellt.     Es  ist  nämlich: 

^..       n  /  \  __j^  oberhalb  der  reellen  Achse, 
i\  J        ^^  ^  '^  \—  27ti  unterhalb  der  reellen  Achse; 

folglich  wird  F(x)  oberhalb  der  reellen  Achse  durch  die  Funktion: 

/i(^)+A(^), 
unterhalb  der  reellen  Achse  durch  die  Funktion: 


1)  Eine  solche  Funktion  haben  wir  in  Art.' 318  gebildet. 
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dargestellt.  Auch  bestellt  zwischen  beiden  Funktionen  kein  Zu- 
sammenhang, weil  ja  g{pc)  durchaus  willkürlich  gewählt  werden  darf. 
Das  Ergebnis,  auf  dem  Poincare  fußt,  verdankt  man  demnach 
dem  Umstände,  daß  die  Funktionen,  auf  welche  er  zurückgeht,  aller- 
dings eindeutig  sind,  es  aber  erst  dadurch  geworden  sind,  daß  ein 
natürlicher  Schnitt  eines  ihrer  Summanden  mit  einem  künstlichen 
eines  andern  nicht  eindeutigen  Summanden  zusammenfällt. 

343.  Die  paradoxe  Tatsache,  daß  die  Summe  einer  eindeutigen 
und  einer  nicht  eindeutigen  Funktion  eine  eindeutige  Funktion  sein 
kann,  zeigt,  daß  die  gewöhnliche  Definition  der  Eindeutigkeit 
modifiziert  werden  muß. 

Borel  schlägt  folgende  Definition  vor: 

F{x)  sei  ein  arithmetischer  Ausdruck,  I  die  Menge  der  Pole 
seiner  Glieder.  Die  F{x)  in  einem  bestimmten  zusammenhängenden 
Bereiche  C  darstellende  analytische  Funktion  f{x)  heißt  dann  ein- 
deutig, wenn  man  zwei  beliebige  Punkte  des  Bereiches,  die  weder 
/  noch  r  angehören,  durch  eine  keinen  Punkt  von  I  enthaltende  Linie 
verbinden  kann,  auf  welcher  die  Reihe  F{x)  unbedingt  und  gleich- 
mäßig konvergiert. 

Der  arithmetische  Ausdruck  F(x)  habe  wiederum  die  Form: 


W  m-Zj^rd^.' 


■»^■(^-M" 


und  es  sei  nicht  nur  ^  \  a^  |  konvergent,  sondern  es  lasse  sich  eine 
Folge  von  positiven  Größen  a^,  a^,  . . .  von  der  Art  finden,  daß    ^g^ 


und   2- — -  konverffieren^).    Wir  wählen  dann  eine  Zahl  n  so,   daß: 


<^y 


(2)  2..<|,       21^, 

wird,  wo  6  eine  willkürliche  positive  Größe  ist. 

Nehmen    wir    zwei    beliebige   Punkte  p,  q   an,    die   weder   der 
Menge  I  der  Punkte  c^  noch  ihrer  Ableitung  /'  angehören,  so  können 


1)  Ist  z.  B.  ^  I  a^  pÄ  +  ^  konvergent,  so  genügt  es,  £^  =^  |  a^  p^^Ä^^  zn  setzen. 


Ä  =  i 
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wir  um  sie  herum  zwei  Kreise  y,  d  mit  so  kleinem  Radius  q  be- 
schreiben, daß  sie  keinen  Punkt  von  /  oder  von  /'  enthalten. 
Es  sei  l  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  durch  die  Punkte  p,  q  hin- 
durchgehenden Kreise,  e^^  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  der  durch  die 
Punkte  Py  q,  Cj^  hindurchgeht.  Auf  der  Geraden  l  nehmen  wir  für 
jeden  Punkt  ßj^,  fär  den  h>nj  eine  symmetrische  Umgebung  iy^  von 
der  Länge  2bj^  an;  wegen  der  ersten  Ungleichung  (2)  ist  die  Summe 

dieser  Umgebungen  2^£;^  <  <J,  und  folglich  kann  eine  auf  l  beliebig 

angenommene  Strecke  st  von  einer  Länge  >  6  von  den  Strecken  rij^ 
nicht  vollständig  bedeckt  werden.  Zur  Vereinfachung  des  Gedanken- 
ganges nehmen  wir  s  und  t  in  gleichem  Abstände  von  dem  Schnitt- 


Fig.  7. 

punkte  r  der  Geraden  l  mit  pq.  Es  sei  femer  m  ein  Punkt  auf  l, 
der  außerhalb  aller  Strecken  rij^  (h  >  n)  liegen  und  mit  keinem  der 
Punkte  01,^2,..-;^«  zusammenfallen  möge;  der  Kreisbogen  a(m)  um  m, 
der  durch  p  und  q  hindurchgeht,  enthält  dann  keinen  der  Punkte  c^, 
und  die  Abstände  seiner  Punkte  von  den  Punkten  ^i,  ^2?  •  •  •>  ^n  ^®~ 
sitzen  dann  ein  positives  Minimum  6,  Bezeichnen  wir  femer  mit 
«^(m)  den  außerhalb  der  Kreise  y,  S  liegenden  Teil  von  a(m),  und 
in  analoger  Weise  mit  a(ej  und  ai(e^)  den  Bogen  pq  mit  dem  Mittel- 
punkt Cj^  und  den  außerhalb  der  Kreise  y,  8  liegenden  Teil  desselben. 


Digiti 


izedby  Google 


344     Dritter  Teil.    Ergänzungen  zur  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 

endlich  mit  d  den  Abstand  irgend  eines  Punktes  des  Bogens  a{m) 
von  irgend  einem  Punkte  des  Bogens  ai(0,  so  hat  man: 

1)  Um  diese  Behauptung  Bor  eis  zu  rechtfertigen,  bedarf  es  einer  ziemlich 
weitläufigen  Darlegung,  die  wir  unter  den  Text  setzen,  um  den  Gedankengang 
nicht  zu  unterbrechen. 

Ist  u  ein  Punkt  der  Strecke  «r,  so  wollen  wir  zuvörderst  eine  untere  Grenze 
für  den  kleinsten  Abstand  des  Bogens  a(u)  von  a^(8)  auffinden.  Wir  bezeichnen 
mit  »,  V  die  Schnittpunkte  von  a(«),  bez.  a{u)  mit  rt^  mit  j,  w  ihre  Schnitt- 
pxmkte  mit  dem  Ejreise  y.  Da  der  Bogen  ij  kürzer  ist  als  der  Bogen  vw  und 
überdies  einem  Kreise  mit  größerem  Radius  angehört,  so  ist  -^ipj  <C'^vpie 
und  folglich: 

Nun  ist: 

jtoasss  2QBiniJpw'^Qsinjpw, 
folglich  um  so  mehr: 

jw'^QBinipv. 


Man  hat  aber: 

.    .            .                                          .         .      rp(rv  —  r%)      rp  -  iv 
sm  %pv  =  Bin  rpv  cos  rpt  —  cos  rpv  sm  rpt  =  - 


also,  d&  pv^rpy2<^2rp: 


pV'pt 


pv  '  pi 


sintj9t;> 


Nun  ist: 


2pi' 


«t?  =s « w  -j-  ut?  —  fi«  =  «u  —  {sp  —  up) ; 
zieht  man  von  u  aus  uz  senkrecht  zu  «p,  so  ist  zp<^up^  folglich: 

sz'^sp  —  up\ 
außerdem  ergibt  sich  wegen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  szu^  srp: 

8Z  sr 

8U  «p   ' 
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wo  r  eine  positive  Konstante  ist,  die  von  der  Lage  der  Punkte  p,  q, 
s,  t  und  dem  Radius  q  der  Kreise  y,  6  abhängt  und  die  wir  übrigens 
kleiner  als  1  voraussetzen  dürfen.  —  Ist  demnach  x  ein  Punkt  des 
Bogens  a(m),  so  hat  man,  wenn  man  bedenkt,  daß  c^^  auf  (^(ej  liegt: 

fürÄ^n,         |a;-cj^ö; 

für    Ä  >  W,  I  ^  ~  ^A  I  ^  "^  •  ^^A  >  "^  •  ^A- 

Daraus  folgt  zunächst: 


"         I      I  «   1      I 

y_iM_<yKl 


folglich : 

.    ^  /^        8r\  ri 

\        spj  sp 


und: 

woraus  sich  schließlich  ergibt 


Sm  ipt?  > :  8U  , 


•'      ^28P'P% 


Der  kleinste  Abstand  g  des  Bogens  a{u)  von  a^(8)  geht  sicher  durch  j  hin- 
durch und  liegt  zwischen  jw  und  jp;  er  ist  offenbar  größer  als  der  Abstand  jy 
des  Punktes  j  von  der  Geraden  pw.    Nun  ist: 

jy  '^^^jw  cos  yjw  =^«7  cos  ^jpw, 
femer : 

folglich: 

jy  >j^  cos  (y  —  Y  rpjj  ^jw  sin  (-j-  +  y  ^l'i)  >J^  si^  (^  "*"  Y  ^^7 
und  schließlich: 


Setzen  wir: 


r  =  - 
so  ist: 


pnsin^^  +  yrptj 
2sp'pt 

prisin^^  +  yri^tj 


^>^'^> üfYi '**• 


I  >  T  •  «tt. 


Die  Größe  t  hängt  lediglich  von  der  Lage  der  Punkte  p^  q,  von  der  Länge  der 
Strecke  st  (die  als  symmetrisch  zu  r  vorausgesetzt  war)  und  von  dem  Radius  der 
Kreise  y,  d  ab;  dagegen  ist  sie  von  der  Lage  des  Punktes  u  unabhängig. 

Werden  nun  auf  der  Strecke  8  t  zwei  Punkte  «,  u'  so  genommen,  daß  su 
za  8U  gleich  und  gleichgerichtet  ist,  so  ist  offenbar  der  kleinste  Abstand  des 
Bogens  a(u')  von  a^(8')  größer  als  derjenige  des  Bogens  a(u)  von  cc^{s);  er  wird 
folglich  größer  sein  als  r  •  8u\  w.  z.  b.  w. 
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was  eine  endliche  und  bestimmte  Größe  ist;  außerdem  ist  mit  Rück- 
sicht auf  die  zweite  Ungleichung  (2),  wenn  m  wieder  das  Maximum 
aller  m^  ist  (Art.  338): 

Ä  =  n+ll  "I  Aasn  +  1*^       ""A  *Ässn+lÄ 

Mithin  ist  (1)  auf  dem  ganzen  Bogen  a{m)  unbedingt  und  gleich- 
mäßig konvergent.  Man  darf  daher  allgemein  sagen,  daß  die  Reihe 
(1)  auf  jedem  Bogen  pq^,  der  durch  keinen  der  Punkte  c^  geht,  un- 
bedingt und  gleichmäßig  konvergiert. 

Nehmen  wir  an,  die  Punkte  c^  seien  auf  der  ganzen  geschlossenen 
Linie  l  überall  dicht,  so  wird  F{x)  in  dem  Innengebiete  A  und  dem 
Außengebiete  B  derselben  durch  zwei  verschiedene  analytische  Funk- 
tionen f^(x)  und  f^{x)  dargestellt.  Im  Sinne  der  neuen  Definition 
bilden  aber/i(rc)  und  f^{x)  nur  eine  einzige  eindeutige  Funktion, 
weil  sich  ja,  wenn  beziehentlich  in  A,  B  zwei  beliebige  Punkte  ange- 
nommen werden,  stets  unendlich  viele,  diese  beiden  Punkte  verbindende 
und  durch  keinen  Punkt  c^  gehende  Kreisbögen  finden  lassen,  und 
auf  jedem  dieser  Bögen  F{x)  unbedingt  und  gleichmäßig  konvergiert. 

344.  Wir  zeigen  nun,  daß  es  nach  der  neuen  Definition  nicht 
vorkommen  kann,  daß  die  Summe  einer  eindeutigen  und  einer  nicht 
eindeutigen  Funktion  eine  eindeutige  Funktion  ist. 

Wir  greifen  auf  die  bereits  betrachtete  Funktion: 

9'i(^)=/i(^)  +  K^)öi(^) 

zurück,  die  den  negativen  Teil  der  reellen  Achse  zum  Schnitt  hat. 
Sind  Pj  q  zwei  Punkte,  der  eine  oberhalb,  der  andre  unterhalb  der 
reellen  Achse,  so  kann  es  geschehen,  daß  fi(x)  auf  bestimmten  Kreis- 
bögen pQj  welche  die  negative  reelle  Achse  schneiden,  stetig  ist;  das 
kommt  vor,  wenn  fi(x)  einen  arithmetischen  Ausdruck  von  der  von 
uns  betrachteten  Form  darstellt,  weil  es  dann,  da  die  Punkte  c^^  eine 
abzählbare  Menge  bilden,  unendlich  viele  Bögen  pq  gibt,  welche  die 
negative  reelle  Achse  in  Punkten  schneiden,  die  von  diesen  Punkten 
verschieden  sind.  Gleichwohl  ist,  welches  auch  der  in  Betracht 
kommende  Kreisbogen  ist,  wenn  er  nur  die  negative  reelle  Achse 
überschreitet,  die  Funktion  Iga?  oder  genauer  0^(x)  auf  ihm  nicht 
stetig,  da  man  ja,  wenn  s  eine  beliebig  kleine  positive  Gfröße  be- 
zeichnet, in  einem  Punkte  rp^re'^^"*): 
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in  einem  Punkte  x  «=  r^^'''^'^  aber: 

erhält  y  so  daß  beim  Überschreiten  der  negativen  reellen  Achse  ein 
Sprung  von  —  2ä  statthat.  Wenn  daher  ein  arithmetischer  Ausdruck 
F(x)  vorliegt,  der  durch  die  Funktion  0^(x)  dargestellt  wird,  so  kann 
diese  Funktion  auf  keinem  Bogen  pq^  der  die  negative  reelle  Achse 
überschreitet,  unbedingt  und  gleichmäßig  konvergent  sein.  Dasselbe 
läßt  sich  von  einem  durch  q)i{x)  dargestellten  arithmetischen  Ausdruck 
sagen;  deshalb  ist  9>i(a7)  im  Sinne  der  neuen  Definition  keine  ein- 
deutige Funktion. 

346.  Fabry  hat  BegriflFe  aufgestellt,  welche  denen  Boreis  durch- 
aus ähnlich  sind.  —  Ist  d  ein  Punkt  einer  Unstetigkeitslinie  l  einer 
Funktion  f(x\  so  kann  es  vorkommen,  daß,  während  x  sich  d  längs 
einer  Linie  nähert,  die  l  nicht  berührt,  f{x)  und  alle  seine  Ableitungen 
sich  bestimmten  und  endlichen  Grenzen  nähern;  in  diesem  Falle  kann 
man  d  in  dem  Sinne  einen  nicht  absolut  singulären  Punkt 
nennen,  daß,  wenn: 


Fix)=^ 


Asl 


{x-c^y 


ein  arithmetischer  Ausdruck  ist,  der  durch  die  analytische  Funktion 
f(x)  dargestellt  wird,  d  keiner  der  Punkte  Cf^  ist,  sondern  nur  eine 
örenzsteÜe  der  Menge  dieser  Punkte.  Es  sei  demnach  l  eine  ge- 
schlossene Linie,  welche  die  Ebene  in  zwei  Bereiche  J.,  B  teilt; 
fi(x),  f^{x)  seien  zwei  analytische  Funktionen,  die  beziehungsweise 
in  diesen  Bereichen  existieren.  Wenn  sich  nun,  während  sich  x  in  der 
angegebenen  Weise  einem  Punkte  d  von  l  nähert,  der  einer  gewissen 
abzählbaren  Punktmenge  nicht  angehört,  die  beiden  Funktionen  und 
ihre  Ableitungen  denselben  Grenzen  nähern,  so  können  die  Funktionen 
/i(aj)  und  f^^x)  als  eine  einzige  Funktion  betrachtet  werden. 

346.  Picard  behält  den  Begriff  der  analytischen  Fortsetzung  über 
einen  geschlossenen  Schnitt  hinaus  bei,  führt  diese  aber  dadurch  aus, 
daß  er  außerhalb  der  Ebene  der  komplexen  Variabein  liegende  Punkte 
in  Betracht  zieht. 

Es  sei  f(x)  eine  im  Innenraume  C  einer  geschlossenen  Linie  l 
existierende  analytische  Funktion.    Setzt  man  x^u  +  iv,  so  hat  man: 

f(x)  =  ^(u^v)  +  iv{u,v), 

wo  ^(u,v),  v(u,v)  reelle  Funktionen  der  reellen  Variablen  m,  t?  sind. 
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Wir  versuchen  nun  eine  reelle  Punktion  dreier  reeller  Variablen, 
(p{UyVyW),  ZU  bilden,  die  fiir  w^O  und  beliebige  u  und  v  endlich 
und  stetig  ist,  sich  aber  für  w  ^0  und  für  die  Wertepaare  u,  v, 
welche  den  Punkten  x  des  Bereiches  C  entsprechen,  auf  fi(u,v)  redu- 
ziert. Ist  die  Funktion  ip(uyVjW)  endlich  för  «;  =  0  und  für  alle  den 
Punkten  des  Außenraumes  von  l  entsprechenden  Wertepaare  t«,  t?,  so 
bildet  die  Gesamtheit  ihrer  Werte  für  w  ^0  eine  Funktion  (i^  (u,  v\ 
die  als  die  analytische  Fortsetzung  von  ii{UjV)  außerhalb  der  Linie  l 
betrachtet  werden  kann.  Da  aber  (Art.  160),  wenn  der  reelle  Teil 
einer  analytischen  Funktion  gegeben  ist,  ihr  imaginärer  Teil  bis  auf 
eine  additive  Konstante  bestimmt  ist,  so  läßt  sich  unter  gewissen  Um- 
ständen^) in  dem  Bereiche  D  eine  Funktion  Vi(w,t?)  so  bestimmen, 
daß  iix(u,v)  +  iv^{UfV)  eine  analytische  Funktion  fi{x)  ist;  die  will- 
kürliche Konstante  wird  durch  die  Bedingung  bestimmt,  daß,  wenn 
f(x\  während  sich  x  in  dem  Bereiche  C  einem  Punkte  d  von  l  nähert, 
eine  bestimmte  Ghrenze  hat,  fi{x),  während  sich  x  unbegrenzt  dem 
Punkte  d  im  Bereiche  D  nähert,  dieselbe  Grenze  haben  muß. 

Es  sei  z.  B.  c^^  c^,  .  . .  eine  abzählbare,  auf  einer  geschlossenen 
Linie  l  überall  dichte  Punktmenge,  f(x)  die  analytische  Funktion,  die 
in  dem  Innengebiete  C  dieser  Linie  den  arithmetischen  Ausdruck: 

darstellt,  wo  die  a^  reeUe  Zahlen  sind.  Setzt  man  C;^  =-=  a^  -f  ißj^,  so 
hat  man  innerhalb  C: 

folglich: 

Setzen  wir  dann: 


1)  Bekanntlich  kann  man  nicht  zu  jeder  Funktion  ^(tt,v)  eine  ent- 
sprechende Funktion  v^{u,v)  angehen;  ist  das  aber  möglich,  so  ist  v^{u^v)  voll- 
ständig bestimmt,  wie  aus  dem  Texte  erhellt. 
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SO  hat  (p(UfVyW)  die  verlangten  Eigensckaften  und  kann  folglich  dazu 
dienen,  die  analytische  Fortsetzung  der  Funktion  f(x)  außerhalb  der 
Linie  l  zu  verwirklichen. 


Über  die  Darstellung  einer  analytischen  Funktion^). 

347.  Die  Aufgabe,  eine  analytische  Funktion  darzustellen,  läßt 
sich  folgendermaßen  ausdrücken:  Gegeben  ist  eine  analytische  Funk- 
tion f(x)y  deren  Fxistenzbereich  C  ist;  man  soll  einen  arithmetischen 
Ausdruck  F(x)  finden,  der  in  allen  Punkten  des  Bereichs  C  denselben 
Wert  hat  wie  f{x), 

Mittag-Leffler  löste  die  Aufgabe  durch  den  nach  ihm  benannten 
Satz,  freilich  unter  einigen  Beschränkungen  hinsichtlich  der  Beschaffen- 
heit des  Bereichs  C  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  hinsichtlich 
der  Beschaffenheit  der  Menge  der  singulären  Punkte.  Ganz  allgemeine 
Lösungen  wurden  dann  von  Runge,  von  Hilbert,  von  Painleve  und 
neuerdings  von  Mittag-Leffler  selbst  gegeben. 

348.  Runge  stellt  zunächst  folgenden  Satz  auf: 

Ist  P  ein  zusammenhängender  oder  nicht  zusammen- 
hängender Bereich,  Q  ein  von  P  getrennter  Bereich,  f{x) 
eine  analytische  Funktion,  deren  Fxistenzbereich  P  ent- 
halten möge,  so  läßt  sich  eine  rationale  Funktion  R(x) 
bilden,  so  daß  \R(x)  —  f{x)\  in  allen  Punkten  von  P,  |-R(a;)| 
aber  in  allen  Punkten  von  Q  kleiner  ist  als  eine  vorgege- 
bene Größe  ö. 

Es  sei  demnach  f(x)  eine  analytische  Funktion,  die  in  einem 
gegebenen  Bereich  C  regulär  sein  oder  höchstens  polare  Singularitäten 

1)  Deir  Agnola  2,  3,  Borel  46,  60,  62,  66,  69,  Bucca  87,  Desainte  136, 
Faber  146,  146,  147,  644bis,  Fredholm  169,  Goursat  664,  Hadamard  184, 
Hanni  666,  667,  Hilbert  206,  Kluy  ver  226,  227,  680,  Laurent  242,  Leau  246, 
Mittag-Leffler  307,  314,  318,  320,  321,  323,  324,  326,  327,  328,  602  bis,  603, 
Montessns  de  Hallore  606,  Mörtel  606,  Osgood  341,  Painlevä  346,  348, 
349,  360,  361,  362,  363,  364,  Phragm^n  369,  von  Pnzyna  622,  Radelfinger 
623,  Benanz  426,  426,  Run^e  436,  Yitali  642,  643,  644,  Yolterra  614, 
Wiman  664,  666.  — -  Deir  Agnola  (3)  hat  eine  Frage  behandelt,  die  in 
gewissem  Sinne  die  ümkehrung  zn  der  Mittag-Leffl ersehen  bildet;  er  hat 

nämlich  gezeigt,   daß  sich,   wenn  eine  Reihe  ^ aj^{x)a^  gegeben  ist,  wo  die 

AsO 

aj^ix)  Polynome  bezeichnen,  ein  Stern  (vgl.  unten  Art.  362)  mit  dem  Mittelpunkt 
im  Anfangspunkt  bestimmen  läßt,  in  welchem  die  Reihe  konvergiert,  und  ein 
zweiter  mit  dem  ersten  konzentrischer  Stern,  der  über  diesen  jedoch  nicht 
hinausreichen  darf  und  die  Eigenschaft  hat,  daß  die  Reihe  in  jedem  in  ihm 
enthaltenen  endlichen  Bereiche  gleichmäßig  konvergiert. 
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haben  möge.  Wird  der  Bereich  C  als  endlich  vorausgesetzt  (was  die 
Allgemeinheit  durchaus  nicht  beeinträchtigt)^  so  Ma&i  sich  eine  unend- 
liche Folge  von  Bereichen  C^,  Cg,  •  •  •  bilden,  die  folgende  Eigen*- 
Schäften  haben: 

a)  Sämtliche  Bereiche  Ci,  Cj,  •  •  •  liegen  innerhalb  C; 

b)  C^  liegt  innerhalb  C^,  sobald  m<.n:^ 

c)  Ist  ein  Punkt  x  innerhalb  C  gegeben,  so  läßt  sich  eine  Zahl  n 
angeben,  die  so  groß  ist,  daß  C„  in  seinem  Innern  x  enthält. 

Es  können  dann  nach  dem  soeben  ausgesprochenen  Satze  ratio- 
nale Funktionen: 

q)^{x)y  q>^{x),  ... 

gebildet  werden,  welche  die  Eigenschaft  haben,  daß  q>f^(x)  von  f(x) 
innerhalb  Cj^  um  weniger  als  -j-  verschieden  ist.  Alsdann  stellt  der 
arithmetische  Ausdruck: 

OD 

F(x)  =  ip^(x)  +  ^ [9A+i(a;)  -  (p^ix)]  =  lim  (pj,(x) 

die  analytische  Funktion  f(x)  im  ganzen  Bereiche  C  dar.  Es  läßt 
sich  nämlich,  wenn  man  in  diesem  Bereiche  einen  Punkt  x  annimmt 
und  eine  Größe  6  willkürlich  wählt,  eine  Zahl  n  von  der  Art  finden, 

daß  —  <  <y  wird  und  x  in  dem  Bereiche  C^  enthalten  ist:  x  ist  dann 
in  jedem  Bereiche  C^  enthalten,  für  den  h^n  ist,  und  man  hat 
I  f{^)  —  9^4  W  I  <  -T"  ^  —  <  <^  filr  jedes  Ä  ^  n;  folglich  ist: 

f{x)^\imq)^{x) 

Ä  =  ao 

und  schließlich: 

fix)  ^  Fix). 

349.  Ein  weiteres  wichtiges  Ergebnis,  das  Runge  gewonnen  hat, 
ist  folgendes:  Ist  ein  Bereich  C  gegeben,  welcher  der  einzigen 
Bedingung  unterliegt,  zusammenhängend  zu  sein,  so  gibt 
es  stets  analytische  Funktionen,  die  C  als  Existenzbereich 
besitzen. 

Zum  Beweise  bildet  er  auf  passende  Weise  eine  Summe  unend- 
lich vieler  rationaler  Funktionen,  die  in  jedem  Bereiche  innerhalb  C 
gleichmäßig  konvergent  ist,  und  zeigt,  daß  für  die  diese  Summe 
darstellende  analytische  Funktion  sämtliche  Punkte  des  Umfanges 
von  C  wesentlich  singulare  Punkte  sind. 
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350.  Painleye  und  Hubert  sind  zu  analogen  Ergebnissen  gelangt 
wie  Runge. 

Ist  C  ein  endlicher  Bereich,  welcher  der  einzigen  Bedingung 
unterliegt,  daß  sein  Umfang  aus  einem  einzigen  Stücke  besteht,  f{x} 
eine  in  C  reguläre  Funktion,  so  haben  sie  bewiesen,  daß  sich  dann 
eine  Reihe  von  Polynomen  finden  läßt,  die  in  jedem  Bereiche  inner- 
halb G  gleichmäßig  konvergent  ist  und  in  sämtlichen  Punkten  von 
C  denselben  Wert  hat  wie  f{x), 

Painleve  hat  auch  eine  Darstellung  einer  analytischen  Punktion 
mittels  eines  unendlichen  Produktes  gegeben: 

4=4  ^*(*)      ' 

wo  die  Lj^(x)y  Mj^(x)  Polynome,  die  Bj^{x)  rationale  Pimktionen  sind. 
Diese  Darstellungen  besitzen  eine  große  Willkürlichkeit;  auf  der 
einen  Seite  bietet  das  einen  Vorteil,  weil  man  über  willkürliche 
Elemente  nach  eigenem  Ermessen  gemäß  den  Zwecken  verfügen  kann^ 
die  man  verfolgt,  auf  der  andern  einen  Nachteil,  weil  sie  oft  hindert^ 
die  charakteristischen  Eigenschaften  der  dargestellten  Funktion  aus 
der  Entwicklung  selbst  abzulesen.  Weit  geringer  ist  die  Willkürlich- 
keit in  den  durch  den  Satz  von  Mittag- LeflFler  vermittelten  Entwick- 
lungen, weil  sie  sich  hier  auf  eine  einzige  unbestimmte  Funktion 
beschränkt,  die  überall  regulär  ist,  wo  es  die  gegebene  Funktion 
selbst  ist,  und  außerdem  in  einer  isolierten  Menge  ihrer  singulären 
Punkte;  zugleich  läßt  die  Entwicklung  nicht  nur  eine  (abzählbare) 
Unendlichkeit  singulärer  Punkte  der  Funktion,  sondern  auch  die  auf 
diese  Punkte  bezüglichen  Hauptteile  der  Fimktion  hervortreten. 

361.  In  seinen  neueren  Untersuchungen  bemerkt  Mittag-LeflFler^ 
daß  in  der  Weierstraßschen  Funktionentheorie  ebenso  wie  bei  den 
üblichen  Problemen  der  Analysis  (z.  B.  bei  der  Integration  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen)  eine  analytische  Funktion  durch  eins 
ihrer  Elemente  (Art.  157)  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Werte  ge- 
geben ist,  die  sie  selbst  und  alle  ihre  Ableitungen  in  einem  beliebigen 
Punkte  ihres  Existenzbereiches  annehmen,  so  daß  es  sich  empfiehlt,  die 
Aufgabe,  um  die  es  sich  handelt,  in  folgender  Weise  zu  formulieren: 
Es   ist   eine  Folge  von   Größen  a^,  %,  Og,  •  •  •  von  der  Art 

OD 

gegeben,  daß  die  Reihe  ^a^^  einen  endlichen  und  von  Null 

A  =  0 

verschiedenen   Konvergenzradius   besitzt;   außerdem   ist   ein 
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Punkt  c  gegeben;  man  soll  einen  arithmetischen  Ausdruck 

OD 

finden,  welcher  die  vom  Element  ^a^^ix  —  cy  erzeugte  ana- 

As=0 

lytische  Funktion   in   allen  Punkten   des   größten   Bereichs 
darstellt,  in  dem  sie  existiert  und  eindeutig  ist^). 

362«  Um  die  Aufgabe  zu  lösen,  müssen  wir  einige  geometrische 
Betrachtungen  yorausschicken. 

Man  nehme  in  der  Ebene  der  komplexen  Variablen  einen  Punkt  c; 
es  werde  dann  auf  jedem  von  c  ausgehenden  Strahl  l  ein  Punkt  Xj 
gewählt,  der  von  c  um  mehr  als  eine  bestimmte  Größe  0  entfernt  sein 
möge.  Die  Größe  {o:,  —  c|  laßt  sich  dann  als  eine  Funktion  9)(A)  des 
Argumentes  A  des  Strahles  l  ansehen.  Die  so  fär  alle  Werte  von  A, 
die  nicht  kleiner  als  0  und  kleiner  als  2^  sind,  definierte  Funktion 
9(X)  ist  reell,  positiy  und  eindeutig;  sie  kann  ex>  zur  oberen  Grenze 
haben,  während  ihre  untere  Grenze  ^  0  ist.  Ist  umgekehrt  eine 
Funktion  yon  solcher  Beschaffenheit  gegeben,  so  wird  dadurch  auf 
jedem  yon  c  ausgehenden  Strahl  ein  Punkt  Xj  bestimmt.  Man  sagt, 
die  Menge  aller  zwischen  c  und  x^  liegenden  Punkte  der  yerschiedenen 
Strahlen  l  bilde  einen  Stern  mit  dem  Mittelpunkt  c.  Die  Größe 
9(A)  heißt  die  Abscisse  des  Sterns  auf  dem  Strahl  yom  Argumente  A; 
die  Punkte  x^  sind  die  Ecken  des  Sterns.  Es  ist  klar,  daß  ein  Stern 
ein  endlicher  oder  unendlicher  zusammenhängender  Teil  der  Ebene 
ist,  der  in  seinem  Innern  seinen  Mittelpunkt  enthält. 

Es  liege  ein  Stern  E  mit  dem  Mittelpunkt  c  yor.  Nach  An- 
nahme einer  ganzen  positiyen  Zahl  n  läßt  sich  für  einen  bestimmten 
Strahl -2  eine  Größe  r  wählen,  die  so  klein  ist,  daß  jeder  Kreis  yom 
Radius  r,  dessen  Mittelpunkt  auf  l  liegt  und  yon  c  um  nicht  mehr 
als  (n  — l)r  entfernt  ist,  in  E  liegt*).  Die  Menge  aller  für  einen  be- 
stimmten Strahl  zulässigen  Werte  yon  r  hat  eine  obere  Grenze  q 
(die  eine  Funktion  yon  n  und  l  ist).  Bestimmen  wir  dann  auf  jedem 
Strahl  l  den  yon  c  um  wp  entfernten  Punkt  d  =»  c  +  wp^'^,  so  er- 
halten wir  einen  neuen  Stern,  den  wir  mit  E^  bezeichnen  wollen. 

Wählt  man  im  besondem  n»  1,  so  muß  r  derartig  sein,  daß 
der  Kreis  yom  Radius  r  um  c  in.  E  enthalten  ist;   q  ist  dann  die 

1)  Während  wir  bisher  p^esagt  habeo,  ein  arithmetischer  Ansdrack  werde 
durch  eine  analytische  Funktion  dargestellt,  werden  wir  von  nnn  an,  nm  uns 
mit  den  Mittag-Lefflerschen  Schrifken  in  Einklang  zn  setzen,  umgekehrt  sagen, 
der  Ausdruck  stelle  die  analytische  Funktion  dar.  Es  liegt  dabei  ja  nur  eine 
Wortfrage  vor,  welche  das  Wesen  der  Sache  keineswegs  berührt. 

2)  Es  wurde  genügen,  für  alle  Radien  fs» —  zu  nehmen. 
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obere  Grenze  der  Radien  der  in  E  enthaltenen  Kreise  um  c  oder 
auch  die  untere  Grenze  von  q)(k)  und  deshalb  unabhängig  von  A,  so 
daß  E^  ein  Kreis  vom  Radius  q  um  c  ist. 

Es  Mßt  sich  zeigen,  daß  E„  für  jedes  n  in  E^^^  enthalten  ist. 
Zerlegen  wir  nämlich  die  Strecke  cd  in.  n  gleiche  Teile  ca^^  ^i^2y"'f 
cc„_id  und  in  (n  +  1)  gleiche  Teile  cß^,  ßiß%y  •  •  •?  ßn^y  so  liegt  jeder 
Kreis  mit  dem  Radius       ,     (>  um    einen   beliebigen  Punkt  von  cß^ 

innerhalb  irgend  eines  Kreises  mit  dem  Radius  q  um  einen  passenden 
Punkt  von  ca^_^y  und  somit  innerhalb  £*),     Daraus  folgt,  daß  die 

der  Zahl  w  + 1  entsprechende  Größe  r  niemals  kleiner  ist  als  -^rr  Q ; 

dasselbe  läßt  sich  mithin  von  ihrer  oberen  Grenze  behaupten,  die 
wir  fiir  den  Augenblick  mit  q  bezeichnen  wollen.     Man  hat  also: 

womit  die  Behauptung  erwiesen  ist. 

Endlich  sind  alle  E^  m  E  enthalten.  Da  nämlich  der  Kreis  um 
c  +  {n  —  l)r€f^  mit  dem  Radius  r  vollständig  in  E  enthalten  sein 
muß,  so  wird  auch  der  zu  ihm  gehörige  Punkt  c  +  nr^^  in  E  liegen; 
folglich  liegt  der  Punkt  c  +  tiQ^^,  welcher  die  Grenzlage  dieses 
Punktes  für  lim  r  ^  q  ist,  innerhalb  E  oder  auf  der  Grenze  von  E. 

Aus  dem  Sterne  E^  können  wir  n  weitere  Sterne  E„^,  E^^,---,  E^^^ 
ableiten,  indem  wir  an  Stelle  von  g  beziehentlich  die  Größen: 

treten  lassen,  in  denen  a  eine  positive  Größe  bedeutet,  die  kleiner  als 
1  ist  und  von  n  abhängen  kann.  Es  leuchtet  ein,  daß  alle  diese 
Sterne  in  E„  enthalten  sind  und  daß  weiterhin  E^^j^^^  in  E^^  ent- 
halten ist. 

353.  Wir  nehmen  jetzt  an,  ein  Stern  E  mit  dem  Mittelpunkt  c 
enthalte  in  seinem  Innern  einen  gegebenen  endlichen  Bereich  C  Wir 
wollen  einen  endlichen  Stern  Ä  um  c  bilden,  der  innerhalb  E  liegt 
und  in  seinem  Innern  C  enthält. 


1)  Für  die  Punkte  von  ca„_i  ist  das  einleuchtend.    Was  die  Punkte  von 
^n-iPn  ^^trifFfc,  so  genügt  die  Bemerkung,  daß,  da: 

/l  1\  flQ         Q 

«n-  1  Pn  —  **^  ^i;^  —  ^-pij  —  n(w+l)  "~  «  +  1 

ist,  der  kleinste  Abstand  der  Punkte  von  a„_i(5^  von  der  Kreislinie  um  a„_i 

w 
mit  dem  Radius  o  niemals  kleiner  ist  als  — p— -  q  . 
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Es  ist  wohl  nützlich,  daran  zu  erinnern,  daß  ein  Bereich  M 
innerhalb  eines  andren  N  gelegen  heißt,  wenn  sich  eine  positive 
Größe  d  von  der  Art  angeben  laßt,  daß  alle  Punkte  jeder  um  einen 
beb'ebigen  Punkt  yon  M  mit  dem  Radius  d  gezogenen  Kreislinie  dem 
Bereiche  N  oder  dessen  Umfange  angehören. 

Es  sei  D  der  Stern  um  Cy  der  dem  Bereiche  0  umsehrieben 
sein  möge,  d.  h.  dessen  Abscisse  auf  jedem  beliebigen  Strahl  die  obere 
Grenze  der  Abstände  von  c  der  C  angehörenden  Pimkte  dieses  Strahles 
sei*);  er  ist  offenbar  endlich.  Da  C  innerhalb  E  liegt,  so  laßt  sich 
eine  (Jröße  d  angeben,  die  in  Hinsicht  auf  die  Bereiche  (7,  E  die 
soeben  angedeutete  Eigenschaft  besitzt.  Es  sei  außerdem  q)(X)  die 
Abscisse  des  Sternes  D  auf  dem  Strahl  l  mit  dem  Argument  Jl,  d  der 
Endpunkt  dieser  Abscisse,  R  die  obere  Grenze  von  ip(l)  (die  eine 
endliche  Größe  ist),  S  der  Radius  eines  Kreises  um  c,  der  vollständig 
in  E  enthalten  sein  möge.  Der  Kreis  mit  dem  Radius  d  um  d  liegt 
vollständig  in  E,  mithin  läßt  sich  dasselbe  aus  Ähnlichkeitsgründen 
von  dem  Kreise  um  einen  beliebigen  Punkt  x  der  Strecke  cd  mit 
dem  Radius: 

sagen. 

Man  beschreibe  nun  um  x  einen  Kreis  mit  dem  Radius  A:-^,  wo: 

Ist  Jc^\x  —  c\,  so  ist  dieser  Kreis  in  dem  vorhergehenden  und 
folglich  in  E  enthalten.     Ist  ]c>  \x  —  c\,  so  folgt: 

\x  —  €\  +  -^<S, 

woraus  erhellt,  daß  der  betreffende  Kreis  innerhalb  des  Kreises  um  c 
mit  dem  Radius  S  und  folglich  in  E  enthalten  ist. 

Beachtet  man,  daß  die  Größe  -^  nicht  nur  von  dem  Punkte  rr, 

sondern   auch  von   dem  Strahl  {  unabhängig  ist,    so   kann   man   be- 

haupten,  daß  ein  Kreis  mit  dem  Radius  ^  ^  -^^  um  jeden  beliebigen 

Punkt  von  D  in  E  enthalten  ist,  woraus  folgt,  daß  D  innerhalb  E 
gelegen  isi 


1)  Enthält  ein  Strahl  keinen  Punkt  von  C,  so  kann  man  als  bezügliche 
Abscisse  eine  beliebige  Größe  6<C,B  annehmen. 
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Werden  alle  Abscissen  von  D  in  dem  Verbältnis  — "U  ver- 
größert; so  erhalt  man  einen  endlichen  Stern  A,  der  gleichfalLs  inner- 
halb E  liegt.     Es  ist  nämUch: 

so  daß  jeder  Kreis  mit  dem  Radius  ^s  um  irgend  einen  Punkt  von 
Ä  iß  E  enthalten  ist. 

Ist  so  der  Stern  Ä  konstruiert,  so  können  wir  eine  Zahl  n  von 
der  Art  finden,  daß  fiir  jedes  h>n  der  Stern  Äj^  (d.  h.  derjenige, 
der  aus  Ä  gerade  so  hergeleitet  wird  wie  E^  aus  E)  C  enthält.  Es 
sei  tj  die  Größe,  die  in  bezug  auf  die  Bereiche  C,  A  die  Eigenschaft 
der  oben  definierten  Größe  6  besitzt,  T  der  Radius  eines  Kreises  um  c, 
der  in  seinem  Innern  C  enthält.  Nennt  man  e  den  Endpunkt  der 
Abscisse  von  D  auf  dem  Strahl  l  und  teilt  man  ce  in.  n  gleiche  Teile 
^yif  7iY%j  '  '  'y  y«-i^;  s^  muß,  wenn  die  Abscisse  von  A^  größer  als 
ce  sein  soll,  jeder  Kreis  mit  dem  Radius  cy^  um  irgend  einen  Punkt 
von  cy^_i  in  A  enthalten  sein.     Sicher  findet  dies  statt,  wenn  die 

Strecke  cyi  oder  —ce  die  Größe  iy  nicht  übersteigt,  oder  wenn: 

v^  ce 


und  um  so  mehr,  wenn: 

ist. 

Da  dann  Aj^  für  jedes  W  >h  m  Aj^,  enthalten  ist,  so  läßt  sich 
schließen,  daß  Aj^  für  jedes  h^n  den  Bereich  G  enthält. 

Nimmt  man  schließlich  für  a  eine  solche  Funktion  von  n,  daß 
sich  W^  der  1  nähert,  wenn  n  unbeschränkt  zunimmt,  so  läßt  sich  ein 
derartiger  Wert  von  n  finden,  daß  Aj^j^  für  jedes  h>n  den  Bereich  G 
enthält. 

854.  Nach  diesen  Vorbemerkungen  kehren  wir  zur  Hauptaufgabe 
des  Art.  351  zurück. 

Wir  werden  als  den  einem  Elemente  ^(ic|c)  einer  analytischen 
Funktion  zugehörigen  Stern  denjenigen  bezeichnen,  der  c  als  Mittel- 
punkt, die  untere  (Jrenze  der  Abstände  von  c  der  dem  Existenzbereiche 
der  Funktion  nicht  angehörenden  Punkte  eines  Strahles  als  Abscisse 
auf  diesem  Strahl  hat  Die  Ecken  des  Sterns  sind  offenbar  singulare 
Punkte  der  Funktion. 

28* 
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Es  sei  E  der  dem  gegebenen  Elemente  zugehörige  Stem^  C  ein 
in  E  enthaltener  endlicher  Bereich;  man  bilde  nach  dem  auseinander- 
gesetzten Verfahren  den  entsprechenden  Stern  Ä  und  bestimme  n  in 
der  Weise,  daß  J.^^  für  jedes  A  >  n  den  Bereich  C  enthält.  Wir  be- 
zeichnen mit  g  die  obere  Grenze  des  absoluten  Betrages  von  f{x)  in 
A  (den  Umfang  einbegriffen)  und  setzen: 

y^~^,    y^^c  +  h"^         (A«l,  2,  ...,  n-1). 

Ist  X  ein  Punkt  von  0,  q  die  bereits  mit  diesem  Buchstaben 
bezeichnete  Ghröße  für  den  Radius  ex  und  für  die  Zahl  n,  so  gehört 
jeder  Punkt  0,  für  den: 

ist,  Ä  an.  Da  nämlich  x  innerhalb  A^  liegt,  so  ist  \x  —  c  |  <  np, 
folglich  I  y^^j  —  c  I  <  (n  --  l)p,  so  daß  den  aufgestellten  Definitionen 
gemäß  jeder  Punkt  irgend  eines  Ej-eises  mit  dem  Badius  (»und  dem 
Mittelpunkt  auf  €y^_^  dem  Stern  A  angehören  muß.  Daraus  folgt,  daß 
der  Konvergenzradius  der  in  bezug  auf  den  Punkt  y^_^  transformierten 
Reihe: 

(1)  m  -  2'  r!/'*'(y->)  (^  -  y-^y' 

größer  ist  als  p,  woraus  sich  ergibt  (Art.  128): 

Da  X  auch  A^^  angehört,  so  hat  man  \y\<.Qi^ccQ  und  folglich: 

(2)  j^l/^*''(y-i)»*'l^<7(ff=-p«*'. 

Wir  beschreiben  nun  um  den  Punkt  y^_^  einen  Kreis  mit  dem 
Radius  q^^  und  einen  mit  dem  Radius  p;  js^  sei  irgend  ein  Punkt  des 
ersten  Kreises,  0  ein  Punkt,  der  von  z^  um  nicht  mehr  als  Q  —  Qi 
entfernt  ist,  also  innerhalb  des  zweiten  Kreises  liegt.  In  Formeln 
ausgedrückt,  heißt  das: 

\^l-yn-2\£Ql>      \^-^l\<Q-Qly      \^-yn^i\£Q' 

Da  der  Kreis  um  y^_^  mit  dem  Radius  q  vollständig  in  A  ent- 
halten ist,  so  ist  auch  der  Ej-eis  mit  dem  Radius  Q  —  Qi  nm  0^  in  Ä 
vollständig  enthalten.  Der  Konvergenzradius  des  dem  Punkte  0^  zu- 
gehörigen Elementes  ist  also  >  p  —  Pi,  und  die  Reihe: 
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konvergiert.     Es  folgt  wie  oben: 

und  nach  Multiplikation  mit  |^i  —  y„«ah  ^  9j** 

(3)  ^  1  r'^K^r)  (^1  -  yn-,)*- 1  <  ^  (r^f- 

Andrerseits  ist: 
und  mithin: 

00 

woraus  mit  Rücksicht  auf  (3)  folgt: 

Nun  ist  |y  I  <  (>8  =  api,  weil  a?  innerhalb  Ä^^  liegt;  mithin  ist: 

Fahren  wir  so  fort,  so  können  wir  3,  4,  •••,  w  Hilfsvariabeln 
einführen;  halten  wir  uns  an  den  fetzten  Fall  und  bezeichnen  wir 
die  Variabein  mit: 

so  sind  diese  an  die  Bedingungen  gebunden: 
und  wir  gelangen  schließlich  zu  der  Beziehung: 

1)  Wenn  nur  zwei  Variabein  z^,  z  eingeführt  werden,  dann  setzt  man 
I  ^i—^n-  2 1  ^ ^1  >  werden  ihrer  drei  eingeführt,  so  setzt  man  1^2""^«-  s  1  !^ ^2  ^^^- » 
oei  n  YariaDeln  muß  man  schließlich  l^^^i  —  c|<9«_i  setzen. 
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366.    Die  Entwicklung  (1)  des  yorigeu  Artikels  gilt  für  jedes  z 
von  der  Art,  daß  \z  —  y^^j  I  ^  ^  i^-     Nun  ist: 

und  |j(|^9^  weil  x  in  J.^  liegt;  folglich  darf  man  in  Art.  354,(1) 
jer  »  X  setzen.     Man  hat  dann: 

00 

Setzen  wir: 

OD 

WO  m^  eine  später  zu  bestimmende  Zahl  ist,  so  erhalten  wir: 

femer  wegen  (2)  Art.  354: 

Setzen  wir  nun  in  (4)  Art.  354  ^i  =  y««i;  was  zulässig  ist,  weil: 
so  erhalten  wir: 

und,  wenn  wir  von  Aj  =»  0  bis  \  =»  Wj  summieren: 

Uli  y»i         00 

Ai=0     *  Ai=0  Aa  =  0     **     ** 

Ist  dann: 

wo  m^  wiederum    eine   später   zu   bestimmende  Zahl   bezeichnet,   so 
ergibt  sich: 

Äi=0    Ä,=:0        '         *' 
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femer  wegen  (5)  Art.  354: 

Wlj  00  ffli  OD 


1— a 


Fahren  wir  in  derselben  Weise  fort,  so  werden  wir  finden: 

(1)  m'^^---^HjH;hKix 

41  =  0*2  =  0  Än=0    ^      *  " 


wo: 


«^      "        a^-^  a* 


-['-(^T'*i'-(^r*']-['-(^r"'"]^^- 

Beachtet  man,  daß: 

ftmj  +  (ft  -  1)  m,  H h  2m^^i  +  m^  +  1  = 

=- 1  +  mj  +  (wi  +  »'»2)  +  (^1+  mg  +  W3)  +  •  •  •  +  (Wi+  Wg  H h  m^), 

80  läßt  sich  diese  Beziehung  folgendermaßen  schreiben: 

/l  — aX'nt  +  i 


»»1  +  1      ^»»l+»»2     jg"»l  +  »»2  +  "*8  jj^»»»i+»»2+     •+''*/u 

X .  .  . , . 

1  —  a  (1  —  a)»^     (1  —  a)*"«  (i  — ' a^iU-i 


366.  Es  wurde  oben  angenommen,  die  Größe  a  liege  zwischen 
0  und  1  und  sie  hänge  derart  von  n  ab,  daß  lim  a*^=l  wird.  Diesen 
Bedingungen  genügt  der  Ausdruck:  ""* 


1 
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wo  co(n)  eine  stets  positive;  zugleicli  mit  n  nnbeschrankt  zunehmende 
Größe  ist.     Man  hat  dann  (Art.  145,(3)): 


oder  auch: 


«>1- 
1  —  a< 


1 
ncD(n)' 


femer,  wenn  A  eine  ganze  positive,  n  nicht  übersteigende  Zahl  be- 
zeichnet: 

X  1 

hieraus  folgt  für  ii<n,  ft  >  Ä  >  1: 

1 

1  —  a 


und  somit: 


n 


1- 


1  —  a 


«^ 


+  1-* 


1 ^^T-re-^«) 

n(o(n) 


/i-i 


> 


ncD(n) 


gCü(n) 


Der  letzte  Ausdruck  hat  1  als  Grenze  für  limw  =  oo^);  folglich 
läßt  sich  nach  Annahme  einer  beliebigen  Größe  r  >  1  eine  Zahl  n 
so  angeben,  daß: 


fi-i 


1)  Setzt  man  in  Anm.  1  S.  261 : 

n  '  \  noa{n)  j  ' 

80  ergibt  sich,  wenn  man  der  Kürze  halber  die  Größe 


bezeichnet  I 
woraus  folgt: 


n(o{n) 


c*"^"^   durch   e 


l-ö<l  +  i-[(l-ö)«-l], 
(1  — Ö)">1  — nÖ«l 


!_,«(«). 


cd(w) 


die  letzte  Größe  hat  aber  ersichtlich  1  als  Grenze  filr  limn  =  cx>,  folglich  findet 
dasselbe  für  (1  —  Ö)"  statt. 
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Andrerseits  ist: 

.|7['-(^n<^^ 

folglioh: 

\s  \  <lQr  z ' •  •  • '■ • 

Setzen  wir: 
so  können  wir  schreiben: 

Es  mögen  nmunehr  die  Zahlen  m  in  passender  Weise  gewählt 
werden.     Setzt  man  der  Kürze  halber: 

n(o(n)  =s  V, 
so  daß: 

e'-l 
so  ei^bt  sich  (Art.  145,(1)): 

ö^-l>-, 

V   ^ 

folglich: 

ß<v. 

Wir  wollen  nun  die  m  so  wählen,  daß: 

mi^2vlgr,     mg^Wii/lgv, 

Wj  +  m,  H h  m^_^  +  w<^  w^^ivlgv     (i  =-  3,4^  •  • .,  ft) 

wird.     Beachtet  man,  daß  a<  1,  so  ist  dann: 

^mi  +  mj  +  ...  +  m..^2  +  m^ß,>»,._i^(^vlgv^)mf_l<-l     (i  =  3,  4,  •  •  •,  fi) 

und  somit: 

I   i"  I  =  j;         ncD(n)  ^^         }    9      J    jy 
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woraus  folgt: 

i,^  +  ,,  +  ...  +  ,j^^. 

Da  ©(w)  unbegrenzt  wächst,  so  können  wir  eine  solche  Zahl  N 
annehmen,  daß,  wenn  6  eine  belieb^  gewählte  positive  Größe  ist,  für 

jedes  n^N  sich  -^  <6  ergibt.    Man  setze  dann: 


C. 


=  Ai  V- 


wo  an  Stelle  von  ä^,  ä^,  •  •  •,  ä^  alle  Systeme  von  ganzen  und  nicht 
negativen  Zahlen  treten  müssen,  welche  den  Beziehungen: 

*i  +  Ä,  H h  Ä„  =  *;  Äj  ^  Wj,  Ä,  ^  m„  •  •  •,  Ä„  ^  m^ 

genügen;  femer: 

?-(^)  =^0n/-^^  (*  -  c)"  =^  c„,a,(x  -  .)». 

Vergleicht  man  mit  (1)  Art.  355,  so  ersieht  man,  daß  sich  eine 
Zahl  N  von  der  Art  angeben  läßt,  daß  für  jedes  n  ^  ^  in  dem 
ganzen  Bereiche  C  ist: 

(1)  \f(x)-g,(x)\<6. 

Es  ist  zu  beachten,  daß  die  Koeffizienten  c^j^  und  die 
Zahlen  m^  von  den  Konstanten  a^,  dem  Punkte  c  und  dem 
Bereiche  C  durchaus  unabhängig  sind. 

Setzen  wir  schließlich: 

G^* W  -  9k{^)  -  9,^x{^)      (Ä  -  1,  2, . .  .), 
woraus  folgt: 

n 

(2)  2G,{x)^g„{x), 

Ä  =  0 

SO  darf  man  schreiben: 

(3)  m^'^Gnix). 


h^O 


Die  Beihe  auf  der  rechten  Seite  ist  in  dem  Bereiche  C  gleich- 
mäßig konvergent;  man  erhält  nämlich  aus  (1),  (2)  für  alle  Punkte 
des  Bereiches  C  und  für  jedes  w  ^  jN,  wenn  p  eine  beliebige  positive 
Zahl  ist: 
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AeO 


m-^G,(x)  <6,  m-'2G,{x) 


Ä^O 


<^, 


und  endlicli: 


n+p 
Ä  =  n  +  1 


2'  ^»(^) 

Asn  +  1 


<2<f 


<26, 


Das  in  (3)  enthaltene  Ergebnis  läßt  sich  so  ausdrücken: 

00 

Ist  E  der  dem  Elemente  ^dhi^  —  cf   zugehörige  Stern, 

SO  läßt  sich  die  von  diesem  Elemente  erzeugte  analytische 
Funktion  in  dem  ganzen  Sterne  E  mittels  einer  Reihe  von 
Polynomen: 


(4) 


^G„{x) 


n  =  0 


darstellen,  die  in  jedem  beliebigen,  innerhalb  E  gelegenen 
Bereiche  gleichmäßig  konvergiert.  Die  Polynome  G^{x) 
haben  die  Form: 

h 

WO  die  Koeffizienten  d^j^  von  c  und  von  den  a  unabhängig 
und  lediglich  von  den  Zahlen  w,  h  abhängig  sind. 

Die  Koeffizienten  d^^  können  wie  die  c^j^  unendlich  viele  von- 
einander verschiedene  Formen  annehmen.  Zwischen  beiden  Koeffi- 
zientensystemen bestehen  folgende  Beziehungen: 

Die  Formel  (1)  läßt  sich  auch  schreiben: 

Als  Zahlen  m^^  kann  man  insbesondere  die  folgenden^)  annehmen: 
man  hat  dann: 


1)   Es   läßt   sich  ohne  Schwierigkeit   zeigen,   daß   diese  Zahlen   die   den 
mf^  oben  auferlegten  Bedingungen  erfüllen. 
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[X  —  c\* 


(6)    rt.)-ji„_22-2w^^"w(^T. 


wo: 


Man  kann  auch  hinzufügen:  Die  !Reihe  (4)  kann  in  keinem 
irgend  eine  Ecke  von  E  enthaltenden  zusammenhängenden 
Bereiche  gleichmäßig  konvergent  sein,  weil  sie  dann  in  diesem 
Bereiche  die  Funktion  fix)  darstellen  würde  (Art.  192),  während  doch 
die  Ecken  von  E  für  diese  singulare  Punkte  sind. 

Wir  bemerken  schließlich,  daß  aus  den  besonderen  Annahmen: 

ao  =  «1  =  Oj  ==•••  =  1,    (;  =  0 
folgt: 

SO  daß  unter  diesen  Annahmen  (3),  wo: 

h 

ist,  die  Entwicklung  der  Funktion  ^^     in  eine.  Reihe  von  Polynomen 

liefert,  die  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausnahme  der  Punkte  der  Strecke 
1  •  •  •  cx)  der  reellen  Achse  konvergiert  und  in  jedem  Bereiche  gleich- 
mäßig konvergiert,  der  weder  in  seinem  Innern  noch  auf  seinem 
Umfange  irgend  einen  Punkt  dieser  Strecke  enthält. 

357,    Gegeben  seien  ex?"  Funktionen: 

4v*„      (Ä,  =  0,1,...;  r  =  l,2,,..,«) 

einer  Variabein  x.     Sind  die  Reihen: 


(1) 


Ä„=0 

-fhi-   .*„_! 

.l=fh-h„-i 

00- 

A2  =  0 

-K 

OD 

-/• 
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für  X  ^  Xq  sämtlich  konvergent,  so  sagt  man: 

00  00  od" 

(2)  f^^  ^      '^  fhh-'K 

sei  eine  w-fach  unendliche,  für  x=^  x^  konvergente  Beihe. 
Sind  die  Reihen  (1)  in  einem  bestimmten  Bereiche  C  gleichmäßig 
konvergent,  so  sagt  man,  (2)  sei  eine  n-fach  unendliche,  in  dem 
Bereiche  C  gleichmäßig  konvergente  Beihe. 

Nunmehr  darf  man  behaupten,  daß  sich  die  Darstellung  von  fix) 
mittels  eines  solchen  Ausdruckes  wie  (5)  des  Art.  356,  in  dem  eben- 
sowohl die  Anzahl  der  zu  berechnenden  Summen  wie  die  Anzahl  der 
Glieder  jeder  einzelnen  Summe  unendlich  ist,  durch  eine  andre  er- 
setzen läßt,  in  welcher  die  Anzahl  der  Summen  endlich  ist. 

Man  beachte  zu  diesem  Zwecke,  daß  (1)  Art.  354  und  die  daraus 
hervorgehenden  Formeln  auch  dann  noch  gelten,  wenn  man  in  ihnen 
y^  an  Stelle  von  y„_i  setzt,  wo  fi  irgend  eine  Zahl  bedeutet,  die 
kleiner  als  n  ist.     Hieraus  ergibt  sich  leicht,  daß: 


2 -hV'''(y^^y'' 


in  C  gleichmäßig  konvei^ent  ist,  und  folglich  (s.  Art.  165),  daß  es 
auch  die  Beihe: 

ist,  welches  auch  h^  sei.     Es  sind  also  alle  die  folgenden  Beihen  in  C 
gleichmäßig  konvergent: 


»1  =  0    »• 


Äj  =  0 


d.  h.:  Die  n-fach  unendliche,  in  C  gleichmäßig  konvergente  Beihe: 

/X  —  C\*i  +  •  •    +*!» 
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wo  p'\c)^r\  ttr  ist,  stellt  für  den  zu  Anfimg  dee  Art.  354  bestimmten 
Wert  von  n  mid  für  alle  größeren  Werte  desselben  in  C  die  Funktion 
f{x)  dar. 

Ist  C  in  dem  Konvergenzkreise  der  Reihe: 

(4)  ^a,ix-cy 

enthalten^  so  darf  man  n  ^  1  nehmen^  und  (3)  reduziert  sich  auf  (4). 

868.  Wir  nehmen  jetzt  die  Bezeichnungen  des  Art.  354  wieder 
auf  und  setzen: 

y-^,     \9\-r,    y.^c  +  h''-^    (Ä  =  0,l,2,...,«-1). 

Um  die  Punkte  c;y^,y^y  •  •  yy^-^i  beschreiben  wir  n  Kreise  mit 
dem  Radius  r;  H  sei  der  von  diesen  Kreisen  bedeckte  Teil  der  Ebene. 
Ist  die  Reihe  (3)  des  vorigen  Artikels  in  dem  Punkte  x  konvei^ent, 
so  sollen^  nach  dem  in  diesem  Artikel  Gesagten^  die  Reihen  für  die 
Funktionen  f{x)y  fiffn-i)  ^^^"  ^^^  ^^®  Ableitungen  für  |y  |  =  r  sämt- 
lich konvergieren;  da  diese  aber  nichts  anderes  sind  als  die  aus  dem 
gegebenen  Elemente  transformierten  Reihen,  so  folgt  hieraus,  daß  der 
Existenzbereich  der  von  dem  gegebenen  Elemente  erzeugten  analy- 
tischen Funktion  den  Bereich  H  enthält,  oder  auch,  daß  (3)  in  jedem 
innerhalb  H  liegenden  Bereiche  gleichmäßig  konvergiert. 

Wir  greifen  nun  einen  Punkt  x'  der  Strecke  ex  heraus,  setzen: 

y'=^''  \y'\  =  ^''  y-^'-c  +  h"'-^  (A-.o,i,2,...,n-i) 

und  bilden  den  zu  H  analogen  Bereich  H\  Nehmen  wir  zunächst 
an,  es  liege  H'  für  jedes  x'  innerhalb  H,  Bestimmt  man  dann  auf 
jedem  Strahl  die  obere  Grenze  x  der  Punkte,  für  welche  (3)  konver- 
giert, und  bildet  den  entsprechenden  Bereich  H,  so  hat  der  von  seit- 
lichen Bereichen  H  bedeckte  Teil  der  Ebene,  der  nichts  andres  ist 
als  der  Stern  E^,  die  Eigenschaft,  daß  (3)  innerhalb  dieses  und  nur 
innerhalb  dieses  gleichmäßig  konvergent  ist.  Im  entgegengesetzten 
Falle  läßt  sich  das  nicht  ohne  weiteres  behaupten. 

Nun  läßt  sich  zeigen,  daß  der  erste  Fall  immer  für  w  =  1,  2,  3, 
aber  nicht  immer  für  w  >  3  statthat. 

Für  w  =  1  ist  die  Behauptimg  einleuchtend,  weil  ja  H  und  ^T' 
zwei  konzentrische  Kreise  um  c  mit  den  Radien  r  und  r  <ir  sind. 

Für  n  =  2  ist  der  erste  der  Kreise,  die  H'  erzeugen,  konzen- 
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trisch  mit  dem  ersten  der  Kreise^  die  H  erzeugen,  und  innerhalb  des- 
selben gelegen;  der  zweite  berührt  den  zweiten  von  innen  (in  c), 
folglich  liegt  H'  innerhalb  H, 

Wir  setzen  nun  w  >  2  voraus.  Bezeichnen  |,  1/  kartesische  Koordi- 
naten, deren  Ursprung  c  und  deren  |- Achse  ex  sein  mögen,  so  sind 
die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  der  um  y^  ^^^  Vh-vi  °^^*  ^^^ 
Radius  r  gezogenen  Kreise: 

l-=-^-r    (A  =  0,l,2,.-.,n-2),    i?  =  ±f  r, 
und  die  Entfernung  des  Punktes  y^-i  von  diesen  Punkten  ist: 


^^="K[^^-(— i)^T+^^= 


=  y(A«  +  h+  \Y  -  (2A  +  l)(w  --  l)r/  -f  (n  -  l^r^ . 

Der  Bereich  H'  liegt  also  immer  und  nur  dann  innerhalb  H^ 
wenn  ^J^  >  /  für  jedes  h  ist.     Nun  hat  man: 

(1)     (),2  _  /«  ^(h^  +  h  +  ly  -  (2h  +  l)(w  --  l)r/+  n{n  -  2)/l 

Die  Diskriminante  der  rechten  Seite  ist: 

j^  =  (2A  -f-  l)2(w  ~  1)«  -  4(Ä»  +  Ä  -h  l)n{n  ~  2)  =     ^ 
=  (2Ä-|-l)2~3w(w~2); 

ihren  größten  Wert  nimmt  sie  ersichtlich  für  Ä==w  — 2  an  und  es  ist: 

j^_^  =  (2n  -  Sy  -  Sn{n  -  2)  =  w^  -  6w  +  9  =  (w  -  3)% 

woraus  sich  ^^_^  =  0  für  w  =  3  und  ^^_^>0  für  w>3  ergibt. 
Beachtet  man,  daß  die  rechte  Seite  von  (1)  z.  B.-  für  r=  1,  r  =0 
positiv  ist,  SQ  darf  man  schließen,  daß  sie  für  w  =  3  stets  positiv  ist, 
während  sie  für  w  >  3  verschiedene  Vorzeichen  annehmen  kann^). 

Es  läßt  sich  aber  in  jedem  Falle  eine  zu  (3)  des  vorigen  Artikels 
analoge  Reihe  bilden,  für  die  ein  solcher  Bereich  existiert,  daß  die 
Reihe  nur  innerhalb  desselben  gleichmäßig  konvergiert. 

Ist  l  ein  von  c  ausgehender  Strahl,  so  beschreiben  wir  mit  den 
Radien  r^,  r^,  r^,  •  • .,  r^__^  n  Kreislinien  y^,  y^,  y^,  -  -  -,  2/„_i,  deren 
Mittelpunkte  c,  Vd  Vij  ' '  '9  Vn-^i  ^^^  Strahl  l  angehören,  und  die 
folgenden  Bedingungen  genügen: 

Die  Kreislinie  y^  geht  durch  rj^] 


1)  Man  kann  auch  beweisen,  daß  dies  wirklich  für  r  <r  geschieht. 
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Die  Ereislinie  y^  geht  durch  c; 

Die  Kreislinie  y^^  (A  —  2,  3,  •  •  •,  n  —  1)  geht  durch  ly^^i; 

Die  Schnittpunkte  Ton  y^  und  y^.j  (A  «  2,  3,  •  •  •,  n  •—  1)  sind 
die  Berührungspunkte  der  von  c  aus  an  y,^  gezogenen  Tangenten. 

Nennen  wir  a^  den  Winkel,  welchen  der  StnJil  l  mit  jeder  der 
von  c  ans  an  die  Ereislinie  y^^  gezogenen  Tangenten  bildet,  so  er- 
geben die  aufgestellten  Bedingungen: 


Xig.  9. 


'o; 


Sinai  «1,    r^„i  =  2r^sini(|^(jfA), 
n-i  -=  (n  +  ^2  +  •••  +  ^A~i)8i^''A-i>     r,^(r^+r,  +  '''  +  rjsina,, 
woraus  folgt; 


(1)         ^ 


r^ B"i«A 


fA-i       sin  a,,i  (1  -  Bin  or,)        g  ^^^  1  / J  _  «  \  ' 
daraus  leitet  man  unschwer  ab: 

(2)  sin  a^  —  -  j  sin*  a^_i  +  j  s^i a^^^  YS  +  sin*  «^„i 

(A«2,  8,  •••,  w-1). 

Mittels  dieser  Formeln  lassen  sich,  wenn  entweder  r^  oder  die 

Summe  s^r^  +  r^-] h^n-2  +  2rn-i  (d.  h.  der  Abstand  des  zweiten 

Schnittpunktes  x  des  letzten  Kreises  mit  dem  Strahl  l  von  c)  gegeben 
ist,  sämtliche  Radien  r  und  sämtliche  Winkel  a  bestimmen. 

Da  sich  aus  (2)  «a  =  ^  ergibt  und  alle  folgenden  Winkel  ersicht- 
lich kleiner  sind,  so  folgt  far  A  >  1: 

also: 


sm-2 
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wo  das  Gleichheitszeichen  nur  für  ä  =  2  gilt.  Man  ersieht  femer  aus  (2), 
daß  die  Winkel  a  von  dem  Werte  von  s  unabhängig  sind.  Nimmt  man 
also  anstatt  s  einen  anderen  Wert  /  <  s,  so  erhält  man  eine  in  bezug  auf 
den  Mittelpunkt  c  zur  ersten  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  (homothe- 
tische)  Figur;  und  da  die  Eadien  r^  bei  wachsendem  h  abnehmen,  so 
sieht  man  leicht,  daß  die  zweite  Figur  stets  innerhalb  der  ersten  liegt. 
Es  sei  nun  q  die  obere  Grenze  der  Werte  von  r^,  für  welche  die 
Gesamtheit  der  gezeichneten  Kreise  dem  Sterne  E  angehört;  tragen 
wir  auf  dem  Strahl  l  die  Strecke  ab,  deren  Länge  durch  den  Wert 
des  Ausdrucks: 

für  Tq^  Q  gegeben  ist,  und  wiederholen  wir  diese  Konstruktion  für 
alle  von  c  ausgehenden  Strahlen,  so  erhalten  wir  einen  Stern,  den 
wir  mit  E^  bezeichnen   wollen.     In   bezug  auf  diesen  Stern  besitzt 

n 

die  w-fach  unendliche  Reihe: 

die  verlangte  Eigenschaft  ohne  Ausnahme. 

Nun  folgt  aus  (1): 

•    «  2  sin  *ai 

sm^  «Ä    1  «  ; -, 

'»"■^        1  —  sina,^ 

und  somit: 

sinoÄ^^  smccj, ^ 

2  sin  a^        sin  a^  _  ^  (1  —  sin  a,j^  ' 

daraus  ergibt  sich  wegen  (1) : 

rjfc     ^sina;^^! 

und  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel: 
(4)  r,  ' 

Außerdem  ist: 


^  2*-^sina;i 


^""^«-1       8ina^_i      ' 


folglich  wegen  (4): 

(p)  S^r^  2« -8  sin»  a 


l  +  sina^^i 
l  +  8inar„_i 


n-l 
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Andrerseits  ist: 

«?A-c  +  (ri  +  r3  +  ...  +  r,)c", 
folglich: 

und  wegen  (4),  (5): 

8in  of-_i 
/A         /A-1        V  >' (1  +  sina^_j)8ina 

Aus  (3)  wird  also: 

QP  00 

i^O         A^  =  0 

WO  (unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  sina^^l,  sinoj«!): 

1         -    '  ^_  i_  A\*i+*2 

mAi+Aa+Äj 


%"^Ä,!'       %*2'"Ä,!Ä,!V2;  ' 


e*    ..A.  = 


1__ /_sinja„_j^  \Ai  +  Ä2+    •+A^ 

/         1         \*1  +*2  /__2__\*3  /        2»        \*4 

369.  Der  Unterschied  zwischen  dem  Ausdruck  (5)  des  Art.  356 
und  dem  Ausdruck  (3)  des  Art.  358  besteht  darin  ^  daß  der  erstere 
als  Eonvergenzstem  den  Stern  E  besitzt^  während  der  andre  als 
solchen  E^  hat. 

n 

Wächst  n  unbeschränkt,  so  fällt  schließlich  der  Stern  E^  mit  E 
zusammen.  " 

Bezeichnen  wir  mit  S^(x\c)  den  Ausdruck  (3)  des  vorigen  Artikels, 
so  hat  der  Ausdruck: 

lim  8^(x\c) 

n=oo 

E  zum  Eonvergenzstem. 
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Man  erhalt  aber  an  Stelle  einer  abzählbare!ii  Folge  von  Aus- 
drücken und  entsprechenden  Sternen  eine  stetige  Folge  ^  wenn  man 
den  veränderlichen  Stern  anstatt  von  der  diskontinuierlichen  Yariabeln 
n  von  einer  stetigen  Variiabeln  a  abhängen  läßt. 

Indem  man  von  einer  passend  gewählten  Funktion  (p(u\a)  aus- 
geht, welche  die  erzeugende  Funktion  genannt  wird,  konstruiert 
man  innerhalb  E  auf  •  eine  hier  nicht  näher  zu  beschreibende  Weise 
einen  Stern  E^,  so  daß  E^  für  lim«  =  0  in  £  übergeht.     Die  Reihe: 


OD 

S^{X  I  C)  =  «0  +  2  ^niP  -  C)  ; 


wo: 


«-1  /  ^\    I        '*n-2 


+  Ärr- «-I  (^  -  ^)""' +  5  «»(^  - '')'' 

ist  und  die: 

Ä(r>,         («  =  1,  2,  ...;r  =  l,  2,  ...,  n) 

positive  Konstanten  sind,  die  lediglich  von  der  erzeugenden  Funktion 
abhängen,  besitzt  E^  als  Konvergenzstem  und  stellt  innerhalb  des- 
selben die  Funktion  f{x)  dar;  der  Ausdruck: 

lim  S„(ä:  I  c) 

a  =  0 

aber  besitzt  E  als  Konvergenzstem  und  stellt  f{x)  in  allen  Punkten 
desselben  dar. 

Nimmt   man   beispielsweise,    wie    Fredholm   vorschlägt,   als   er- 
zeugende Funktion: 

y(^l^)=  Iga  ' 

SO  findet  man  die  Reihe: 

wo  H'=^  —  lga  ist  und  die  ÄJ."^  durch  die  rekurrierenden  Beziehungen: 

X(k  +  1)  •••  (A  +  n  -  1)  =  r  +  Ä^'A*»-^  +  ...  +  ÄlriiA 
bestimmt  sind. 
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360.  Borel  hat  für  den  Satz  Ton  Mittag -Leffler  einen  höchst 
einfachen,  auf  die  Bangeschen  Ergebnisse  gegründeten  Beweis  geliefert. 
Wir  legen  ihn  hier  kurz  dar,  indem  wir  uns  allerdings  statt  der 
krummlinigen  Integrale  der  Mittelwerte  bedienen. 

Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  Yoraos,  der  gegebene  Bereich 

enthalte  den  Anfangspunkt,  und  das  Element  2^h^  ^^^  analytischen 

A  =  0 

Funktion  f{x)  habe  einen  Eonvergenzradius  p  >  1.  Ist  (>'<  (»^  so  ist 
für  aUe  Punkte  x  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  q  um  den 
Anfangspunkt  (Art.  131): 

'    ^     ^  Q    — X  X 

V 

Nehmen  wir  an,  wir  hätten  nach  Runges  (oder  Painleves)  Ver- 
fahren eine  Entwicklung  von     _     in  eine  Reihe  von  Polynomen: 

n  =  l  m=:0 

erhalten,  so  ist: 

1 ;        n=sl  n  =  l    «1  =  0 

9 

00 

Die  Entwicklung   ^ P^{x)  ist  in  der  ganzen  Ebene  mit  Aus- 

n  =  l 

nähme  der  Strecke  1  •  •  •  oo  der  reellen  Achse  konvergent  und  in  jedem 
Bereiche,  der  innerhalb  ihres  Eonvergenzbereiches  liegt,  gleichmäßig 
konvergent.     Daraus  folgt  (Art.  126): 

n=l  wi  =  0  ^ 

und  endlich  (Art.  128): 

n  =  l    m  =  0 

diese  Entwicklung  ist  in  jedem  Bereiche  gleichmäßig  konvergent,  der 
innerhalb  des  dem  gegebenen  Elemente  der  Funktion  .f{x)  entsprechen- 
den Sternes  liegt,  so  daß  sie  (Art.  192)  f(x)  in  dem  ganzen  Sterne 
darstellt. 


Digiti 


izedby  Google 


über  die  Darstellung  einer  unalytischen  Funktion.  373 

361.  Femer  hat  Borel  folgende  interessante  Bemerkimg  gemacht. 
Es  sei  wiederum   2^h^  ^^"^  ^^^  Anfangspunkte  entsprechende 

Element  der  analytischen  Funktion  f{x),  ip(x)  die  entsprechende  Ent^ 
Wicklung  von  Mittag-Leffler.     Reicht   der   Existenzbereich   von  f{x) 

über  den  Konvergenzbereich  von  ^  a^s^  hinaus ^   so   kann  man  den 

A  =  0 

Wert  von  q)(x)  in  einem  außerhalb  dieses  Konvergenzkreises  gelegenen 
Punkte  X  jenes  Bereiches  als  Summe   der  divergierenden  Reihe 

OD 

^aj^a^  ansehn  (vgl.  Art.  322  u.  ff.);  allein  darin  liegt  freilich  nichts 

A  =  0 

Befremdliches,  da  man  zu  dieser  Definition  der  Summe  der  diver- 
gierenden Reihe  auch  auf  Grund  des  Begriffes  der  analytischen  Fort- 
setzung gelangen  kann.  Es  kann  gleichwohl  vorkommen,  daß  die 
Entwicklung  q){x)  in  einem  außerhalb  des  Existenzbereiches  von  f{x) 

liegenden  Punkte  x  konvergiert;  in  diesem  FaUe  darf  man  ihren  Wert 

» 

wiederum  als  Summe  der  Reihe  ^dj^a^  ansehen;  zu  dieser  Defiinition 

aber  kann  man  nicht  mit  Hilfe  der  analytischen  Fortsetzung  gelangen. 
Aber  noch  mehr;  es  gibt  Potenzreihen  mit  einem  Konvergenzradius 
NuU,  die  Entwicklungen  q){x)  zulassen;  die  Summe  solcher  überall 
divergenten  Reihen  läßt  sich  vermittelst  der  Entwicklung  q){x)  defi- 
nieren, während  man  von  analytischer  Fortsetzung  keineswegs  sprechen 
darf.  Man  kann  somit  schließen,  daß  die  Entwicklungen  von  Mittag- 
Leffler  für  die  Theorie  der  divergierenden  Reihen  eine  größere  Trag- 
weite  haben  als  die  analytische  Fortsetzung. 
E«  liege  z.  B.  der  arithmetische  Ausdruck: 


9>{^)-2 


^k 


A  =  l   X  —  e  ' 

vor,  wobei  2\Bj^\  konvergent  sein  möge.     Offenbar  sind  die  Pole 

von  g)(x)  auf  der  ganzen  Kreislinie  mit  dem  Radius  1  um  den  Anfangs- 
punkt überall  dicht,  und  innerhalb  dieser  Kreislinie  ist  q)(x)  mittels 

OD 

einer  konvergenten  Reihe  ^  a^^ic*   darstellbar.     Geht   man   von   dem 

OD  A=0 

Elemente  ^  a^^ic*  aus,  so  läßt  sich  nach  Mittag-Lefflers  Methode  eine 

A»0 

Entwicklung  in  eine  Reihe  von  Polynomen: 
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OD 

A  =  0 

gewinnen.  Es  werde  nun  auf  der  Kreislinie  nach  beiden  Seiten  jedes 
Punktes  27cihV2    ein    Bogen    von    der    Länge  ^  genommen;     die 

Summe  dieser  Bögen  ist  ä  ^  ^^  —  ä  •  ^q  <  2ä;  folglich  gibt  es  auf 
der  Ereislinie  unendlich  viele  Punkte,  die  ihnen  nicht  angehören.    Man 

00 

beweist,  daB  bei  passender  Wahl  der  Bj^  die  Beihe  ^  Gf^{x)  in  sämt- 

A  =  0 

liehen  Punkten  jeder  den  Anfangspunkt  mit  einem  dieser  Punkte  ver- 
bindenden Geraden  unbedingt  konvergiert  und  denselben  Wert  hat 
wie  q>(x). 

Bemerkenswert  ist  auch  der  arithmetische  Ausdruck: 

Dieser  Ausdruck  hat  unendlich  viele  Pole,  von  denen  keiner  auf 
der  reellen  Achse  liegt,  die  aber  in  der  ganzen  Ebene  überall  dicht 
sind,  so  daB  der  Ausdruck  in  keinem  Teile  der  Ebene  eine  analytische 
Punktion  definiert.  Andrerseits  läßt  sich  durch  passende  Wahl  der 
Punktion  i>{p,p,q)  erreichen,  daß  er  auf  jeder  endlichen  Strecke  der 
reellen  Achse  gleichmäßig  und  unbedingt  konvergiert  und  mittels  der 
Formeln  von  Mittag-Leffler  in  eine  Reihe  von  Polynomen  oder,  wie 
Borel  kürzer  sagt,  in  eine  (Jf)-Entwicklung  umgeformt  werden 
kann,  die  nebst  ihren  abgeleiteten  Reihen  aller  Ordnungen  auf  jeder 
endlichen  Strecke  der  reellen  Achse  gleichmäßig  und  unbedingt  kon- 
vergiert. In  der  (Jf)- Entwicklung  treten  an  die  Stelle  der  a^  des 
Art.  351  die  Werte  von  (1)  und  von: 


9h 


(.)=(-i)»2'2'  2 


1) 

f  i,  =  -oo  p'=-oo /a:  +  iy2  — ^-i^y*'*' 


in  dem  als  Mittelpunkt  des  Sternes  angenommenen  Punkte  x^  der 
reellen  Achse,  der  beliebig  sein  kaun.  Die  Ausdrücke,  die  Ent- 
wicklungen der  gedachten  Natur  zulassen,  können  (J!f)-Funktionen 

1)  Dieser  Ausdruck,  multipliziert  mit  Ä!,  ist  gleich  der  Ä-ten  Ableitung  von 
q){x\  im  Sinne  der  Infinitesimalrechnung. 
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genannt  werden;  eine  solche  Funktion  q)(x)  ist  vollständig  bestimmt, 
sobald  flir  einen  Punkt  Xq  der  reellen  Achse  die  Werte: 

bekannt  sind. 

Besitzt  eine  auf  einer  beliebigen  Strecke  r  definierte  Funktion 
die  Eigenschaft,  daß  sie  sich,  wenn  die  Strecke  r  durch  eine  ganze 
lineare  Substitution  in  eine  Strecke  der  reellen  Achse  umgeformt 
wird,  in  eine  (Af)-Funktion  verwandelt,  so  sagt  man,  sie  sei  eine 
(Jf)-Funktion  auf  der  Strecke  r. 

Schneiden  sich  zwei  Strecken  r,  r  in  einem  Punkte  p  und  sind 
zwei  auf  den  zwei  Strecken  beziehentlich  definierte  (Jf) -Funktionen 
q>(x),  ip{x)  von  der  Art,  daß: 

(2)  9)0)  =  tip),  (p^(p)  ^  ^lO),  . . .,  q)^(p)  =  t^ip),  . . ., 

so  kann  jede  der  Funktionen  als  analytische  Fortsetzung  der 
andern  betrachtet  werden.  Nach  dem,  was  oben  bemerkt  worden, 
ist  eine  solche  Fortsetzung,  falls  sie  vorhanden  ist,  eindeutig  bestimmt. 

Es  liege  nun  eine  in  der  ganzen  Ebene  überall  dichte  Menge 
von  Geraden  r  vor,  d.  h.  eine  Menge  von  der  Art,  daß,  wenn  man 
einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  nimmt  und  eine  positive  Oröße  6 
willkürlich  bestimmt,  stets  eine  Gerade  der  Menge  vorhanden  ist,  von 
welcher  der  Punkt  um  weniger  als  <J  entfernt  ist.  Auf  jeder  in  einem 
zusammenhängenden  Bereiche  C  enthaltenen  Strecke  einer  Geraden  r 
werde  eine  (Jf) -Funktion  derart  definiert,  daß  für  die  Schnittpunkte 
je  zweier  Strecken  die  Beziehungen  (2)  bestehen.  Dann  können  sämt- 
liche (Jf) -Funktionen  als  analytische  Fortsetzungen  voneinander  be- 
trachtet werden;  ihre  Gesamtheit  bildet  eine  Funktion,  die  wir  wie- 
derum als  eine  (-M')-Funktion  bezeichnen  wollen,  und  deren  Ele- 
mente die  auf  den  einzelnen  Strecken  definierten  (üf)- Funktionen 
sind;  sie  ist  eindeutig  bestimmt,  wenn  irgend  eins  ihrer  Elemente 
bekannt  ist. 

Es  ist  klar,  daß  dieser  Begriff  der  analytischen  Fortsetzung  nicht 
mit  dem  älteren  Begriffe  in  Widerspruch  steht,  sondern  ihn  umfaßt^). 
Liegt  nämlich  eine  in  dem  Bereiche  C  reguläre  analytische  Funktion 
vor,  die  nebst  allen  ihren  Ableitungen  mit  der  (üf)- Funktion  und 
deren  Ableitungen  auf  den  bezüglichen  Strecken  dem  Werte  nach 
übereinstimmt,   so    stimmen   die   beiden  Funktionen   in   dem   ganzen 


1)  Siehe  indessen  über  diesen  Punkt  die  Einwürfe  Painlev^s  (346,  349). 
Übrigens  erkennt  Borel  selbst  (69,  Seite  366)  an,  daß  sein  Begriff  der  analy- 
tischen Fortsetzung  noch  der  Yervollkommnnng  bedarf. 
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Bereiche  C  überein;  andrerseits  gibt  es  aber  (IQ-Firnktioiien^  die 
keine  analytischen  Funktionen  sind;  femer  läfit  sich  eine  in  einem 
zusammenhangenden  Bereiche  C  definierte  (j3f)-Funktion  finden  ^  die 
in  zwei  getrennten  Teilen  dieses  Bereiches  mit  zwei  verschiedenen 
analytischen  Funktionen  zusammenfällt. 


BoBiQlmngeii  swisohen  den  Singularitäten  sweier  analytischer 

Fonktionen^)« 

362.    Es  seien: 


00  PC 


zwei  Potenzreihen  mit  gleichem  endlichen  Konvergenzradius  p. 

LäBt  sich  eine  solche  Eonstante  k  finden  ^  daß  der  Konvergenz- 
radius der  Potenzreihe: 

QO 

^(05)  -  f{x)  -  kip (x)  =2  (a,  -  kb,)  a^ 

A  =  0 

größer  als  q  ist,  so  sagt  man  nach  Pincherles  Vorschlag,  die  beiden 
gegebenen  Reihen  seien  gleichsingulär  (egualmente  singolari). 
Der  so  eingeführte  GleichheitsbegriflF  genügt  den  drei  bei  andrer 
Gelegenheit  (Art.  12)  erwähnten  Grundbedingungen,  nämlich: 

a)  Eine  Reihe  f(x)  ist  gleichsingujär  mit  sich  selbst,  weü  flbr 
Ä;  =  1.  die  Reihe  f(x)  —  f(x)y  die  identisch  Null  ist,  als  eine  Potenz- 
reihe mit  unendlichem  Konvergenzradius  aufgefaßt  werden  kann; 

b)  Ist  f(x)  gleichsingulär  mit  q>{x),  so  ist  umgekehrt  q)(x)  gleich- 
singulär mit  f{x),  weil,  wenn  f(x)  —  ]cq){x)  einen  Konvergenzradius 

q' >  Q  hat,  derselbe  Konvergenzradius  der  Reihe  (p{oc)  —  -j-fi^)  ^^" 
kommt,  die  sich  von  der  früheren  nur  durch  einen  konstanten  Faktor 
unterscheidet; 

c)  Sind  f(x)  und  q)(x)  gleichsingulär  und  ebenso  q>{x)  und  (o{x), 
so  sind  es  auch  f(x)  und  (o(x).  Lassen  sich  nämlich  zwei  Konstanten 
Ä,  Äj  von  der  Art  finden,  (kß  f(x)  —  kq)(x)  und  ^(x)  —  \(o{x)  die 
Konvergenzradien  q\  q"  besitzen,  die  beide  größer  als  q  sind,  so  kann 
man  anstatt  der  zweiten  Reihe  die  andre: 


1)  Deir  Agnola  1,  Borel  66,  73,  Desaint  128,  184,  Faber  147,  Fabry 
151,  Hadamard  191,  192,  193,  Hurwitz  209,  Lean  243,  244,  Lugaro  698, 
Pincherle  380,  382,  389,  390,  392. 
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in  Betracht  ziehen^  die  sich  von  ihr  nur  durch  einen  konstanten 
Paktor  unterscheidet;  es  folgt  dann  auf  Grund  des  Satzes  des  Art.  118, 
daB  der  Eonvergenzradius  der  Reihe: 

e{x)  =  [fix)  -  hip{x)'\  +  \kip{x)  -  Tch^&ix)]  =  f{x)  —  h\(ß{x) 

nicht  kleiner  als  q  oder  q"  und  sonach  großer  als  q  ist,  woraus 
erhellt,  daß  f{x)  und  (d(^)  gleichsii^ulär  sind. 

363.    Sind: 

OD  00 

zwei  gleichsinguläre  Potenzreihen  und  nähert  sich  das  Ver- 

hältnis  für  limÄ  =  cx)  einer  endlichen  und  von  Null  Ter- 

schiedenen  Grenze,  so  nähert  sich  -^   derselben  Grenze. 


Setzt  man: 


K 


(1)  ^°^~5r  =  y'    \-h(^h7 

so  ist  (Art.  115)  |c|  =  p  der  Konvergenzradius  von  f{x)  und  folglich 
von  q>{x)y  während  die  Eeihe: 

00 

il}{x)^f{x)  -  hq>{x)  --^(l-Jclj;)a^o^, 

Ä  =  0 

wo  k  eine  passend  gewählte  Konstante  ist,  einen  Konvergenzradius 
q'  >  Q  besitzt  und  daher  für  jedes  x,  dessen  absoluter  Betrag  | 
zwischen  q  und  p'  liegt,  unbedingt  konvergiert.  Aus  der  Konvergenz 
der  Reihe: 

00 

^|1-.*^JI«JI* 

k  =  0 

folgt: 

Um(l-Ä;gaj*  =  0; 

As=oo 

nimmt  man  also  eine  positive  Größe  e  willkürlich  an,  so  läßt  sich 
eine  Zahl  m  so  bestimmen,  daß  für  jedes  h>  m: 

(2)  \1-M,\a,^''<a 

ist,  wo  ttj^  den  absoluten  Betrag  von  a^^  bezeichnet.  Da  andrerseits 
aus  der  ersten  der  Gleichungen  (1): 
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folgt;  SO  läßt  sich,  wenn  man  eine  Gböße  6  so  wählt,  daß  9  <  <y  <  § 
ist;  eine  Zahl  n  ron  der  Art  finden,  daß  für  jedes  A  ^  n: 

"A-H  1 

ist.     Daraus  folgt  f&r  h>  n: 

und  somit: 

Es  ergibt  sich  hieraus  mit  Rücksicht  auf  (2)  für  jedes  h,  das 
größer  ist  als  m  und  n: 

(3)  |,_H|<^^(f)*i 

nun  ist  lim  (-^)   =  0,  folglich: 

Um(l-ÄZJ-0 
oder  auch: 

Ihn  ?,->-• 

Diese  Beziehung  läßt  sich  auch  so  schreiben: 
daraus  folgt: 


limi;^+i^y, 


lim^-V^===:l 

A=oo     ^h 


oder  auch;  wenn  man  statt  Ij^  seinen  Wert  einsetzt: 


364.    Aus  (3)  des  vorigen  Artikels  folgt: 


i-h 


wo: 

««-2'      |-'^<1 
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gesetzt  worden  ist;  schreibt  man  dieselbe  Beziehung  für  einen  andren 
Index  i>h,  so  hat  man: 


h 


Tjr 


< 


rix 


■2\k\  ^2\k\ 
und  folglich;  wenn  man  beide  Beziehungen  voneinander  subtrahiert: 

wo  i  irgend  einen  Index  bedeutet/  der  größer  als  h  ist. 
365,     Ist: 


^0^ 


^ir  ^9 


eine   Folge   von   Größen,    die    eine    endliche    und   von   Null 

verschiedene  Grenze  c  besitzt,  und  ist  ^dj^a^  eine  Potenz- 

reihe   mit   dem  Konvergenzradius  q'>q,   wo   p  =  |c|    ist,   so 
hat    die   einfache   Eeihe   P{x),    in   welche   die   Doppelreihe: 


(1) 


00 

Ä=o       L 


^h^h-^i 


umgeformt  werden  kann^),  den  Konvergenzradius  q^  den  Fall 
ausgenommen,  in  welchem  die  Beziehung: 


»Ä^O^l  ' 


-1  =  0 


A  =  0 


besteht;   in   diesem  Falle   ist   ihr  Konvergenzradius  minde- 
stens gleich  p'^. 
Man  hat: 


00 

oder  auch: 

(2) 

P(^)  = 

J         r  =  0 


r 


.<^o«i  • 


^  A  =  0 


Kx'' 


r  =  0 


CnC. 


on 


1)  Es  wird  hier  vorausgesetzt,  daß  die  c^  derartig  sind,  daß  den  Be- 
dingungen für  die  Umformung  der  Doppelreihe  in  eine  einfache  genügt  wird. 

2)  Pincherle  beweist  diesen  und  andre  Sätze  mit  Hilfe  seiner  distribu- 
tiven Funktionalrechnung;  wir  haben  die  Beweise  auf  eine  elementare  Form 
gebracht,  um  das  Verständnis  auch  den  Lesern  zu  ermöglichen,  die  die  Prinzipien 
dieser  trefflichen  Theorie  nicht  kennen. 
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wo: 


A  =  0 


^Ä-1- 


Wählt  man  eine  Größe  6  so,  daß  q  <0  <q'  ist,  so  läßt  sich 
eine  Zahl  n  finden,  welche  die  Eigenschaft  hat,  daß  für  jedes  %  ^  n 
I C;^  I  <  Ö  wird.     Alsdann  ist: 


^A-1 


^^ 


Arrn 


c«c»+r 


^A-l 


die  letzte  Reihe  ist  konvergent,  weil  der  Konvergenzradius  der  Reihe 

00 

^dj^ixf*^  größer  als  0  ist,  folglich  konvergiert  die  Reihe: 


A  =  0 


^«Ä^O^l 


^Ä-i 


A  =  0 


unbedingt,  und  6^  nähert  sich  bei  unbeschränkt  wachsendem  r  einer 
bestimmten  endULchen  Grenze.     Setzen  wir: 


Um6^  =  2^*^oCi--CÄ_i  =  p, 


so  läßt  sich,  wenn  man  eine  Größe  S  >  li'  |  annimmt,  eine  Zahl  m 
von  der  Art  finden,  daß  |  6^  |  <  g  für  jedes  r^m  wird.  Ist  andrer- 
seits 6  positiv  und  kleiner  als  p,  so  läßt  sich  eine  Zahl  n  von  der 
Art  finden,  daß  |  c^  |  >  (?  für  jedes  r  ^  w  wird.  Man  hat  dann,  wenn 
s  eine  Zahl  bedeutet,  die  nicht  kleiner  als  m  oder  n  ist: 


hcxT 


h^x^ 


CaC.  •  •  •  c 


^-0^1 


^0*-! 


Ki^ 


^*  +  l^»  +  2  ■  •  * 


^*  T^»    ^»  +  l^«  +  2 


<s-2(ir- 


Nun  konvergiert  bekanntlich   ^  (— ]    für  jedes    S  <  <J,    und    <y 

unterliegt  der  einzigen  Bedingung,  kleiner  ai^  ^  zu  sein,  folglich 
konvergiert  die  Reihe  (2)  für  jedes  1^|  <  p,  und  ihr  Konvergenzradius 
ist  daher  mindestens  gleich  ^. 
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Es  bl^bt  nur  noch  zu  beweisen  übrige  daS  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  der  Konvergenzradius  von  (2) 
größer  als  q  ist,  darin  besteht,  daß  (1)  befriedigt  wird  oder,  was 
dasselbe  ist,  daß  p  verschwindet. 

Wir  nehmen  an,  (2)  sei  för: 

konvergent.     Hat    man    eine   Zahl   n    von    der  Art    bestimmt,   daß 
I  ^A I  <  S  ist  für  jedes  Ä  ^  n,  so  ist: 

r 


iS^'-^i^ 


c^ 


2\K\leS  .c.l>uJ'..c.lI!\^rU 


•-0^1  •  •  •  »-n  1  ;r^  1  «-n  +  l     •  •  ^r  I  |  ^0^1  '  '  *  ^n  ,  ^^„ 


nun  ist   die  links   stehende  Reihe  konvergent,  folglich  ist  es  auch 

00 

^\K\f  woraus  folgt: 

r  =  0 

lim6^=:0 

r=oo 

oder  p^O. 

Ist  umgekehrt  jp  =  0,  so  kann  man  schreiben: 

r  00 

A=0  A=r+1 

oder  auch: 

00 

Aar  +  1 

folglich  ist: 

pp  ^  r~  00  "1  00 


r  =  0 

wo: 


A  =  r  +  1 


r  =  0 


^r  =  ^Ö^A^r  +  1  ^r  +  2  *  *  *  ^Ä-1  ' 


A  =  r  +  1 


Wählt  man  eine  Größe  0  so,  daß  q  <0  <Cq'  ist,  so  läßt  sich 
eine  Zahl  n  von  der  Eigenschaft  finden,  daß  |  c^^  |  <  d  ist  für  jedes 

OD 

h'^n.    Da  andrerseits  ^a^^  ^^^  Konvei^enzradius  q' >  Q  hat,  so 

A=0 
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ist  (Art.  128),  wenn  man  eine  Größe  X  so  wSMt,  daß  d  <X<,q'  ist, 
und  mit  M  den  größten  absoluten  Betrag  der  betrachteten  Reihe  auf 
der  Kreislinie  mit  dem  Radius  X  um  den  Anfangspunkt  bezeichnet: 

Daraus  folgt  für  jedes  r  ^  n  — •  1: 

00  OD 


also: 


2'r^    <Ä    2(1)'. 


worin  die  letzte  Reihe  für  jedes  i<X  konvergiert.  Nun  unterliegt 
X  der  einzigen  Bedingung,  kleiner  sIb  q'  zu  sein;  folglich  darf  man 
schließen,  daß  der  Eonyergenzradius  yon  P(x)  mindestens  q'  ist 

00  OD 

866.     Sind  ^aj^x^  und  ^a^^^a^  zwei  Potenzreihen,  deren 

Eonvergenzradien  eine  bestimmte  Größe  q  übersteigen,  und 
werden  aus  ihnen  nach  dem  Verfahren  des  vorigen  Artikels 
beziehentlich  die  Reihen: 


OD 


r  =  0    L 


«0^1 


^'•a=o 


pw(x)-2 


r«0 


^0*-! 


4i)CoCi« 


^A-1 


abgeleitet,  die   beide  den  Konvergenzradius  q  besitzen 
mögen,  so  sind  diese  beiden  Reihen  gleichsingulär. 

Da  der  Konvergenzradius   von  P(x)   und   von  P^^^(x)   gleich  q 
ist,  so  muß: 


As=0 


^A-1  +  0,       ^ai^lc^c, 
sein.     Setzen  wir  demnach: 

00 


.1  +  0 


(1) 


^»-1 


fc  = 


J"«] 
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und  leiten  wir  ans  der  Beihe: 

OD  00 

nach  der  Methode  des  vorigen  Artikels  die  Beihe: 


P''K^)-i:    ZZ^.2'«l^'^oe.- 


r  =  0 


»•/irrO 


P(ic)-Z;PW(^) 


ab,  so  ist  wegen  (1): 


Daraus  folgt,  daß  der  Konvergenzradius  von  P^^\x)  größer  als 
Q  ist,  und  somit,  daß  die  Beihen,  P(x),  P^^\x)  gleichsingulär  sind. 

367«    Ist  eine  Beihe: 

Ä  =  0 

gegeben,  deren  Eonvergenzradius  q  sein  möge,  und  ist: 

lim^^=«^, 

A  =  oo     2a  ^/ 

wo  |c|  =  p,  so  kann  jede  vorgegebene  mit  (d(x)  gleichsingu- 
läre  Beihe  aus  einer  passend  gewählten  Beihe,  deren  Eon- 
vergenzradius >  (>  sein  möge,  vermittels  des  Verfahrens  des 
vorletzten  Artikels  erhalten  werden.  » 

Es  sei  irgend  eine  mit  g}(x)  gleichsinguläre  Beihe  Q(x)  ^^Uf^a^ 

00  A  =  o 

gegeben;  wir  wollen  beweisen,  daß  sich  eine  Beihe  ^gj.ixf'  mit  einem 

Ä  =  0 

Konvergenzradius  >  q  bilden  läßt,  aus  der  nach  dem  erwähnten  Ver- 
fahren die  Beihe  Q{x)  hergeleitet  werden  kann. 
Setzen  wir: 

(1)  <^h-hiki 
so  folgt  (Art.  363,  364): 

(2)  lim-^=l,       lJ,-Z,|<fj^far.i>Ä. 
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Wir  waMen  nun  die  c^  folgendermaßen: 

worans  sich  ergibt: 

(4)  ff*-         ' 

femer  setzen  wir: 

k^9o  +  9i% 


Co"!*»       ■  *** 


(5) 


^»  =  <^o  +  S'i«b  +  S'»«b«i  +  •  •  •  +  ^*CoCi 


"»-1 


woraus  folgt: 


9h' 


h-h-x 


Nach  der  zweiten  Formel  (2)  und  nach  (4)  ist  dann: 


\9h\< 


**- 


folglich: 


*I|«0«1"«J 


Da  r  <  1,  so  können  wir  |  so  wählen,  daß  p  <  |  <  —  ist;  dann 

ist  r|  <  p,  und  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  ist  konvei^ent,  folg- 
lich ist  es  auch  die  auf  der  linken  Seite.     Demnach   ist   die  Reihe 

00 

Sfff^ix^  für  einen  bestimmten  Wert  von  x  von  größerem  absoluten 

A=sO 

Betrage  als  q  unbedingt   konvergent,   und   ihr  Konvergenzradius  ist 
daher  größer  als  q.  ^ 

Wenden  wir  auf  die  Reihe   ^  gj^on^  das  Verfahren  des  vorletzten 


A  =  0 


Artikels  an,  wobei  die  Konstanten  c^  durch  die  Gleichungen  (3)  be- 
stimmt sind,  so  erhalten  wir  die  Reihe: 


p(»). 


■2, 

r  =  0    L 


CaC, 


0"! 


»-ÄrrO 


ö'a^o^ 


»'A-l 
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es  ist  aber  wegen  (4),  (5): 

r=ü  r=0 

womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

368.  Man  verdankt  Hadamard  den  folgenden  Satz^  der  später  auf 
andren  Wegen  von  Borel  und  von  Pincherle  bewiesen  worden  ist^): 

Werden  die  singulären  Punkte  der  durch  die  Potenz- 
reihen: 

00  OD 

erzeugten  analytischen  Funktionen  f(x),  fp{x)  allgemein   mit 
Uy  V  bezeichnet^  so  hat  die  durch  die  Reihe: 

00 

erzeugte  analytische  Funktion  ^(a;)  im  allgemeinen  als 
singulare  Punkte  die  Punkte  uv. 
Wegen  der  Identität: 


«.-i'C)i(-i)'(;)».-.r 


) 


1)  Hadamard  und  Borel  bedienen  sich  krummliniger  Integrale,  Pincherle 
benutzt  seine  Funktionalrechnung.  Wir  geben  im  wesentlichen  den  Beweis  von 
Pincherle  wieder,  gründen  ihn  aber  ausschließlich  auf  die  hier  dargelegten 
Begriffe. 

2)  Diese  Identität  läßt  sich  auf  folgende  Art  beweisen.    Wir  setzen: 

.-i[(?)iH.r(:).-,]. 

läßt  man  i  —  s  an  die  Stelle  des  r  treten  und  beachtet  man,  daß : 

C)-(.l,)- 


BO  hat  man: 

Tiyanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  25 


-i[(<)i<-«-(>-]-i[--i'-"'-ß)(0]- 
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kann  man  schreiben: 


00  A  t 


As=0     (sO    rsO 

OD  h 


wo: 


r  =  0 

es  ist  aber: 


»• 

^,=2'(-l)''(r)«'-- 

r  =  0 

00 

^0(a;)_il2'(*)6»a:*-', 

A  =  t 

folglich: 

00 

•  «0 

Nehmen  wir  an,  wir  hätten  von  den  Reihen: 

A  =  0  A  =  0  AtsO 

ausgehend,   wo  t  eine   beliebige  Größe   bezeichnet,   die   soeben   aus- 
geführten Rechnungen  wiederholt,  und  setzen  wir: 

Nun  ist: 
/h\/i\  hl  i\  h\  h  —  8\  /h\  /h  —  sX 


/h\  (i\_       nl  i\       _       h\  h  —  sl /h\  /h  —  s\ 


folglich: 


.=i[e)-,i<-..-(t;)]. 


oder,  wenn  wir  i  —  s  durch  j  ersetzen 


/^o  ^    J    /      |(l-l)*-  =  Oföi 


folglich  ist  ö  =  a^ 


'A- 
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i 


^(0 -2' (-!)'■(') »'-<*-% 

r  =  0 

SO  würde  sich  ergeben: 

«  =  0 

und  es  sollte  zwischen  Ri(x)  und  R(x)  die  Beziehung: 

stattfinden.     Hieraus  folgt  ein  neuer  Ausdruck  für  B(x),  nämlich: 

(1)  J2(^)  =  2'7rft(07«<'>(f)- 

Besitzen  im  besondem  alle  b^^  den  Wert  1,  so  ist: 

OD 

(2)  <2(^)=2'^  =  I^'     It(x)  =  Pix), 

A  =  0 

fo^lich: 
und  daher: 

setzt  man  diesen  Wert  in  (1)  ein  und  berücksichtigt  man  die  zweite 
der  Gleichungen  (2),  so  ergibt  sich: 


oder: 


00 

Pix)  =  (1  +  y)2(i,it)y'  =  (1  +  y)S(y), 


(3)  T^.-y 

gesetzt  worden  ist. 

25* 
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Es  sei  6  der  Eonvergenzradius  der  Potenzreihe  S{y).  Der  in 
der  ^- Ebene  liegenden  Kreislinie  um  den  Anfangspunkt  mit  dem 
Radius  6  entspricht  in  der  ^-Ebene  die  durch  die  Beziehung: 

=  6 


t  —  X 


bestimmte  Kreislinie  y  (Art.  198),  die  der  Ort  der  Punkte  ist,  deren 
Abstände  vom  Anfangspunkte  und  von  dem  Punkte  t  das  konstante 
Verhältnis  6  haben;  da  femer  (3)  y  =  0  für  ic  =  0  ergibt,  so  ent- 
spricht von  den  beiden  Gebieten,  in  die  die  a?- Ebene  durch  den 
Kreis  y  zerf  äUt,  dasjenige  dem  Innengebiete  des  Kreises  <j  der  y-Ebene, 
das  den  Anfangspunkt  enthält.  Bezeichnet  man  dieses  Gebiet  mit  C, 
so  kann  man  demnach  sagen,  der  arithmetische  Ausdruck: 

1=0 

oder,  was  dasselbe  ist,  der  Ausdruck: 

sei  in  dem  ganzen  Bereiche  C  konvergent;  es  läßt  sich  durch  An- 
wendung des  Satzes  des  Art.  111  auf  S{y)  sogar  schließen,  daß  der  Aus- 
druck (4)  in  jedem  Bereiche  innerhalb  C  gleichmäßig  konvergent  ist. 
Da  aber  dieser  Ausdruck  die  Reihe  F{x)  in  deren  Konvergenzkreis 
darstellt,  so  stellt  er  in  dem  ganzen  Bereiche  C  die  durch  P(x)  er- 
zeugte analytische  Funktion  f{x)  dar.  Auf  der  Kreislinie  y  besitzt 
fix)  mindestens  einen  singulären  Punkt  u,  und  es  ist: 

ü     I 

t  —  ü  I  ~^  ^' 

Ist  andrerseits  x  ein  Punkt  innerhalb  des  Konvergenzkreises  von 
Q(x),  so  hat  man  für  die  Punkte  x  einer  bestimmten  Umgebung 
von  x: 

/=0 

und  daher,  wenn  man    t  ,  -r-  für  x,  x   setzt: 


«(t)-2'',«"{t)7(''-^>'- 
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Der  Konvergenzkreis  dieser  Reihe  muß  durch  einen  singulären 
Punkt  der  Funktion  <p  (-)  gehen;  nun  ist,  wenn  a;  =  ^  ein  singulärer 
Punkt  von  (p(x)  ist,  x  =  vt  ein  singulärer  Punkt  von  9?  (-7-);  der 
Konvergenzradius  der  betrachteten  Reihe  ist  daher: 

r  ^  \x  —  vt\. 

Bezeichnet  man  mit  M  den  größten  Wert  von  |  S{y)  \  auf  der  Kreis- 
linie |y|  =  <y'<<y,  mit  N  denjenigen  von  ^(  /)'  auf  der  Kreislinie: 

\x'  —  x\  =  r  <r, 
so  ist  (Art.  128): 

I         ,A  ,   ^    3f  11  ^:^/X\    1    \   ^    N 

lft(0i^7o   vt|ö^'Ht)7|^7^' 

folglich : 


Daraus  folgt  unmittelbar,  daß  die  Reihe  (1)  für  \x\<,  (j'r',  folg- 
lich für  \x\<^6x  oder  auch  für: 


I^K 


\X'-Vt\ 


unbedingt  konvergiert.    Diese  Ungleichung  kann  auch  folgendermaßen 
geschrieben  werden: 


X —  vt 


< 


UV 


UV  —  vt 


Betrachten  wir  also  die  Kreislinie  tf,  die  durch  den  Punkt  üv 
hindurchgeht  und  in  bezug  auf  welche  die  Punkte  0,  ^^  konjugiert 
sind,  so  konvergiert  der  Ausdruck  (1)  in  demjenigen  der  beiden  Gebiete, 
in  welche  d  die  Ebene  teilt,  das  den  Anfangspunkt  enthält.  Auf  der 
Kreislinie  6  liegt  folglich  im  allgemeincÄ  ein  singulärer  Punkt  von  R{x), 
Lassen  wir  t  stetig  variieren,  so  variiert  auch  die  Kreislinie  S  stetig, 
während  dasselbe  im  allgemeinen  hinsichtlich  ü  und  v  nicht  statt- 
findet; variiert  daher  d  innerhalb  bestimmter  Grenzen,  so  bleibt  der 
Punkt  UV  stets  derselbe.  Dieser  Punkt  wi?,  der  unendlich  vielen 
Kreislinien  d  gemeinsam  ist,  muß  ein  singulärer  Punkt  von  ^(a?)  sein. 

369.  Addiert  man  zu  f(x)  eine  Punktion  /i(ic),  die  sich  in 
dem   Punkte  u   regulär   verhält   und    deren   dem   Anfangspunkt   ent- 

sprechendes  Element  2  ^ih^  i®**?  ^^  erzeugt  die  Reihe: 

A  =  0 
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OD 

AsO 

eine  analytische  Funktion  Gi(x)  von  der  Art^  daß: 

ilfi(x)  =  <d(x)  —  t(po) 

im  allgemeinen  in  den  Punkten  üv  regulär  ist.  Da  nämlich  v  ein 
singulärer  Punkt  von  (p{x),  ü  aber  kein  solcher  von  fi{x)  ist,  so  hat 
die  Funktion  t^(x),  welche  von  /i(ic)  und  (p(x)  gerade  so  abhängt 
wie  t(p^)  von  f(x)  und  (p(x),  in  üv  keine  Singularität. 

Eine  Ausnahme  würde  der  Fall  bilden,  in  welchem  es  zwei 
singulare  Punkte  u,  ü  und  zwei  andre  v,  v  von  der  Art  gäbe,  daß 
UV  =  UV  wäre;  ist  dann  u  singulär  für  fi{x),  so  kann  es  üv  oder  üv 
für  ^i(a;)  sein. 

870.  Das  im  vorigen  Artikel  gewonnene  Ergebnis  läßt  sich 
dahin  aussprechen,  daß  die  Natur  der  Singularität  üv  im  all- 
gemeinen durch  die  der  Singularitäten  ü,  v  bestimmt  wird. 

Hat  z.  B.  f(x)  in  ü  einen  Pol  m-ter  Ordnung,  q)(x)  in  r  einen 
Pol  w-ter  Ordnung,  so  dürfen  wir  statt  f(x),  q){x)  die  Funktionen: 

Tztn 

f(x)  =  (m- 1)1     "     ^, 

—n 

'^(x)  =  (w  —  1)1 


{v—xf 


in  Betracht  ziehen,  deren  dem  Anfangspunkt  entsprechende  Elemente 
(vergl.  Art.  136)  folgende  sind: 


P{x)^^  h(h-l).-.(h-m  +  2){f) 


aj\Ä-m  +  l 


A  =  m-1 


Va  +  i)(Ä  +  2)...(Ä  +  m-l)(|)", 


h  =  0 


vÄ-n+1 


Ä  =  «-l 


Qix)  =^Kh  -!)...{%- n +  2)  (1) 

PC 

=2'(Ä+l)(Ä  +  2)--(A  +  n-l)(|) 
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Die  Reihe: 

Bix)=^ih  +  l)..-Qi  +  m-l)(h  +  l)-(h  +  n-l)(^Y 

A  =  ü 

erzeugt  eine  Funktion  tix),  die  in  üv,  wie  wir  jetzt  beweisen  werden, 
einen  Pol  m  +  n  —  1-ter  Ordnung  besitzt. 

Der  Satz  ist  offenbar  richtig  für  n  =*  1,  weil  ja  dann: 

5(a.)=2'(A +!)(*  + 2)    ••(Ä  +  m-l)(^)*=.(m-l)l-|5l_ 

ist;  es  genügt  demnach,  ihn  durch  vollständige  Induktion  zu  beweisen. 

Es  ist^): 

(Ä  +  m)(Ä  +  w  +  l)-..(A  +  m  +  n~2)  =  (Ä+l)(Ä  +  2)---(Ä  +  w~-l)  + 
+  f  7  ^)  (A  +  1 )  (A  +  2)  . . .  (A  +  n  -  2)  (m  -  1 )  + 

+  f'7^)  {h  +  1)(A  +  2)  ...  (A  +  w  -  3)(m  -  l)m  +  ...  + 

+  Cl2)('*  +  1)(^  -  1)^(^  +  1)  .. .  (m  +  w  -  4)  + 
+  (m  -  l)m(m  +  1)  .  •  •  (m  +  n  —  3), 
folglich: 

OD 

A  =  0 

-(^-')(m-l)^ih-f-l).:ih  +  m-l){h  +  l)^..(h  +  n-2)(0- 

A  =  0 

OD 

^  A  =  0 

...(Ä  +  n-3)(^)* (;;:i)(m-l)m...(m  +  n-4)J'(Ä+l).. 

...(h  +  m-l)(h+l)  {0-{m  -  l)m(m  +  1)  •  • 


Ä  =  0 


1)  Capelli,  Lezioni  di  algebra  complementare ,  Neapel  1895,  S.  99,  wo 
man  statt  x^y^n  beziehentlich  h-\-l^  m  —  1,  n  —  1  setzen  muß. 
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Das  erste  Glied  rechts  ist  das  dem  Anfangspunkte  entsprechende 
Element  der  analytischen  Funktion: 

die-  ersichtlich  in  üv  einen  Pol  m  +  n  —  1-ter  Ordnung  besitzt;  was 
die  übrigen  Glieder  betrifft^  so  sind  die  in  denselben  auftretenden 
Beihen  diejenigen^  die  man  aus  B(x)  erhalten  würde,  wenn  man 
n  —  1,  w  —  2,  •  •  •  für  m  setzte;  sie  sind  folglich  —  da  der  Satz  für 
alle  Werte  von  n  als  gültig  vorausgesetzt  wird^  die  kleiner  sind  als 
der  in  Betracht  gezogene  —  Elemente  analytischer  Funktionen,  die 
in  üv  beziehentlich  einen  Pol  n  —  2-ter,  n  —  3-ter,  •  •  •  Ordnung  be- 
sitzen. Demnach  erzeugt  der  ganze  Ausdruck  eine  analytische  Funk- 
tion t(x),  die  in  uv  genau  einen  Pol  m  +  n  —  1-ter  Ordnung  besitzt. 
Dasselbe  läßt  sich  nach  dem  im  vorigen  Artikel  entwickelten 
Prinzip  von  der  im  Sinne  des  Satzes  in  Art.  368  von  f(x)  und  fp(x) 
abhängenden  Funktion  ^(x)  behaupten. 

371.  Hurwitz  hat  einen  dem  Hadamardschen  analogen  Satz 
geliefert,  der  auf  andrem  Wege  auch  von  Pincherle  bewiesen 
worden  ist^): 

Werden  mit  w,  v  allgemein  die  singulären  Punkte  der 
durch  die  Potenzreihen: 


+  1 


erzeugten  analytischen  Funktionen  f(x)'VinA  (p{x)  bezeichnet, 
so  hat  die  durch  die  Potenzreihe: 


«© 


^  a^  +  i' 


A  =  0 

wo: 

A  h 

erzeugte  analytische  Funktion  tl;(x)  im  allgemeinen  als 
singulare  Punkte  die  Punkte  Uy  v,  u  +  v. 

1)   Wir   geben   auch  hier   den   auf  elementare   Form   gebrachten   Beweis 
Pincherles  wieder. 
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Es  ist: 


'<{i)-2S0m 


AsO     »  =  0 


2  ».2C).%J-2».2Cf)?^ 

•  =  0    L       h  =  i     *    '  *         J  ,._j         j_j     >  /  X 


+1  r 


h. 


9.«(^)  =  (-!)••  2'(*  +  l)(Ä  +  2)---(Ä  +  i)  3^  = 


-i-m^mJh.^ 


folglich: 

1  =  0 

Femer  ist: 

00 

(1)  9'«(a;)-2'Fr9'"'^'K^-0^ 

r  =  0 

also: 

00  oo 

f  =  0    r=0 

oder  auch;  wenn  i  +  r  =  w  gesetzt  wird: 

«  =  0 

wo: 

n 
»  =  0 

ist.     Nimmt  man  im  besondem: 

^0  =  1;  ^1  =  ^2  =  •  •  •  =  0 
oder  (p(x)  ^  —  an,  so  hat  man  c^^  =  a,,  und  folglich: 

da  aber  in  diesem  Falle: 


(2)  B(i)_2'i!^2'(-')'(:)v"--2'''.»^'f^' 

n=0  «=0  n=0 
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ist,  so  folgt  wegen  (2): 

Diese  Reihe  konvergiert  außerhalb  desjenigen  Kreises  um  t,  der 
in  seinem  Innern  und  auf  seinem  Umfang  alle  singulären  Punkte  von 
f{x)  enthält;  bezeichnet  man  also  mit  ü  einen  von  denjenigen  unter 
den  singulären  Punkten,  welche  den  größten  Abstand  von  t  haben, 
80  besitzt  die  Reihe: 

00 

den  Konvergenzradius: 

1 
6  ^ 


*  — M  I 


Ist  andrerseits  v  ein  gewisser,  für  verschiedene  Punkte  t  mög- 
licherweise verschiedener  singulärer  Punkt  von  q>{x),  so  konvergiert 
die  Reihe  (1)  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius: 

Wiederholen  wir  das  in  Art.  368  angewendete  Schlußverfahren, 
80  läßt  sich  daraus  folgern,  daß  der  Konvergenzradius  der  Reihe: 

7i  =  0 

mindestens  6t  ist  und  daß  folglich  die  Reihe: 

n  =  0 

für   Kör  oder  auch  für: 

\x  —  t  —  v\ 


1< 


\t-ü\ 

konvergiert. 

Die  Gleichung: 

I  X  —  ^  —  ^1  ^  j 


t  —  ü 


stellt  einen  Kreis  um  t  +  v  mit  dem  Radius  |^  — w|  dar;  man  er- 
sieht leicht,  daß  dieser  Kreis  durch  den  Punkt  u  +  v  hindurchgeht. 
Daraus  folgert  man  ähnlich  wie  in  Art.  368,  daß  w  -f  ^  im  allgemeinen 
ein  singulärer  Punkt  von  ^(a;)  ist. 
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Da  ferner  der  Anfangspunkt  sowohl  für  f{x)  wie  für  fp{x)  ein 
sii^ulärer  Punkt  ist,  so  darf  ü  =  0  oder  auch  !?  =  0  genommen 
werden,  woraus  folgt,  daß  v  bezw.  ü  singulare  Punkte  für  f{x)  sind. 

372.     Hadamards  Satz  (Art.  368)  gestattet  verschiedene  Erwei- 
terungen, von  denen  hier  eine  ganz  einfache  angegeben  werden  möge. 
Ist: 

00  OD 

Ä=0  Ä=0 

80  folgt  aus  dem  angeführten  Satze,  daß  die  singulären  Punkte  der 
durch  5ß;t(^)  erzeugten  Funktion  diejenigen  der  durch  5ß(a?)  erzeugten 
Funktion  sind  oder  die  Punkte,  die  man  aus  diesen  erhält,  wenn  man 
ihre  Produkte  zu  je  2,  zu  je  3,  •  •  •,  zu  je  h  mit  Wiederholung  bildet. 
Daraus  folgt: 
Ist: 

OD  OD 

wo  F{()  ein  Polynom  in  t  vom  Grade  Ic  bedeutet,  so  sind 
die  singulären  Punkte  der  durch  die  Reihe  D(ic)  erzeugten 
Funktion  diejenigen  der  durch  ^(x)  erzeugten  Funktion 
oder  die  Punkte,  die  man  aus  diesen  erhält,  wenn  man  ihre 
Produkte  zu  je  2,  zu  je  3,  •  •  •,  zu  je  Ic  mit  Wiederholung 
bildet. 

378.   Borel  hat  den  folgenden  merkwürdigen  Satz  aufgestellt: 

00 

Ist  eine  Reihe    ^ aj^cc!^  gegeben,   so  läßt  sich  stets  eine 

OP  A=0 

Reihe    ^hj^a^  mit  rationalen  reellen  oder  komplexen  Koef- 

Ä=0 

fizienten   so    bilden,    daß    die   Differenz    der   beiden    Reihen 
eine  ganze  Funktion  darstellt. 
Man  braucht  nur: 

6,  =  ^,,[^(10*X)  +  *^(10*X)] 

zu  nehmen,  wo: 

ö^A  =  öt^  +  ial 

ist  und  E  die  S.  262  angegebene  Bedeutung  hq.t.     Es  ist  nämlich: 
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folglich: 


Vl^h\<,^ 


Vi 

K  I  ^A  —  ^A  I  ^ 

und  daraus  schließlich: 

limV|«A-&J=0; 

demnach  ist  (Art  113): 

OD 

eine  ganze  Funktion.  ^  ^ 

Offenbar  haben  die  beiden  Reihen  ^a^^x^  und  2\x^  gleichen 

AsO  A=U 

Eonvergenzradius  und  sind  gleichsingulär. 

Über  die  singulären  Punkte  der  analytischen  Funktionen^). 

374.  Das  Problem,  die  singulären  Punkte  einer  durch  eins  ihrer 
Elemente  gegebenen  analytischen  Funktion  zu  bestimmen,  ist  noch 
weit  von  seiner  Lösung  entfernt  und  bietet  ohne  Zweifel  die  er- 
heblichsten Schwierigkeiten.  Nicht  einmal  das  einfachere  Problem 
ist  allgemein  gelöst  worden,  die  auf  dem  Konvergenzkreise  liegenden 
singulären  Punkte  einer  Potenzreihe  zu  bestimmen.  Diese  Probleme 
sind  aber  in  den  letzten  Jahren  Gegenstand  vieler  Untersuchungen 
gewesen,  die  zu  mannigfachen  und  bedeutenden  Ergebnissen  geführt 
haben.  Wir  beabsichtigen,  aus  diesen  Ergebnissen  die  einfachsten 
auszuwählen  und  systematisch  zusammenzustellen,  und  werden,  um 
unsere  Aufgabe  zu  erleichtem,  versuchen,  sie  möglichst  unter  einer 
Anzahl  von  grundlegenden  Fragen  unterzubringen.  Dergleichen  dürften 
folgende  sein: 

1.  die  Bedingungen  aufzusuchen,  unter  denen  ein  gegebener  Punkt 
für  eine  Potenzreihe  singulär  oder  nicht  singulär  oder  singulär  von 
einer  gegebenen  Art  ist,  oder  mit  gegebenen  Singularitäten  behaftete 
Potenzreihen  zu  bilden; 


1)  Borel  60,  69,  70,  71,  72,  73,  633,  Chessin  122,  Desaint  131,  134, 
Dianes  543a,  Faber  146,  147,  ö44a,  546,  Fabry  150,  151,  162,  163,  Fatou 
647,  648,  Hadamard  184,  186,  187,  Jahraus  574,  Koenig  229,  Lasker  241, 
Leau  243,  244,  246,  247,  248,  Lecornu  249,  Lerch  268,  260,  Lindelöf  270, 
272,  273,  Me'ray  301,  Mittag-Leffler  306,  329,  330,  332,  Osgood  339,  343, 
Painlevä  365,  Pompeiu  617,  Pringsheim  402,  404,  406,  406,  408,  409,  411, 
413,  417,  418,  620,  Le  Roy  428,  430,  431,  Servant  466,  Stäckel  462, 
Stieltjes  466,  Stolz  637,  Thom^  480,  Vivanti  606,  Zoretti  672. 
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2.  hinreichende  Bedingungen  dafür  anzugeben^  daß  alle  Punkte 
des  Umfangs  des  Konvergenzkreises  einer  Potenzreihe  singulär  sind; 

3.  zu  untersuchen^  wie  sich  eine  Potenzreihe  auf  ihrem  Konver- 
genzkreise verhält; 

4.  gewisse  Gebiete  zu  bestimmen,  in  denen  eine  analytische 
Funktion  keine  singulären  Punkte  hat; 

5.  analytische  Funktionen  mit  einer  endlichen  Anzahl  singulärer 
Punkte  oder  mit  bestimmten  singulären  Punkten  zu  bilden  oder  die 
singulären  Punkte  einer  analytischen  Funktion  unter  gewissen  Um- 
ständen zu  bestimmen; 

6.  die  Beziehungen  zu  untersuchen,  die  in  einem  singulären 
Punkte  zwischen  einem  arithmetischen  Ausdrucke  und  der  durch  ihn 
dargestellten  analytischen  Funktion  bestehen. 


1.  Frage. 
375.    Lecomu  hat  1887  folgenden  Satz  aufgestellt: 

OD 

Besitzt    die    Potenzreihe    ^ (x)  =  ^CLf, ^    auf    dem    Kon- 

vergenzkreise    einen    einzigen    singulären    Punkt   te,    so    ist 

lim ==»  M  und  umgekehrt. 

Hadamard  bemer'kte,  daß  dieser  Satz  nicht  immer  zutrifft. 
Der  erste  Teil  gilt  unzweifelhaft,  solange  u  ein  Pol  ist. 
Bezeichnet  man  mit  m  die  Ordnung  des  Poles  w,  mit  f{x)  die 
von  ^{x)  erzeugte  analytische  Funktion,  so  hat  man: 

wo  g{x)  eine  in  u  reguläre  Funktion  ist,  die  alle  Qbrigen  Singulari- 
täten von  fix)  besitzt.  Da  f{x)  auf  dem  Kreise  vom  Radius  p  =  j  n  | 
um  den  Anfangspunkt  keine  anderen  Singularitäten  als  u  hat,  so  ist 
die  Funktion  ^(a?)  auf  diesem  Kreise  regulär,  und  ihr  dem  Anfangs- 
punkt entsprechendes  Element  hat  einen  Konvergenzradius  q  >  q. 
Setzen  wir  nun: 

A^  A      ^  A^ 

so  hat  das  dem  Anfangspunkte  entsprechende  Element  SR(a;)  dieser 
Funktion  den  Konvergenzradius  q]  es  ist  femer: 
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*("'>- i^:^  2  **  + ^' <*  + ^' ■■■  ^^ +  "■" 'H¥)*+ 

^v^  -.00 


Ä  =  0 


woraus  folgt: 


''     ;?tWi[(^('^+2)--(*+-)  +  --+^-'"-']  ' 


u 

und  somit: 

h 
lim  -V —  =  M. 

An»    ^A  +  1 


Nun  sind  die  beiden  Reihen  ^(x),  ^(x)  gleichsingulär,  weil  der 
Konvergenzradius  der  Reihe  ^(x)  —  iR(x)  größer  ist  als  ihr  gemein- 
samer Konvergenzradius;  folglich  ist  (Art.  363): 


lim s=s  lim 


A  =  Qo  ^Ä  +  1         A  =  oo   ^A  +  1 

Dagegen  trifft  der  Satz  nicht  immer  zu,  wenn  u  kein  Pol  ist. 
Auch  der  zweite  Teil  des  Satzes  ist  nicht  allgemein  richtig.    Es 
läßt  sich  indessen  der  folgende  Satz  beweisen^): 

®A  /M 

Nähert  sich  für  limÄ  =  cx)  einer  Grenze  u,  so  ist  u 

«A+l 

ein  singulärer  Punkt. 


376.  Es  sei  ein  Punkt  auf  dem  Konvergenzkreise  einer  Potenz- 
reihe gegeben;  wir  wollen  entscheiden,  ob  er  ein  singulärer  Punkt 
ist  oder  nicht. 

Diese  Frage  wird  in  einem  besonderen  Falle  durch  den  folgenden 
Satz  beantwortet: 


1)  Siehe  Hadamard  184,  S.  2Ö. 
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Hat  eine  Potenzreihe  mit  positiven  Koeffizienten  einen 
endlichen  Konvergenzradiuß  q,  so  ist  für  sie  der  Punkt 
x  =  Q  ein  singulärer  Punkt. 

Es  sei  wie  gewöhnlich: 

00 

die  betrachtete  Reihe.  Um  den  Anfangspunkt  werde  mit  einem 
Radius  c<q  ein  Kreis  beschrieben,  mit  x  =^  x^  aber  irgend  ein 
Punkt  des  Umfangs  dieses  Kreises  bezeichnet,  während  x  ^  c  ihr 
Schnittpunkt  mit  dem  positiven  Teile  der  reellen  Achse  ist.  Dann 
gilt: 

00 

(1)  w\c)^^^,^%c)(x-cr, 


(2)  ^{x\x,)  =^^  rK^o)(^  -  x,r, 

femer: 


r  =  0 


ir>(^o)!  = 


2(Ä  +  r)(Ä  +  r-l)...(Ä+l)a,^X 


A»0 


00 


A  =  0 


die  Koeffizienten  von  (1)  sind  demnach  nicht  kleiner  als  die  absoluten 
Beträge  der  entsprechenden  Koeffizienten  von  (2).  Daraus  folgt,  daß 
der  Konvergenzradius  ö(c)  von  (1)  nicht  größer  ist  als  derjenige  B{x^ 
von  (2): 

e{c)£d{x,). 

Da  nun  die  auf  dem  Konvergenzkreise  liegenden  singulären  Punkte 
eine  abgeschlossene  Menge  bilden,  so  besitzt  die  Gesamtheit  ihrer 
Abstände  vom  Punkte  c  ein  Minimum  ö.  Nehmen  wir  an,  der  Punkt 
X  ^=^  Q  sei  nicht  singulär,  so  ist  d  >  ^  —  c;  ist  nun  x^  ein  von  c  um 
d  abstehender  singulärer  Punkt,  und  wählen  wir  x^  gerade  auf  dem 
Radius  0^^,  so  ist: 

e{c)  =  *,  e{x^  =  I  a^i  -  a^o  I  =  (>  -  c  <  tf , 

folglich  B{x^  <  ö(c),  was  unmöglich  ist.  Also  ist  x^  q  ein  singu- 
lärer Punkt. 
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3 77«    Wir  nehmen  die  Frage  des  vorigen  Artikels  wieder  auf. 
Der  Einfachheit  halber  sei  der  Konvergenzradins  der  Potenzreihe 

OD 

f{x)  ^^aj^a^  gleich  Eins,  der  zu  untersuchende  Punkt  x  =  1, 

Wir  setzen: 

«  t 

^  ~      t  +  i 
oder  auch: 

so  daß: 

.    /•W=2'(-l)*«*,7Xlvi--9'(0 
und  für  |<1<1  (Art.  135): 

ist;  diese  Doppelreihe  läßt  sich  unter  Anwendui^  des  Hilfssatzes  von 
Weierstraß  (Art.  132)  auf  die  Form: 

OP 

(1)  9'(0  =  «o+2^*^ 

bringen,  wo: 


».-(-v^Gi:)». 


Ä  =  i 


ist.      Dem    Kreise     |a;|==l     entspricht    in    der    <- Ebene    die    Linie 


t 


.  ^    =1   oder   I  ^  I  =  I  ^  +  1 1 ,  d.  h.  der  Ort  der  von  den  Punkten 

0,-1  gleichweit  entfernten  Punkte,  also  die  Gerade  SRi  =  — 4-;  dem 
Innern  dieses  Kreises  entspricht  die  Gesamtheit  der  Punkte,  für  die 
1  ^  I  <  i  ^  +  1 1  ist,  d.  h.  der  Teil  der  Ebene,  der  sich  rechts  von  dieser 
Geraden  befindet;  dem  Punkte  x  =  1  entspricht  der  Punkt  ^  =  -—  4'- 


1)  Die  Transformation: 


*~l-aj' 


•die  man  hieraus  durch  Veränderung  des  Vorzeichens  von  x  erhält,  wird  gewöhn- 
lich als  Eulersche  Transformation  bezeichnet. 
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Ist  a?  =  1   Singular  für  f(x)^  so  ist  es  ^  =  — -J-  für  (p(t)\   der  Kon- 
vergenzradius  von  (1)  ist  alsdann  genau  \^  und  man  hat: 

Im  entgegengesetzten  Falle  ist: 

iimVWI<2. 

*=» 

378.     Allgemeiner  läßt  sich  sagen: 
Setzt  man: 

wo  Y  eine  beliebige  positive  Größe  bedeutet,  so  erhält  man: 


wo: 


A:=l 


ist.     Dem  Kreise  |a;|  =  1  entspricht  der  Kreis: 


1 


l*  +  i|      y' 

d.  i.  der  Ort  der  Punkte,  deren  Entfernungen  von  den  Punkten  0,-1 

das  konstante  Verhältnis  —  besitzen;  dem  Innern  des  Kreises  |  a?  |  =  1 

entspricht  von  den  beiden  Teilen,  in  welche  die  ^- Ebene  durch  den 
transformierten  Kreis  geteilt  wird,  derjenige,  welcher  den  Punkt  ^  =  0 

enthält;   dem  Punkte  o;  ==  1   entspricht   der  Punkt  t= -r-r .     Es 

ergibt  sich  hieraus  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daS  der  Punkt  x  =^1  singulär  ist: 

379«  Eine  Folge  der  soeben  gewonnenen  Ergebnisse  bildet  der 
Satz:  Liegen  die  die  Koeffizienten  a^^  darstellenden  Punkte 
mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  innerhalb  oder  auf 
den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  mit  dem  Scheitel  im 

Vivanti,  Theorie  dar  eindeutigen  analytiaohen  Funktionen.  26 
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Anfangspunkte,  so  ist  a;  =  1  ein  singulärer  Punkt  für  die 
Reihe  Saf^a^  (deren  Konvergenzradius  immer  =  1  angenommen  wird). 
Setzt  man: 

so  läßt  sich  die  Voraussetzung  des  Satzes  analytisch  dadurch  aus- 
drücken, daß  für  alle  Werte  von  p^  q,  die  größer  sind  als  eine  be- 
stimmte Zahl  n,  die  Relation: 

(1)  cos((J,-(J^)^0 

stattfindet.     Nun  ist: 

2  m  2wt 

mithin: 

2w  2yn 

I  ^.  I*  -  2  m  T«! + '  2  (':-,)  (':s^')  %«.-  » -  *j- 

Nimmt  man  der  Einfachheit  halber  alle  Koeffizienten  a^^,  deren 
Index  h  die  Zahl  n  nicht  übersteigt,  gleich  Null  an  (was  weder  auf 
den  Konvergenzradius  noch  auf  die  Singularitäten  von  Einfluß  ist), 
so  erhält  man,  wenn  die  Bedingung  (1)  erfüllt  ist: 

i»,j'sC:r,')'< 

oder: 

|,       ,  ^  /2m— 1\        _   1  (2w)! 

mithin: 

1 

1     (2  m! 


,>,2mn|/    i 
l        '        m 


Nun  ist  (vgl.  Art.  259): 


i_  _t_ 


mithin: 


^-«,     2w  c  ' 

ms  OD 


1 
\2m 


Um(?^  =  2; 


m  =  Qo 


(Wl)" 
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femer  ist; 

Da  überdies  (Art.  113): 

1^ 

lim  a^  =  1 

m  =  oo 

ist;  SO  ergibt  sich  daraus: 


folglich: 


1 


lim|6„|"'^2. 


Dieser  Grenzwert  kann  aber  überhaupt  nicht  größer  als  2  sein 
(vgl.  Art,  377),  also: 

«1=00 

womit  die  Behauptung  erwiesen  ist. 

380.  Um  zu  erkennen,  ob  ein  Punkt  singulär  ist,  bietet  sich 
noch  eine  andre  Methode,  die  wegen  der  Folgerungen  dargelegt  zu 
werden  verdient,  zu  denen  sie  Anlaß  gibt. 

Wir  setzen  den  Konvergenzradius  wiederum  =  1  voraus  und 
untersuchen,  ob  der  Punkt  x  =^  1  singulär  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  einen  reellen  Wert  ß  an,  der 
positiv  und  kleiner  als  1  ist;  der  Punkt  1  wird  dann  singulär  oder 
nicht  singulär  seia,  je  nachdem  die  in  bezug  auf  den  Punkt  ß  trans- 
formierte Reihe  einen  Konvergenzradius  besitzt,  der  gleich  oder  größer 
ist  als  1  —  ßy  oder  auch  (Art.  113),  je  nachdem  für  die  Koeffizienten 

am  dieser  Reihe  lim  ^[^7  =  TZTß  ^^®^  <  T^^  ^^*'     ^^^  Frage  ist 
auf  diese  Weise  zwar  theoretisch  erledigt;  allein,  da: 


^«^)=2'fi>-*^* 


ist,  so  erhebt  sich  insofern  eine  wesentliche  Schwierigkeit,  als  a^ 
von  einer  unendlichen  Anzahl  von  Koeffizienten  der  gegebenen  Reihe 
abhängig  ist.  Diese  Schwierigkeit  läßt  sich  indessen  umgehen,  weil 
sich  ja  der  Ausdruck  für  am  durch  die  Summe  einer  endlichen  Anzahl 
von  Gliedern  ersetzen  läßt,  ohne  daß  sich  seine  obere  Grenze  verändert. 

26* 
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Wir   setzen,    wie   bisher,  lO'fil'^  cCh-     ^^   ^^^  Konvergenzradiua 
der  gegebenen  Reihe  1  ist,  so  gilt  für  jedes  hinreichend  große  h: 

«,<(!  +  ef. 

Beachten  wir  femer,  daß  r^'^  \  m'^hh  ein  Glied  der  Entwicklung 
von  (m  +  *)•"+*  ist,  so  ist: 


'm  +  Ä\^(m  +  Äy 


TT)  < 


,m  +  A 


-^m  |,A 

also: 


(*"+>-.-H*^*<-iÄ^-(i+*)"'"*^*' 


m   fi 
wofür  man  auch  schreiben  kann: 


Frr)«...^<a+')(i+s)[a+')(i+fM"- 

Wir   denken   uns  jetzt   a   so    gewählt,   daß    (1  + «)  /J  <  1    wird. 
Nehmen  wir  nun  eine  Größe  k  so  an,  daß: 

(l  +  e)^<*<l 

ist,  so  läßt  sich  eine  Größe  H  von  der  Art  angeben,  daß  für  jedes 


m 


(i  +  *)(i  +  f)^<Ä- 


wird,  und  ebenso  eine  Größe  H'  von  der  Art,  daß  für  jedes  —  >  -ff': 


(l  +  e)(l  +  i)*^<j:^ 


wird^).     Man  hat  dann  für  ein  hinreichend  großes  - 


1)  Setzen  wir  zur  Abkürzung  1  -j =  w,  so  ist: 


n 

\     *    m/  k 


Ist  nun  k<^lf  V  eine  bestimmte  positive  Größe,  und  nimmt  man  eine  Grdfie  l 
derart  an,  daß  k^<Cl<Cl,  so  ist  für  ein  hinreichend  großes  n: 


nk" 


=  (i+J)f<z<i, 
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FfrK^'<a+^)('+-:-)*'^<ri-,- 

mid  unter  der  Yoraussetzung^   daß    die   soeben  hingeschriebene  Un- 
gleichung für  jedes  h'^n  gilt: 

i'r:>.«^<i'(-r)a+')-"^- 

hszn  hssn 

•  =  0  ^ 

-(-+")(l+.)»",i-J'(l+JfJ)(l+^,)...{l+Ji,)(l+.)'/i'< 

woraus  folgt: 


"*    /  OD 

Daraus  ergibt  sich  (Art.  118),  daß  die  beiden  Grenzwerte: 


ÜxaYM,     lim 


n-X 


A  =  0 


wo  sich  n  zugleich  mit  m  ändert,  zugleich  ==  titr  ^^^^  ^  T^6  ^^^ 

881.  Das  gewonnene  Ergebnis  führt,  ganz  abgesehen  davon,  daß 
es  die  Lösung  unserer  Aufgabe  erleichtert,  zur  Bildung  von  Potenz- 
reihen mit  vorgegebenen  Singularitäten^). 

folglich: 

^^  ^'' 

usw.  Es  nimmt  daher  nJ(^  ab,  sobald  n  über  einen  bestimmten  Grenzwert  hinaus 
wächst;  nimmt  ferner  n  um  v,  2v,  Sv,  •••  zu,  so  nimmt  nk^  rascher  als  die 
Glieder  einer  fallenden  geometrischen  Reihe  ab,  strebt  also  der  Null  zu. 

1)  Durch  diese  Fassung  soll  nicht  etwa  ausgeschlossen  sein,  daß  die  Eeihe 
außer  den  vorgegebenen  Singularitäten  noch  an£e  habe;  dieser  Fall  tritt  z.  B. 
sogar  notwendigerweise  ein,  wenn  die  vorgegebenen  singulären  Punkte  eine  nicht 
abgeschlossene  Menge  bilden. 
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Wir  setzen  der  Kürze  halber: 


ir:')»-*.-^-;- 


Hat  die  Reihe  ^a^^  den  ßingularen  Punkt  rp=  1,  so  hat  die 


AbO 


Reihe  ^a^^a?*,  in  der  a^  «^  c"*"'a;i  ist,  den  singulären  Punkt  x  =  (^\ 


A  =  0 


Wählt  man  auf  dem  nach  diesem  singulären  Punkt  gehenden  Radius 
den  Punkt  /Je""*,  und  bildet  man  den  entsprechenden  Ausdruck  a^, 
so  ist,  wie  man  leicht  sieht,  |  a«  |  =  I  dl,  \ .  Da  femer  nach  der  ge- 
machten Voraussetzung: 

ist,  SO  können  wir  auf  unendlich  viele  Weisen  derartige  Folgen: 

(1)  a;;^,  a;;^,  •  •  • 

finden,  daß  die  Folge  der  m-ten  Wurzeln  der  absoluten  Beträge  der 

Glieder    den  Wert  ;; 3  zur   Grenze   hat.      Es    seien   mm   auf  dem 

Konvergenzkreise  r  Punkte  e*"i%  &"^%  -  •  •,  ^r'  gegeben,  die  singulare 
Punkte  der  zu  bildenden  Reihe  sein  sollen.  Wir  bilden,  falls  es 
möglich  ist,  aus  den  Koeffizienten  der  gegebenen  Reihe  r  Folgen  (1), 
die  wir  S^,  Sj,  ••,  S^  nennen  wollen,  und  zwar  so,  daß  je  zwei  derselben 
kein  gemeinsames  Element  besitzen.  Werden  sämtliche  in  S,  vorkom- 
menden Koeffizienten  a^  mit  e"^^**  multipliziert,  so  besitzt  die  Summe 
der  so  gebildeten  Reihen  offenbar  die  verlangten  singulären  Punkte. 
Ebenso  verfahrt  man,  wenn  die  Menge  der  gegebenen  Punkte, 
nicht  endlich,  sondern  abzählbar  ist  Ist  diese  Menge  im  besonderen 
auf  dem  ganzen  Konvergenzkreise  überall  dicht,  so  erhalten  wir  eine 
Reihe,  für  welche  sämtliche  Punkte  des  Umfangs  des  Konvergenz- 
kreises Singular  sind. 

Nehmen  wir  z.  ß.   die  Reihe    ^a^,   die  den  singulären  Punkt 

A  =  0 

00  =  1  hat,  und  versuchen  wir,  aus  ihr  eine  Reihe  mit  den  singulären 
Punkten  e^^%  •  •  •,  €f"r*  herzuleiten.  Wir  zerlegen  die  Reihe  in  die 
Summe  von  r  Reihen  P^,  P^,  •  •  •,  P^,  wo  P,  die  Glieder  von  der 
Beschaffenheit  enthält,  daß  die  höchste  im  Exponenten  von  x  ent- 
haltene Potenz  von  2  einen  Exponenten  hat,  der  nach  dem  Modul  r 
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kongruent  zu  s  ist.  Jede  dieser  Reihen  hat  den  Konvergenzradius  1 
und  folglich  (Art.  376)  den  singulären  Punkt  a;  =  1 ;  es  lassen  sich 
daher  aus   den  Koeffizienten  dieser   einzelnen  Reihen  Folgen  ä,  mit 

der  gemeinsamen  Grenze  ^ZTr    bilden.      Multipliziert    man    nun    die 

Glieder  von  P,  mit  den  entsprechenden  Potenzen  von  e  "*"**',  so  be- 
sitzt offenbar  die  entstehende  Reihe  den  singulären  Punkt  e^*%  folg- 
lich  besitzt   die  Summe   der   so    gewonnenen  Reihen   die  verlangten 

singulären  Punkte.    Ist  z.  B.  co,  = ,  so  sind  die  gegebenen  Punkte 

die  Ecken  eines  regelmäßigen  w-ecks,  von  dem  eine  Ecke  x  =  1  ist, 

CO      2  Ttihq 

und  die  Reihe  läßt  sich  ^e    '*     a^  schreiben,  wo  2^  die  höchste  in 

h  =  0 

Ji  enthaltene  Potenz  von  2  ist. 

00 

Zerlegen  wir   dagegen   dieselbe    Reihe  ^a^   in   unendlich   viele 

Reihen  Pq,  P^,  Pg,  •  •  •,  wo  P,  die  Gesamtheit  der  Glieder  ist,  deren 
Exponent  durch  2',  nicht  aber  durch  2*+^  teilbar  ist,  und  multipli- 
zieren wir,  falls  co  eine  zu  27t  inkommensurable  Gh-öße  ist,  die  Glieder 
von  P,  mit  den  entsprechenden  Potenzen  von  e^**"',  so  sind  für  die 
nun  gewonnene  Reihe  alle  Punkte  e*""*  singulare  Punkte;  da  diese 
aber  auf  dem  Konvergenzkreise  überall  dicht  sind,  so  sind  aUe  Punkte 
dieses  Kreises  singulär. 

382.    Aus  diesen  Darlegungen  lassen   sieh  noch  weitere  Folge- 
rungen ziehen. 

00 

Nehmen  wir  an,  die  Reihe  ^  a^^a^  besitze  auf  einem  Bogen  pq 

Ä  =  0 

ihres  Konvergenzkreises,  die  Grenzpunkte  eingeschlossen,  keine  Singu- 
larität, so  muß  sich  auf  dem  diesen  Bogen  halbierenden  Radius  ein 
solcher  Punkt  b  finden  lassen,  daß  der  Konvergenzkreis  der  in  bezug 
auf  den  Punkt  b  transformierten  Reihe  die  Punkte  Py  q  einschließt. 
Das  kann  nach  dem  Vorhergehenden  durch  die  folgende  Bedingungs- 
gleichung: 

ii^yf^  <  r  ^~ 

w  =  oo  I^        ^\ 

ausgedrückt  werden,  wo: 


Ä  =  0 


tizedby  Google 


Digitiz 


408     Dritter  Teil.    Ergänzungen  zur  Theorie  der  analjrÜBchen  Funktionen. 
Es  mögen  nun  unendlicli  yiele  Potenzreihen: 


*r(^)  =  2«r.m^'"  (r=l,  2,..-) 


masO 


Yorliegen;  die  nachstehende  Eigenschaften  besitzen: 

a)  Ihr  Eonvergenzradius  ist  gleich  1; 

b)  Sie  besitzen  auf  einem  bestimmten  Bogen  ihres  Konvergenz- 
kreises keine  Singularität,  so  daß  die  Beziehung: 

(1)  ii^yi^;r;^<    1 


für  jeden  Wert  vor  r  gilt; 

c)  Für  jedes  m  und  für  jedes  Ä  <  w,  wo  w  in  bestimmter  Weise 
von  m  abhängig  ist;  hat  man: 

wo  l  eine   bestimmte  positive  Größe  bedeutet,   die  kleiner  als  1  ist; 
in  Worten:  $«+i(a?)  ist  Tangente  an?ß^({r)  längs  des  Berührungs- 

polynomes  ^  öt^.m+A^"*"*"*  ==  ^m(^);  ^^  ^m  ^'^^  Wert  von  n  ist, 

der  dem  in  Betracht  kommenden  Werte  m  entspricht; 

d)  n^  wächst  oder  nimmt  wenigstens  nicht  ab,  solange  m  wächst 
(sollte  dies  nicht  der  Fall  sein,  so  ist  es  immer  erlaubt,  n^  zweck- 
mäßig zu  vergrößern);  femer  ist: 

(2)  Ü^t^-l^). 

ms  OD 

Bildet  man  aus  Gliedern,  die  man  aus  den  verschiedenen  Be« 
rührungspolynomen  beliebig  herausgreifb,  eine  Reihe: 


Ar=0 


SO  verhält  sich  auch  diese  Reihe,  welche  die  Einhüllende  der 
gegebenen  Reihenfamilie  genannt  werden  möge,  auf  dem  Bogen  pq^ 
regulär. 


1)  Einige  weitere  von  Leau  (244)  aufgestellte  Eigenschaften  sind  für  unsere 
Betrachtungen  enthehrlich. 
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Setzen  wir  a^  =  a^  j^,  .so  gehört  der  Koeffizient  a^  j^  dem  Be- 
riihrungßpolynome  D^(a;)  an,  mithin  ist  r  ^h  <Cr  +  n/^  man  kann 
femer  schreiben: 

wobei  m  derartig  vorausgesetzt  wird,  daß  r>m^  h  <^m  +  n^  ist; 
^^  ^m  ^  ^m+1  ^ '  •  •  ^^^  A^r>r— !>•••,  so  gilt  für  ein  %  das 
nicht  größer  als  r  und  nicht  kleiner  als  m  ist: 

folglieh  gehören  sämtliche  Koeffizienten  üj^  ^  Berührungspolynomen  anl 
Daraus  folgt: 

\(^k^.uH'-%n\<V'     (^•  =  w,  m+1,  ...,  r-1) 
und  somit: 

\0'k-<^ra,H\<{r-m)l^^Qi-m)l\ 

Nun  ist: 


mithin,  wenn  wir  |  &  |  =  /3  setzen : 


i=0  j=0 


Daraus  folgt  wegen  (2): 

?«=  OD  r 

nimmt  man  aber: 
so  ist: 
folglich: 

(3)  •    iimy;a;-a;;,„.|<^q-g^^^_^^. 
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Da  schließlich  a,'n  ='am,m  +  (a'm  —  a'^,m)  ist,  so  folgt  aus  (1),  (3) 
(Art.  118): 

womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Der  dargelegte  Satz  gibt  zu  interessanten  Anwendungen  Anlaß, 
die  aber  hier  unerörtert  bleiben  müssen^). 

2.  Frage. 

383.  Wenn  wir  fragen,  ob  bestimmte  Bedingungen  erfüllt  sein 
müssen,  damit  sämtliche  Punkte  des  Umfangs  des  Konvergenzkreises 
singulär  sind,  so  erfordert  schon  die  Fassung  der  Frage  an  sich 
eine  vorausgehende  Erörterung.  Borel,  Fabry  und  Pringsheim  haben 
gezeigt,  daß  diejenigen  Potenzreihen  die  allgemeineren  sind, 
in  denen  sämtliche  Punkte  des  Umfangs  des  Konvergenz- 
kreises singulär  sind,  m.  a.  W.,  daß,  damit  nicht  alle  Punkte 
des  Konvergenzkreises  singulär  sind,  gewisse  Relatianen 
zwischen  den  Koeffizienten  gelten  müssen.^)  Diese  Behauptung 
ist  in  dieser  Form  gerade  unbestimmt  genug,  um  Bedenken  zu  er- 
regen. Anscheinend  müßten  ja,  weil  jede  Potenzreihe  in  x  eine 
analytische  Funktion  erzeugt,  den  allgemeineren  Reihen  auch  die 
allgemeineren  Funktionen  entsprechen,  während  man  doch  andrerseits 
nicht  diejenigen  Funktionen  als  die  allgemeineren  ansehen  kann,  deren 
Existenzbereich  kreisförmige  Gestalt  hat,  sondern  eher  diejenigen, 
deren  singulare  Punkte  in  völlig  beliebiger  Weise  über  die  Ebene 
verteilt  sind.  Wenden  wir  ferner  auf  eine  Potenzreihe  von  besagter 
Art  die  Transformation: 


an,  wo  c  beliebig  ist,  so  verwandelt  sie  sich  in  eine  Funktion  von  ^, 

1)  Leau  244. 

2)  Eine  solche  Behauptung  mußte  um  so  befremdender  erscheinen,  als 
alle  längst  bekannten  elementaren  Funktionen  in  der  ganzen  Ebene,  einzelne 
Punkte  höchstens  ausgenommen,  existieren.  Es  hat  sich  hier  wiederholt,  was 
in  der  Analysis  schon  mehrfach  geschehen  ist:  während  man  von  vornherein 
annahm,  alle  Funktionen  ließen  sich  integrieren,  differentiieren  usw.,  weiß  man 
jetzt,  daß  eine  völlig  ajlgemeine  Funktion  weder  integriert  noch  differentiiert 
werden  kann,  daß  sie  vielmehr,  um  diese  Eigenschaften  zu  besitzen,  gewissen 
Sonderbedingungen  genügen  muß.  Was  die  Mathematiker  in  dem  einen  Falle 
wie  im  andern  irregeleitet  hat,  ist  der  Umstand,  daß  alle  Funktionen,  die 
in  den  gewöhnlichen  mathematischen  Untersuchungen  vorkamen,  zufälligerweise 
den  angedeuteten  Bedingungen  genügten. 
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deren  Existenzbereich  eine  Halbebene  ist;  als  allgemeinere  Funktionen 
müßten  wir  sonach  diejenigen  ansehen^  deren  Existenzbereich  eben 
diese  Form  hat.  Derartige  Betrachtungen  ließen  sich  bis  ins  Unend- 
liche weiterspinnen. 

Es  drangt  sich  also  die  Notwendigkeit  auf^  dem  aufgestellten 
Satze  eine  bestimmtere  Form  zu  geben. 

Wir  wollen  ihn  folgendermaßen  aussprechen: 

Damit  die  Menge  der  singulären  Punkte  einer  Potenz- 
reihe nicht  auf  dem  ganzen  Umfange  des  Eonvergenzkreises 
überall  dicht  sei  (die  Reihe  also  eine  über  den  Umfang  hinaus 
fortsetzbare  Funktion  erzeuge*)),  müssen  zwischen  den  Koeffi- 
zienten   der   Potenzreihe    gewisse   Beziehungen   stattfinden. 

Pringsheim  hat  den  Satz  folgendermaßen  bewiesen. 

Es  liege  eine  Potenzreihe: 

vor,  deren  Koeffizienten   reeU  und  positiv   sein  und   die  Bedingung. 

lim  ya^^  =  1 

Ä  =  oo 

befriedigen  mögen.  Der  Konvergenzradius  nicht  nur  der  Reihe  ^(x), 
sondern  auch  jeder  Teilreihe  derselben  ist  dann  genau  1  (Art.  113). 
Wir  stellen  eine  Folge  von  zunehmenden  ganzen  positiven  Zahlen 
^i>  ^2;  *  •  *  ^^f?  ^^^  denen  jede  ein  Vielfaches  der  vorhergehenden 
sei,  und  zerlegen  5ß(a;)  in  zwei  Reihen;  die  eine  D(rr)  bilden  wir  aus 
den  Gliedern,  in  welchen  als  Exponenten  m^,  Wg,  •  •  •  auftreten,  die 
andre  ^(x)  aus  den  übrigen,  so  daß: 

oo 
r—  1 

wird.  Da  die  Reihe  D(a?)  den  Konvergenzradius  1  hat  und  ihre 
Koeffizienten  reeU  und  positiv  sind,  so  ist  für  sie  der  Punkt  a?  =  1 
ein  singularer  Punkt  (Art.  376). 

Wir  schreiben  nun,  indem  wir  ifc  beliebig  annehmen: 

^{^)  =2  ««/•»r  +  2  a    X'^r  =  ^  a    X^r  +  £i^(x) 

r  =  l  r  =  k  r—1 


1)  Wir   nehmen   hier   die   analytische   Fortsetzung    in    der    engeren 
Weierstraßschen  Fassung. 
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und  setzen: 

dann  ist: 

WO  —  (ranze  Zahlen  sind.     Da  nun: 


SO  ist: 


lim    Am-^' 
r=oo  ^ 

so  daß  die  Potenzreihe  ©^(y)  (Art.  113)  den  Konvergenzradius  1  hat; 
ihre  Koeffizienten  sind  aber  reell  und  positiv,  mithin  i»t  für  sie 
(Art.  376)  der  Punkt  y  =1  ein  singulärer  Punkt.  Daraus  folgt,  daß 
die  Punkte  x^h  =  1  singulare  Punkte  der  Reihe  ^^{x)  und  somit 
auch,  für  beliebige  Werte  von  Tc,  der  Reihe  D(a:)  bilden.  Nun  stellen 
die  Punkte  x'^h  =1  (/c  =  1,  2,  •  •  •)  eine  auf  der "  Kreislinie  |ic|  =  1 
überall  dichte  Menge  dar;  mithin  sind  für  D(i3?)  alle  Punkte  dieser 
Kreislinie  singulare  Punkte.  Damit  also  ^{x)  auf  ihrem  Konvergenz- 
kreise keine  überall  dichte  Menge  singulärer  Punkte  habe,  müssen 
die  Singularitäten  von  91  (a?)  offenbar  die  von  D(a?)  teilweise  aufheben 
und  infolgedessen  zwischen  den  Koeffizienten  der  beiden  Reihen,  oder 
was  dasselbe  ist,  zwischen  den  JJ^oeffizienten  der  Reihe  ^{x)  gewisse 
Beziehungen  vorhanden  sein;  findet  das  jedoch  nicht  statt,  so  sind 
für  die  betrachtete  Reihe  sämtliche  Punkte  des  ümfangs  des  Konver- 
genzkreises singulare  Punkte. 

Auf  Grund  des  eben  bewiesenen  Satzes  muß  die  Passung  der 
Frage,  die  uns  hier  beschäftigt,  dahin  abgeändert  werden:  Es 
sollen  Typen  von  Potenzreihen  aufgestellt  werden,  für 
welche  sämtliche  Punkte  der  Peripherie  des  Konvergenz- 
kreises singulär  sind.^) 

Dazu  möge  hier  nur  bemerkt  werden,  daß  sich  ein  solcher  Typus 
bereits   aus  den  eben  gebotenen  Darlegungen   ergibt,  und  zwar  der- 


1)  Sie  deckt  sich  in  dieser  Fassung  zum  Teil  mit  der  ersten  Frage. 
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CO 

jenige  der  Potenzreihen  von  der  Form  ^a^  x"^r  mit  dem  Konvergenz- 

r=l       f 

radias  1,  wo  m^  für  jeden  Wert  von  r  ein  Vielfaches  von  m^_^  ist 
und  die  Koeffizienten  reell  und  positiv  sind. 

3.  Frage. 

384.  Es  sei  eine  Potenzreihe  ^(x)  mit  dem  Konvergenzradius  q 
gegeben.  Wie  sich  ^(x)  in  den  Punkten  des  Umfangs  des  Konver- 
genzkreises Q  verhält;  darüber  läßt  sich  im  allgemeinen  nichts  sagen; 
man  weiß  nur,  daß  $ß(ic)  auf  diesem  Kreise  mindestens  einen  singu- 
lären Punkt  besitzt.  Aus  den  vorgetragenen  Theorien  erhellt  aber 
keine  unmittelbare  Beziehung  zwischen  dem  Singular-  oder  Nicht- 
singulärsein  eines  Punktes  c  des  Konvergenzkreises  und  der  Konvergenz 
oder  Nichtkonvergenz  der  Reihe  ^{x)  für  x  =  C]  es  ist  daher  von 
Interesse  zu  untersuchen,  ob  eine  solche  Beziehung  besteht  oder  nicht. 
In  dieser  Hinsicht  wollen  wir  zunächst  zeigen,  wie  sich  eine  Potenz- 
reihe ^(x)  von  der  Art  bilden  läßt,  daß  alle  Punkte  ihres  Konvergenz- 
kreises singulare  Punkte  sind,  während  die  Reihe  selbst  und  ihre  sämt- 
lichen Ableitungen  in  allen  diesen  Punkten  konvergieren. 

Es  sei: 

CO 

wo   die  «;!  positive   Größen   von   der   Beschaffenheit  sind,    daß  Sa^^ 

konvergiert,  a  aber  eine  reelle  Größe  bedeutet,  die  größer  als  1  ist, 
während  m^  m^,  ♦  •  •  ganze  positive  Zahlen  vorstellen,  von  denen  jede 
ein  Vielfaches  der  vorhergehenden  ist.  Die  Reihe  (1)  konvergiert  für 
|a:|  ^  1;  es  ist  nämlich: 

\a  —  (xf^h\'^a—\x\^h^a  —  \x\^a  —  l, 
mithin: 


ao  00 


Femer  konvergiert  die  Reihe  (1)  gleichmäßig  innerhalb  jedes  mit 
einem  Radius  p'<  1  um  den  Anfangspunkt  beschriebenen  Kreises.  Es 
läßt  sich  nämlich  nach  Annahme  eines  willkürlichen  6  eine  Zahl  n  so 
bestimmen,  daß: 
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wird;  nun  ist  für  \x''  ^  q': 


mithin: 


e"*A' 


Daraus  folgt,  daß  der  Konvergenzradius  der  durch  den  arith- 
metischen Ausdruck  F{x)  in  der  Umgebung  des  Anfangspunktes 
dargestellten  Potenzreihe  ^(x)  mindestens  gleich  1  ist.  Man  erhält 
diese  Reihe  dadurch,  daß  man  jedes  Glied  von  (1)  in  eine  Potenzreihe 
entwickelt  und  den  Hilfssatz  von  Weierstraß  anwendet;  ihre  Koeffi- 
zienten sind  offenbar  reelle  positive  Zahlen.  Wir  werden  nachweisen, 
daß  der  Konvergenzradius  von  ^(x)  genau  gleich  1  ist. 

Wir  schreiben: 

(2)  ^(^)=r^^.+2'V^ 

wo  der  oben  angebrachte  Index  s  das  Fehlen  des  Ä  =  5  entsprechen- 
den Gliedes  anzeigt.  Entwickelt  man  die  beiden  Glieder  der  rechten 
Seite  von  (2)  in  Potenzreihen  5ß,(ip),  n,(Ä:),  so  erhält  man: 

da  ferner  die  Koeffizienten  von  ^,(^)  ^"^  ^«(^)  ^®®^  ^^^  positiv 
sind,  so  sind  die  Koeffizienten  von  ^{x)  gleich  oder  größer  als  die 
entsprechenden  von  5ß,(a;)  und  D,(ä:);  der  Konvergenzradius  von  5ß(rc) 
ist  somit  gleich  oder  kleiner  als  die  Konvergenzradien  dieser  beiden 

Reihen.  Nun  ist  der  Konvergenzradius  von  5ß,(iP)  gleich  a"*«, 
folglich  ist  für  jeden  Wert  von  s: 

1 
Q  ^  a"**  ; 

wächst  nun  aber  s  unbegrenzt,   so  wächst  auch  m,  unbegrenzt,  und 

a"*«  nähert  sich  der  Eins,  so  daß  g  ^1  wird.  Man  kann  daher 
schließen,  daß  der  Konvergenzradius  von  ^{x)  gleich  1  ist. 

Daraus  folgt  (Art.  376),  daß  rr  =  1  ein  singulärer  Punkt  von  ^{x)  ist. 

Die  Reihe: 
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wo  h  beliebig  ist,  läßt  sich  in  eine  Potenzreihe  9i(a:)  umwandeln, 
deren  Konvergenzradius,  wie  sich  ganz  in  derselben  Weise  wie  oben 
zeigen  läßt,  gleich  1  ist.  Beachten  wir  nun,  daß  w^^^i  der  Voraus- 
setzung nach  für  Jeden  beliebigen  Wert  von  h  durch  ntj^  teilbar  ist, 
so   erhalten  wir: 

A=l  A=l  

wo  die  Größen ganze  positive  Zahlen  sind,  die  mit  h  unbegrenzt 

k 

wachsen,  und  y  =  a?"**  ist. 

Die  Funktion  ^(y),  die  von  derselben  Natur  ist  wie  0{x),  wird 
in  eine  Potenzreihe  @(y)  transformiert,  deren  Koeffizienten  positiv 
sind  und  deren  Konvergenzradius  1  ist,  während  der  Punkt  y  —  1  für 
sie  ein  singulärer  Punkt  ist;  mithin  sind  für  ^{x)  aUe  Punkte  Sin- 
gular, die  durch  die  Gleichung  iC^*s=  1  gegeben  sind,  d.  h.  die  Punkte: 

int        47Ci  2imj^-l)ni 

(3)  1,  e«»*  ,  e^^k  ,  •  •  •,  e      »"* 

In  diesen  Punkten  verhält  sich  die  Differenz  ^(x)  —  9i(ic),  deren 

Konvergenzradius  a"'k  >  1  ist,  regulär;  sie  sind  somit  für  jedes  be- 
liebige k  singulare  Punkte  der  Reihe  ^(x). 

Die  Menge  der  allen  möglichen  Werten  von  k  entsprechende« 
Punkte  (3)  ist  auf  dem  ganzen  Einheitskreise  überall  dicht,  folglich 
sind  sämtliche  Punkte  dieses  Kreises  singulare  Punkte  der  Reihe 
^{x),  die  deshalb  nicht   über  den  Einheitskreis  hinaus  fortsetzbar  ist. 

Wie  schon  bemerkt,  erhält  man  die  Reihe  ^{x)  aus  (1),  indem 

man  für  jedes  Glied ^-^  seine  Entwicklung: 


'ism 


einsetzt  und  nach  Potenzen  von  x  ordnet.  Da  sich  nun  (1)  für 
positive  Werte  von  x,  die  nicht  größer  sind  als  1,  aus  positiven 
Gliedern  zusammensetzt,  die  Entwicklungen  aber,  die  an  Stelle  der 
einzelnen  Glieder  treten,  gleichfalls  aus  lauter  positiven  Gliedern  be- 
stehen, so  ist  die  durch  die  Substitution  gewonnene  Reihe  für  a?  ^  1 
absolut  konvergent;  also  ist  es  auch  die  Reibe  $(^),  die  man  daraus- 
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durch  Umstellung  ihrer  Glieder  erhält.  Da  schließlich  die  Eoeffi- 
dienten  der  fQr  rr  »  1  konvergenten  Beihe  ^(x)  sämtlich  positiv  sind^ 
80  konvergiert  ^(x)  auch  fQr  jedes  x  vom  absoluten  Betrage  1^  d.  h. 
in  jedem  Punkte  des  Umfangs  des  Einheitskreises. 

Unterwirft  man  die  a^^  weiteren  Bedingungen^  so  kann  man  es 
dahin  bringen^  daß  auch  sämtliche  Ableitungen  von  ^(x)  längs  dieser 
Kreislinie  konvergent  sind. 

Wird  jedes  Glied  von  (1)  in  einfache  Brüche  zerlegt  und  mit  s^^ 
eine  primitive  Einheitswurzel  m^-ten  Grades  bezeichnet^  so  hat  man:^) 


F(i) 


-2 

hszl 


^)l«A 


/  =  0 


daraus   ei^ibt   sich;    da   die   gliedweise   Derivation   zulässig   ist^    für 
F^^^x)  der  Ausdruck; 

«n.  —  l 


i?'(r)(^)«(-l)r-Vl2^ 


A  =  l 


l\r+l 


f(x) 
1)  Hat  man  den  rationalen  Bruch  ^-V4i  wo: 

q>(x) 


ist,  und  setzt  man  sämtliche  bf  als  voneinander  verschieden  voraus,  so  ist  die 
Zerlegung  in  einfache  Brüche  durch  folgende  Formel  gegeben: 

9W      t'Ti^  —  ^t' 


In  unserm  Falle  ist: 


also: 


4larau8  folgt: 


q>{x)       a-^x"" 


fl^x) a^,    cp{x)^a^h- 


x'^h-^a 


a==/7    \x--i^.drhj  ; 


n 


a  —  X  n 


r^-S" 


»»Ä  x—  si  a*"* 
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Nun  ist  einerseits  für  i^;,  ^  1: 

X  —  b\  oTh   ^  a^^Ä  —  1 , 
andrerseits  für  jede  positive  Zahl  h: 

also  im  besonderen  für  fc  =  —  lg  a : 


a^h  —  1  >  —  Iff  a ; 


daraas  folgt: 

1                               1 

\x  —  a[  a'^h 

>i-^ 

w* 

und  demnach: 

OD 

1                                /lg 

")"'"' 

00  J^  00 


«lg'"^^«*tf 


Ig'^^^Üti' 


.'"r^ 


Unterwerfen  wir  die  a,^  der  Bedingung: 


so  erhalten  wir: 
Es  ist.  aber: 

00  r  +  l  op 

r  +  l  OD  

Ä^   ^A  aS   ^h  +  r  +  1        h^  ^H  A^l    ^r  +  2 

nun  ist  die  letzte  Reihe  konvergent,  da: 

*,  1 

ist,   folgLch  konvergiert  auch  die  Reihe    ^  ~~ä^v^  .     Daraus  folgi^ 

Ax=l   ^h 


r  +  l 


Viranti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen. 
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daß  F^^\x)  för  jedes  x  vom  absolnten  Betrage  ^  1  einen  endlichen  Wert 
besitzt.  Anf  dieselbe  Weise  wie  oben  schließt  man  daraus^  daß  SS^^''\x) 
für  jedes  x  vom  absoluten  Betrage  ^  1  absolut  konvergiert. 

Wir  haben  also  eine  Potenzreihe  gebildet,  die  samt  ihren  Ab- 
leitungen in  allen  Punkten  des  Umfangs  des  Eonvergenzkreises  ab- 
solut konvergiert  imd  für  welche  dennoch  alle  diese  Punkte  singulare 
Punkte  sind. 

385.  Ein  weit  einfacheres  Beispiel  einer  Reihe,  die  längs  der 
ganzen  Peripherie  ihres  Konvergenzkreises  absolut  konvergiert,  ohne 
daß  indes  ihre  Ableitungen  konvergent  sind,  ist  folgendes: 

GO 

A  =  l 

diese  Reihe  hat  den  Eonvergenzradius  1  und  konvergiert  absolut  for 

Von  größerem  Interesse  ist  es,  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  daß 
es  Reihen  gibt,  die  zwar  in  allen  Punkten  des  Konvergenzkreises, 
aber  nicht  absolut  konvergieren. 

Von  solcher  Art  ist  die  Reihe: 

WO  E{t)  wie  gewöhnlich  das  größte  in  der  positiven  Zahl  t  enthaltene 
Ganze  bezeichnet. 

Wir  schreiben  der  Kürze  halber: 

n 

(-1)^(1^  =  ,,,  2*^*  =  «.- 

Ä  =  l 


}(Ä=1,2,...), 


Offenbar  hat  man: 

f, 1  för  {2h  -  1)*  ^  A  ^  (2*)«  -  1 

6t  =  +  lfür  (2Ä)»^Ä^(2Ä;+1)*-1J 

mithin  fÖr  {21t  -  1)*  ^  ä  <  (2*)»  -  1: 

tf» 3  +  5-7  +  9 +  (4Ä;-3)  -  (Ä+ 1  -(2Ä;- D»)  - 

=  2 (Ä  - 1)  -  (Ä  + 1  -  (2*  -  D»)  -  4Ä«  -  2*  -  2  -  Ä; 
für  (2;k)«^Ä<;(2Ä  +  l)«-l: 

ffj 3  +  5_7  +  9 (4ä_i)4.^ä  +  1-  (2*)»)  = 

=  -  (2Ä+  1)  +  (Ä  +  1  -  (2*)») 4F-  2Ä  +  h. 
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Es  ist  insbesondere: 

Daraus  folgt  in  den  beiden  Fällen: 

Betrachten  wir  zunächst  die  erste  Formel  (2).     Wächst  h  von 


(2Ä—  1)*—  1  an>  so  ist  zuerst  -~-  positiv  und  abnehmend;  für: 

yh 

wird  -^  <  0,  lind,  wenn  man  schreibt: 


3  I 

\Vh\ 


.  -[/fe  -  «tfc'-  ^^-  ^  1;;,  _  (47,8  _  2fc  -'2)], 


80  ersieht  man^  daß 


yi 


zugleich    mit   h   zunimmt.      Eine    analoge 


Schlußweise  gilt  für  die  zweite  Formel  (2).    Man  kann  daher  schließen^ 


(fh 


daß   die  Maximalwerte  von       *     für: 


A  =  r«-1 


(r  =  2,3,...) 


auftreten.     Da  aber: 


^(2*)*-l 


80  folgt: 
(3) 

mithin: 
(4) 


_        2fc  — 2 ^  l/*Ei 

y(2Ä;— 1)«^1 ;  ~  1/(2*  — 1)»— 1  ~  r       *     ' 


ii^l-*- 


.   Yh 


1, 


lim':*  =  0. 


Liegt  andrerseits  allgemein  die  Summe  ^p^q^  tot  und  wird: 


27* 
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gesetzt^  so  kann  man  identisch  schreiben: 


n-l 


(5)  ^PhQh  ^^'«»(ä*  -  3a  +  i)  +  5««n- 

A=l  Ä=l 

Setzt  man  insbesondere  Pj^  =  ^hf  9'ä  ^  X;  ^^  erhält  man  daraus: 

^  X ""-^  ^* U  ~  h  +  i)  "^  n  ""-^  h{h  +  l)  +  X' 
und  somit  wegen  (4): 

*  1 
Mit  Bücksicht  auf  (3)  ergibt  sich  nun,  da  ja  ^~i  konvergiert^), 

daß    auch    ^  -j-   konvergent  ist. 

Dies  vorausgeschickt;  wollen  wir  jetzt  beweisen,  daß  die  Reihe  (1) 
für  jedes  x  vom  absoluten  Betrage  1  konvergiert. 
Aus  der  Identität  (5)  ergibt  sich: 

*=i  Ä=i  ^  ' 

also  für  a?  4=  1  • 

2T^-r^[^(i-'')(T-M)  +  a-»')^' 

A  =  l  Lä  =  1  \  -r      / 

und  hieraus,  wenn  man  beachtet,  daß  lim—  =  0  ist: 


Ä  =  l  A  =  l  '       ^ 

Da  aber  i  1  —  rr*  |  <  2  ist  für  jedes  |  a;  |  =  1  und  für  jedes  be- 
liebige h,  so  ist  die  Konvergenz  der  links  stehenden  Reihe  erwiesen, 
sobald  wir  zeigen  können,  daß: 


1)  Cesäro-Kowalewski,  a.  a.  0.,  S.  139. 
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^-2 


A  =  l 


h        h+l\ 


konvergiert.    Bemerken  wir  dazu,  daß  «^  und  f^^^i  stets  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  außer  wenn: 

/,  =  r2-l  (^  =  2,3,  ...) 

ist,  so  ergibt  sich,  indem  wir  die  Ausschließung  dieser  Werte  von  h 
durch  einen  Strich  anzeigen: 


nun  ist  aber: 


folglich : 


/•2>r2-l>(r-  1)% 

Ä=l        ^       '^         Ä=l       ^       '      ^         A=l 


womit  die  Konvergenz  von  fi,  und  folglich  die  der  Reihe  (1),  er- 
wiesen ist. 

Daß  diese  letzte  Reihe  für  i  a;  j  =  1  nicht  auch  absolut  konvergent 
ist,  geht  ohne  weiteres  aus  der  Tatsache  hervor,  daß  die  aus  den 
absoluten  Beträgen  ihrer  Glieder  gebildete  Reihe  die  harmonische 
Reihe  ist,  die  bekanntlich  divergiert. 

386.  Wir  beabsichtigen  jetzt,  im  allgemeinen  zu  untersuchen, 
unter  welchen  Bedingungen  eine  Potenzreihe  in  einem  Punkte  des 
Umfangs  ihres  Konvergenzkreises  konvergiert. 

Wir  setzen,  wie  wir  es  öfter  getan  haben,  den  Konvergenz- 
radius =  1. 

Um  das  gewünschte  Ziel  zu  erreichen,  müssen  wir  erst  in  diesem 
und  in  den  folgenden  Artikeln  einige   Sätze  vorausschicken. 

OD 

Ist    ^  cf'J^  konvergent,  so  hat  man: 

A=0 

oo  OD 

(>  =  1a=o  a  =  o 

wo  Q  reell  und  zunehmend  angenommen  wird. 
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Aus  der  Identität  (5)   des  vorigen  Artikels    folgt   für   beliebige 
n  und  p: 

n+p 

+  K  +  ö^n  +  l  +  •  •  •  +  ö^n+p-1  +  »«+p)  9'"'''' 

Nun   läßt   sich   die   Zahl   n   wegen   der   Konvergenz    der   Reihe 
^ a,^  so  wählen^  daß  sämtliche  Größen: 

«n?    »n  +  öt„  +  l,    •  •  •,    «„  +  »n  +  l  + f"  »n  +  p-1  J 

«n  +  »n  +  1  +  •  •  •  +  «n+1,-1  +  »«+p 

für  beliebige  p  absolut  kleiner  sind  als  eine  vorgegebene  Größe  6] 
beachtet  man  femer,  daß  die  DiflFerenzen  p*  —  (>*+^  wegen  p  <  1  sämtlich 
positiv  sind;  so  erhält  man  aus  obiger  Gleichung: 

00 

womit  die  gleichmäßige  Konvergenz  von  ^  a^^  p*  für  jedes  p  <  1  be- 
Wiesen  ist. 

Wir  schreiben  demnach: 


n-l 


n-1 


2^*~2^Ä^*  =-2^*""^^*^*  +^«a~2^a9*' 


AsU 


A  =  0 


A  =  0 


A  =  0 


fi-n 


WO  wir  uns  n  wie  vorhin  so  gewählt  denken,  daß 


für  jedes  p  <  1  außerdem 


h  =  n 


Ä  =  n 


<,  6  und 


^a  p*   <  <^  ist.    Da  ^  a^Q^  eine  stetige 


A  =  0 


Funktion  von  p  ist,  so  können  wir  p  immer  so  nahe  an  1  wählen,  daß: 


n  — X  w  —  X 


<tf 


wird.    Wir  haben  alsdann  für  ein  hinreichend  nahe  an  1  gelegenes  q: 


oo  go 


<3<y 


A  =  0 


h  =  0 
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oder,  was  ja  bewiesen  werden  sollte: 

PC  oo 

Schreiben  wir  aj^oi"  anstatt  a^^,  wo  rc  einen  Punkt  des  ümfangs 
des  Konvergenzkreises  bezeichnet,  so  haben  wir  den  Satz: 

OD 

Konvergiert  ^a^oi^    für    einen    Punkt    x    des    Umfangs 

Ä  =  0 

des   Konvergenzkreises,  so  ist: 

(»  =  1AbO  a  =  o 

387.  Die  ümkehrung  des  vorstehenden  Satzes  ist  nicht  all- 
gemein gültig;  indessen  läßt  sich  doch  folgender  Satz  beweisen, 
wobei  wir  eine  Reihe  eigentlich  divergent  nennen,  sobald  von 
den  beiden  aus  den  reellen,  bez.  imaginären  Bestandteilen  ihrer  Glieder 
gebildeten  Reihen  wenigstens  eine  divergiert: 

Ist  die  Reihe   ^a^oi'   für   einen  Punkt   des   Umfangs 

A  =  0 

ihres  Konvergenzkreises  eigentlich  divergent,  so  gilt: 

00 

Offenbar  genügt  es  nachzuweisen  (vgl.  den  vorigen  Art.),  daß,  wenn 

OD 

^a^  eigentlich  divergiert: 

A  =  0 

oo 

lim  ^.  üf^Q^  =  cx) 

ist.  OD 

Es  sei  ö^a=*Pa  +  *&;  ^^^  ®s  möge  die  Reihe  ^Pj^  divei^eren. 

A=:U 

Strebt  ihre  Summe,  um  einen  bestimmten  Fall  ins  Auge  zu  jßassen, 
der  Grenze  +  (x>  zu,  so  läßt  sich  ein  Index  M  von  der  Art  angeben, 
daß  die  Summen: 

* 

A»0 
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för  jedes  Ic'^M  sämtlich  positiv  sind.  Bezeiclmen  wir  die  untere 
Grenze  der  Größen  Sj^,  h-^u  '''  °^^*  hy  ^^  ^^^  demnach  l^^O  für 
Ä;  ^  Jtf ;  aus  der  Identität  (Art.  385,  (5)): 

n  wt—l  w  — 1 

A=0  A=0  h=m 

WO  m^M  vorausgesetzt  wird,  ergibt  sich  alsdann  für  jedes  n: 


2^*^*>'o(l-P")  +  Cr; 


Ä  =  0 

mithin: 

ffo^'^       k  +  LQ"',  wenn  l,<0. 
Nimmt  man  q  >  — -y—  an,  so  hat  man  (Art.  144): 

mithin: 

^       ,       (tC         ;   ^enn   ^o  ^  0, 

Nun  wächst  l^  unbegrenzt,  wenn  m  unbegrenzt  wächst  oder  q  der 

n 

Grenze  1  zustrebt,  mithin  wächst  auch  2Ph9^  unter  denselben  üm- 

A  =  0 

Blanden  unbegrenzt,  und  man  kann  schreiben: 

lim  Vp^()*  =  oo, 
('  =  1äTo 
woraus  folgt: 

00 

lim^^  aj^Q^  ==  cx). 

00 

388.  Konvergiert ^a^^iP*  für  alle  der  Bedingung  \x\<q^^ 

Ä  =  0 

genügenden  Werte  von  x,  so  ist  für  alle  diese  Werte: 

OO  00 

(1)  ^a,^=^{l-x)'2h^, 

A=0  Ä=0 
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(2)  ^a,^  - 2'äV+i)^^*  +  (^  -  ^^2wTl<^' 

h=l  «=1        ^       ^     ^  A=l        ^ 

wo: 

h  h 

ist.  oo 

Nimmt  man  allgemein  q<q,  so  konvergiert  die  Reihe  2^h^ 

A  =  0 

absolut  (Art.  110)  für  jedes  x,  dessen  absoluter  Betrag  p'  nicht  über- 
steigt; dasselbe  gilt  für  die  Reihe: 

J^  1  —  X 

Multipliziert  man  die  beiden  Reihen  miteinander^  so  erhält  man: 

OD  OO 

A=0  A=0 

eine  Relation,  die  mit  (1)  übereinstimmt. 

oo 

Setzt  man  ^aj^o(^  =^^{x),  so  ist: 


Ä  =  0 


^Äa,a;*  =  ^5ß'(a;); 


A  =  l 


beachtet  man  nun,  daß  die  Reihe  ^\x)  zugleich  mit  ^{x)  konvergent 
ist  (Art.  134),  so   erhält  man  daraus  in  derselben  Weise   wie  oben: 

oo  00 

OD 

woraus  erhellt,  daß  ^h^c^  für  \x\<q  konvergiert.     Dasselbe  kann 

Ä  =  l  '  OD 

also    (Art.  134)    von    der   Integralreihe   ^,  _^    a^*"*"^    oder,    was    auf 

oo  ^ 

eins    hinauskommt,    von   der    Reihe   ^j—tt^j   folglich    auch   von 

00  ,  h=l^'T^ 

^ j—r-T^"^    iiiid    schließlich    auch    von    der    Integralreihe    dieser 

Ä  =  l'*+l  oo  , 

letzteren  Reihe,  d.  h.  von  ^ rrT^lT)^  behauptet  werden. 
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Beachten  wir  nimoielir,  daß: 

«»-^^--  (A  =  l,2,...) 

ifity  so  folgt:  * 

(3)  i'..«'-i^-;^^-i:^-:^-«f  4t^- 

A  =  l  ' 


As=l  Ä  =  l 

n-1 


A  =  l 


A  =  l 


Da  nun^s^ic*  konvergiert,  so  ist: 

A  =  0 

lim  sirc"  =  0 


und  nm  so  mehr: 


also: 


lim— a;«-=0, 


A«l  Ä  =  l        "^       '      ^  Ä  =  l        ^ 

was  mit  (2)  übereinstimmt. 

Wir  bemerken  femer,  daß  aus  Gleichung  (3)  för  a;  =  1  folgt: 


(4) 


^^h-^  h(h  +  i)+  n 


Ä=l  A=l 


389.    Ist  lim  —  ==  0,  so  hat  man: 

«=:  OD    " 


lim 


0. 


Ä=:0 

Man  kann  schreiben: 

OD  n  OD 


A  =  0 


A  =  0  Ä  =  n  +  1 
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nun  hat  man  für  ()  <  1  zufolge  der  Gleichung  (1)  des  vorigen  Artikels: 


A  =  n+1 


Ä=n  +  1 


Ä  =  »  +  l 


^a,9*=(i-p)2'(«»-Oe*=(i-c)2'«»«'*-(i-«»)«»2«»*= 

■        +1  h=n+l  -  - 

OD 


mithin: 


Ä  =  n  +  1 


A=0  Ä=0  Ä=n+1 

und  infolgedessen: 

OD  n  00 

Ä=0  Ä=0  A=»+l '         ' 

n 

oder,  da  |5„|^^|a;i|  ist: 

A  =  0 

OD  n  oo  . 


») 


Ä  =  0 

'A 


A  =  0 


A  =  n  +  l' 


Da   y  der  Voraussetzung  gemäß  der  Null  zustrebt,  wenn  h  un- 
endlich wird,   so   läßt   sich  n  so   groß   wählen,   daß  für  jedes  h>n: 

h     ^   2 
wird,  wo  <Jeine  willkürliche  positive  Größe  ist;  beachtet  man  femer,  daß: 

Ä  =  n  +  1  A  =  l  ^  "^^ 

SO  erhält  man  aus  der  gefundenen  Ungleichung: 


(1-9)2'»*«^ 


A  =  0 

WO  der  Kürze  halber: 


<:{i-g)A  +  Ql-<{i-Q)Ä  +  ^, 


2^1«»!  =  ^ 


A  =  0 
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worden  ist.    Ist  also  p  >  1  —  r-j  ,  so  hat  man 


2A 

I 


{^-Q)2^kQ'\<<^, 


A  =  0 


eine  Ungleichung,  die  unsere  Behauptung  beweist. 

Setzt  man  auch  hier  a^ic*  statt  a^,  so  gewinnt  man  den 
Ist  für  ein  x  vom  absoluten  Betrage  1: 


80  ist  auch: 

I V-  -  ^;  "^ 

oder,  was  dasselbe  ist: 


lim    (l-Q)2J^h{Q^y 


(1) 


lim 

^=1 


{x-QX)^a^(Qxf 


=  0 


=  0. 


Man  wird  bemerken,  daß  dieser  Fall  für  alle  x  Tom  absoluten 
Betrage  1  eintritt,  sobald: 

(2)  lim|-^|aj  =  0 

«  =  «'        h  =  0 

ist.     Die  Formel  (2)  und  folglich  auch  die  Formel  (1)  gelten  immer, 
wenn  lim  öt^  =  0  ist^). 

n=  OD 

390.    Nach  allen  diesen  Vorbereitungen  läßt  sich  folgender  Satz 
beweisen: 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 

00 

daß  ^«A  konvergiert,  sind  folgende: 


1)  Besitzt  die  Folge  u^,  u^,    "  •  eine  Grenze  u,  so  ist  bekanntlich  (Cesäro- 
Kowalewski,  a.  a.  0.,  S.  98,  (3)): 

1      " 

es  hat  aber  |  a^  |  im  vorliegenden  Falle  Null  als  Grenze,  also  findet  dasselbe  auch 

1  "  1      ** 

für  ^\f^h\  ^^^  folglich  ebenso  für  —  ^I^aI  statt. 
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L    Wenn  sich  q  nach  zunehmenden  Werten  der  Grenze  1 

OD 

nähert,  so  muß  sich  ^aj^Q^  einer  bestimmten  Grenze  nähern; 

h 

n.    Setzt  man  5/  =  ^ka^,  so  muß: 


(1)  lim  ^  =  0 


n  =  »** 


sein. 

Daß  die  erste  Bedingung  notwendig  ist;  erhellt  aus  dem  Satze 

h 

des  Art.  386.     Setzt  man  nun  wie  früher  Sj^  =^0^*  und  bezeichnet 

*=o  « 

mit  s   die    Summe    der    als    konvergent   vorausgesetzten    Reihe  ^Sa^, 

Ä  =  0 

oder  den  Grenzwert  von  s^  für  limw  =  00,  so  ist  zufolge  des  in  der 
letzten  Anmerkung  angeführten  Satzes: 

s  =  lim 1— . 

Es  ist  aber: 

«o  +  ^iH h5„«(w+l)ao  +  waiH h2a„_i  +  ««=  (w+ 1)5„  — 5^, 

mithin: 

s  =  lim  (s  -  -  ^^)  =  lim  (s„  -  ^-^)  =  s-  Um  i5, 

nssco    ^  '       '  n  SS  CO    ^  •       '  nssoo 

woraus  sich  (1)  ergibt. 

Um  zu  beweisen,  daß  die  Bedingungen  L,  II.  auch  hinreichend 
sind,  greifen  wir  auf  (2)  in  Art.  388  zurück: 

Ä  =  l  Ä  =  l         ^       '       ^  Ä  =  l  ' 

00 

Nach  L  nähert  sich  2^hQ^7   wenn   sich   q    der  Einheit   nähert, 

A  =  0 

einer  bestimmten  endlichen  Grenze,  die  wir  mit  X  bezeichnen  wollen. 
Ist  aber  limw„  =  0,  so  folgt  (vgl.  den  Schluß  des  vorigen  Artikels): 


lim 


/k  =  0 


=  0; 
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man  Uj,  =  ,   /  ^  und  beachtet,  daß  nach  IL  lim  ,   ,  ^  =0  ist,  so 
ergibt  sich: 

Die  Gleichung  (2)  liefert  uns  mithin: 

OD 

Nach   n.   läßt  sich  für  jede  vorgegebene   positive  Größe  6  eine 


Zahl  n  von   der  Art  bestimmen,   daß 


<  —  für  jedes  ä>  w  wird. 


Läßt  man  sich  q  durch  die  Werte  ^,  f ;  f ,  •  •  •  hindurch  der  Einheit 
nahem  und  nimmt  man  q  = an,  so  erhält  man: 

00  OD 

A^n  +  1  A:=n+1 

OD 

ff  'V^    /n  — 1\^  _        g  M  — 1\»  +  ^       g 

Man  kann  also  schreiben: 

Wir  setzen  nun: 


SO  daß: 


A  =  l 


A==limA„+i 


ist,  und  ziehen  die  Formel  (4)  des  Art.  388  heran,  die  sich  folgender- 
maßen schreiben  läßt: 


«  +  i 


Ä  =  l  A  =  l       ^      «^    -^  ' 
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Daraus  ergibt  sich: 

s„+i  -  K+i  =^^  W+T)  y-  ""  KrT)  )  +  ^if+i  • 
Nun  ist^): 

mithin: 

A=s  1  Ä  =  1 

da  sich  aber      "  .  nach  11.  der  Null  nähert,  so  nähert  sich  (S.  428,  Anm.) 
auch  —  2 -L  1_  i  der  Null:  man  hat  daher  schließlich: 

oder: 

lim5„==  A, 


womit  die  Konvergenz  der  Beihe  2<^h  erwiesen  ist. 

A  =  0 


1)  Sind  Tc^^  Ä^^i  •  *  •,  Ic^  r  positive  Größen  und  zwar  kleiner  als  1, 
und  ist  r  eine  ganze  positive  Zahl,  so  hat  man: 

wobei  das  Gleichheitszeichen  nnr  für  r=si  gilt. 

Diese  Relation  gilt  augenscheinlich  fiir  r  »=:  2.    Angenommen,  sie  gelte  für 
r —  1,  es  sei  also: 

so  folgt  daraus  durch  Multiplikation  mit  fl  —  k^i 

77(i-^)>ri-5\][i-*j=i-i'*,+*,2'\>i-i'*r 

Im  besondem  hat  man  för  äJj  =  Äg  =  •  •  •  =  ä;^  s=  Ä: 

(l  —  kf>l  —  rk. 
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391.   Setzt  man  a^^  statt  a^^  wo  j  o;  |  =»  1  ist,  so  erhält  man  den 
Satz: 

Die  notwendigen  nnd  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 

OD 

daß  2<ij^a^  für  ein  x  vom   absoluten  Betrage   1   konvergiert, 

Ä  =  0 

sind  folgende: 

L    Wenn  sich  q  nach  zunehmenden  Werten  der  Grenze  1 

OD 

nähert,    so    muß    sich  ^aj^Qf'af^   einer   bestimmten    endlichen 

Grenze  nähern; 
n.   Es  muß: 

n 

(1)  limi^'*«*^^^ 


sein. 


Ist  im  besondem  limwa„  =  0,  so  folgt  (S.  428,  Anm.): 


»»  =  »      Ä=i 

mithin  gilt  (l)  für  jedes  x  vom    absoluten  Betrage   1.     Man  erhält 
also  den  Satz: 

OD 

^dj^a^  konvergiert,  wenn  limwa„==0  ist  und  wenn  sich 

Ä  =  0  n=Qc 

^a^^QxY  für  lim()==l    einer   bestimmten   endlichen   Grenze 
nähert. 

392.     Sind  alle  Punkte  des  Konvergenzkreises  singulare  Punkte, 
so  kann  es  sich  dennoch  ereignen,  daß  die  Reihe: 


m  2^-(^-^ 


A 


in  einigen  von  ihnen  konvergiert;  ja,  dieser  Fall  kann  sogar  für 
eine  unendliche,  auf  dem  ganzen  Konvergenzkreise  überall  dichte 
Punktmenge  eintreten,  wie  in  dem  Beispiele,  das  wir  demnächst  ent- 
wickeln werden^).    Es  muß  indessen  darauf  hingewiesen  werden,  daß 

1)  Pringsheim  hat  gezeigt,  daß  alsdann  die  untere  Grenze  der  Kon- 
vergenzradien der  Reihe  (1)  für  die  Punkte  irgend  eines  ßogens  des  Konvergenz- 
kreises der  gegebenen  Reihe  notwendigerweise  Null  ist. 
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die  Reihe  (1),  wenn  sie  auch  formell  mit  der  in  bezug  auf  den 
Punkt  c  transformierten  Reihe  zusammenfällt,  gleichwohl  nicht  als 
solche  bezeichnet  werden  darf,  da  sie  ja  tatsächlich  nicht  den  Wert 
der  betrachteten  Funktion  in  der  Umgebung  des  Punktes  c  darstellt, 
weil  dieser  Punkt  für  die  Funktion  singulär  ist. 
Es  liege  der  arithmetische  Ausdruck: 

OD 

A  =  0 

vor,    wo  a  eine  ganze  Zahl   bedeutet,   die   größer   als   1   ist.     Wird 
X  '^u  -\-  iv  gesetzt,  so  hat  man: 

OD 

A  =  0 

und  die  Reihe  der  absoluten  Beträge  der  Glieder  von  F{x)  ist: 

Nun  kann  man  nach  Annahme  eines  willkürlichen  6  eine  Zahl  n 
derart  bestimmen,  daß: 


^  h\ 


<ö 


wird;  andrerseits  hat  man  für  t;  ^  0: 
mithin: 

OD  OC 

?i  =  n  h  —  n 

und  die  Reihe  (2)  ist  in  der  Halbebene  oberhalb  der  reellen  Achse  mit 
Einschluß  dieser  Achse  selbst  unbedingt  und  gleichmäßig  konvergent. 
Dasselbe  läßt  sich  von  allen  ihren  Ableitimgen  behaupten.    Man 
hat  in  der  Tat: 

OD 

A=Ü 

die  Reihe  der  absoluten  Beträge  der  Glieder  ist: 

Ä=0 
g  Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  28 


Digiti 


izedby  Google 


434     Dritter  Teil.    Ergänzungen  znr  Theorie  der  analytiBchen  Funktionen. 
Vergleicht  man  sie  mit  der  konvergenten  Reihe: 

h  =  0 

so  gewinnt  man  das  gewünschte  Ei^ebnis. 

Wir  wollen  jetzt  die  Entwicklung  nach  der  Taylorschen  Reihe 
in  der  Umgebung  eines  Punktes  c  betrachten. 

Wir  werden  zeigen,  daß  diese  Reihe,  unter  einer  beschränkenden 
Voraussetzung  hinsichtlich  der  ganzen  Zahl  a,  für  eine  auf  der  ganzen 
reellen  Achse  überall  dichte  Punktmenge  einen  Ton  Null  verschiedenen, 
ja,  sogar  unendlichen  Eonvergenzradius,  für  eine  andre  Punktmenge 
derselben  Art  aber  den  Konvergenzradius  Null  besitzt. 

Wir  ziehen  zunächst  den  Punkt: 

in  Betracht,  wo  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.     Es  ist  dann: 

Setzen  wir  a  als  ungerade  Zahl  von  der  Form  4k  +  3  voraus, 
so  haben  wir: 

mithin: 

F(c)  =  (-  1)»*^ ^  =  (-  l)"»«-'- 

A  =  0 

Femer  ist: 


A  =  0 


Ä  =  0 


1)  Da  die  ungeraden  Potenzen  von  a  die  Form  ^Tc-^h^  die  geraden  die 
Form  ^k-\-l  haben,  so  ist,  wenn  kj^  eine  ganze  Zahl  bedeutet: 

beachtet  man  femer,  daß: 
80  folgt: 
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Für  den  betrachteten  Punkt  c  wird  demnach  die  Reihe  (1)  zu 
folgender: 

(3)  (_l)»2'^t'+^e-^(a;-c)'-; 

da  aber: 


r  =  0 


r!         .  ^  r! 

ist^  so   sind  die  Koeffizienten  von  (3)  absolut  kleiner  als  diejenigen 

*  1 
der  Reihe  ^:jj{x  —  c)**,  die  einen  unendlichen  Eonyergenzradius  hat. 


r  =  0 


Daher  hat  auch  (3)  einen  unendlichen  Konyergenzradius. 
Ziehen  wir  jetzt  den  Punkt: 


c  = 


(m+i)« 


in  Betracht^   wo  q  eine   beliebige  positive  ganze  Zahl   bedeutet,   so 
haben  wir: 

A  =  0 


9-1 

Da  nun: 


ist,  woraus: 

folgt,  und  da  femer: 


+  (-  ly^H^t^ 


a*-2t  (»w  +  y)« 


=  1 


9-1 


X4< 


AsO 
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ifliy  so  ergibt  sich: 


^  hl 


hk=o 


e         ^      ^'    -V(-l)"'+»+* 


<2g, 


mithin: 


=  1'^ 


=  r 


=  i' 


Analog  ist: 

A  =  0 

+  (-i)'»+»i2'T»' 


Nun  ist: 


q-l 


-  i(-  iy«+9+*  I  £  2,    2'^^'"*  "^  ^^''*' 


folglich: 


I i^('-)(c)  I  <  2ga'-«  +  e-«'' <  (2g  +  l)a'-^. 


Die  Koeffizienten  von  (1)   sind   also  absolut   kleiner  als  die  ent- 
sprechenden der  Reihe: 


(2q+l)^^ix-cy, 


die  einen  unendlichen  Konvergenzradius  hat,  wie  man  daraus  ersieht, 
daß  sie  sich: 


(2? +1)27![«'(* -'')]' 


schreiben  läßt. 
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Daraus  folgt,  daß  auch  (1)  einen  unendlichen  Konvergenzradius 
besitzt. 

Die  Punkte: 

(4)  c  =  (^^)"  (8  =  0,1,2,...) 

bilden  eine  auf  der  ganzen  reellen  Achse  überall  dichte  Menge,  d.  h. 
es  läßt  sich  nach  Annahme  einer  beliebigen  reellen  Zahl  d  und  einer 
beliebigen  positiven  Zahl  (J  eine  der  Zahlen  (4)  angeben,  die  sich  von 
d  ihrem  absoluten  Betrage  nach  um  weniger  als  6  unterscheidet. 

Benutzen  wir  a  als  Basis  eines   Zahlensystems,   so  wird  ii^end 

2d 
eine  reelle  Zahl,  z.  B.  — ,  durch  eine  endliche  oder  unendliche  Ent- 

Wicklung  von  folgender  Form: 

(ö)         y=i'.+i+B+-- 

dargestellt,  wo  Pq  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  oder  Null 
ist,  Pif  P2f  '  '  '  aber  ganze,  nicht  negative  Zahlen  bedeuten,  die  kleiner 
als  a  sind. 

Wir  setzen  die  Entwicklung  zunächst  als  endlich  voraus;  dann  ist: 

^  _  ♦)  a.  ?i  j-  ^«  -u       -u  -*  —  Po«^+i^i«^'"^H \-P9  __  ^ 

Tt  a         a  Q^i  a«  a* 

wo  n  eine  ganze  Zahl  ist.  Ist  n  ungerade,  etwa  =2iw+l,  so 
hat  man: 


d  = 


? 


d  ist  demnach  einer  der  Punkte  (4).     Ist  n  gerade,  so  suche  man  eine 
ganze  positive  Zahl  5  von  der  Art,  daß: 


2  a* 


wird,  und  nehme  eine  ganze  Zahl  ^  an,   die  größer  als  5  und  q  sein 
möge;  alsdann  setze  man: 


=  I(5+y) 


2  a' 


Da  n  gerade  ist,  so  ist  wa'~^  +  1  ungerade  und  c  ist  einer  der 
Punkte  (4);  man  hat  femer: 

2  a'        2  a* 
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Ist  dagegen  die  Entwicklung  (5)  unendlich,  so  kann  man  schreiben: 

woraus  bekanntlich  folgt: 

n  +  l       2d       n 

oder  auch: 

(n+J>t       ^^  n7t_ 

2  a*  2a*' 

Eins  der  beiden  Außenglieder  dieser  Ungleichung  ist  eine  der 
Zahlen  (4),  beide  aber  unterscheiden  sich  von  d  um  weniger  als  e. 
Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Ziehen  wir  schließlich  die  Punkte: 

(6)  ,  c-^-^  (3  =  0,1,2,...) 

in   Betracht    und   nehmen    zuvörderst   g^  =  0,    d.  h.   c  =  m%   an,  so 
haben  wir: 

A=0       *  A=0 

00  00  . 

A=0  A=0 

und  die  Reihe  (1)  wird  zu  folgender: 

(7)  (_l)».^^^'(aj_c)'-; 

A  =  0 

da   nun   a*"  >  r^  ist   für  jedes    hinreichend   große  r,   femer  offenbar 
r!  <r^  ist,  so  folgt: 

Es  wächst  aber  —  zugleich  mit  r  unbegrenzt;  dasselbe  läßt  sich 

mithin  von  1/  —j-  behaupten,  und  die  Reihe  (7)  hat  demnach  (Art.  113) 
den  Konvergenzradius  Null. 
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Es  sei  jetzt  g  >  0.     Alsdann  haben  wir: 


439 


=  1'^ 


i'' 


1  OD 

9  —  1  00 

As=0  Äasj 

9-1 

Lä=:0 

Nun  ist: 


9-1 


Ä  =  0 


9-1 


^22'Ä^'''<2^^'''5 


h  =  0 


andrerseits  läßt   sich   für  jedes   vorgegebene  q  eine  Zahl  k  von  der 
Art  angeben^  daß  für  jedes  s^k: 

wird,  und  somit  auch  eine  Zahl  j  von  der  Art,  daß  für  jedes  r>j: 

wird;  man  hat  femer  für  ein  hinreichend  großes  s: 

s*«  >  4q 


oder  auch: 
und  somit: 


Daraus  ergibt  sich  von  einem  bestimmten  Werte  von  r  an: 

IF^^'Kc)  I  >  e^''  -  2qa''9  >l^'^  ] 

in  dem  betrachteten  Falle  sind  demnach  die  Koeffizienten  von  (1) 
ihrem  absoluten  Betrage  nach  beziehungsweise  größer  als  diejenigen 
der  Reihe: 


m^c-'r' 
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die  die  Null  als  Konvergenzradius  besitzt,  wie  sich  aus  dem  soeben 
Gesagten  ergibt. 

Es  hat  also  (1)  in  allen  Punkten  (6)  den  Konvergenzradius  Null. 
Diese  Punkte  bilden  aber,  wie  sich  durch  Wiederholung  des  für  die 
Punkte  (4)  erbrachten  Beweises  würde  zeigen  lassen,  eine  auf  der 
ganzen  reellen  Achse  überall  dichte  Menge. 

Setzt  man  ^*  «  y,  so  ergibt  sich  aus  (2)  die  Potenzreihe: 


*(J')=^/!^"*- 


Ä  =  0 


Beachtet  man  nun,  daß  F{x)  für  v^O  konvergiert  und  daß 
1 1/ 1  =  e""*'  ist,  so  ergibt  sich  daraus,  daß  0(«/)  für  |  y !  ^  1  konvergiert. 
Der  reellen  Achse  der  a;- Ebene  entspricht  der  Einheitskreis  der 
y-Ebene;  es  gibt  daher  auf  diesem  Kreise  eine  überall  dichte  Menge 
von  Punkten,  in  deren  jedem  die  Taylorsche  Entwicklung  einen  un- 
endlichen Konvergenzradius  hat,  und  eine  zweite  überall  dichte  Menge 
von  Punkten,  in  deren  jedem  sie  den  Konvergenzradius  Null  besitzt. 


4.  Frage. 

393.  Der  Cauchysche  Satz  (Art.  113)  läßt  sich  gewissermaßen 
als  hierher  gehörig  betrachten,  insofern^  als  er  ja  gestattet,  auf  Grund 
der  Werte  der  Koeffizienten  einen  Bereich  zu  bestimmen,  innerhalb 
dessen  keine  singulären  Punkte  vorhanden  sind.  Einen  solchen  Bereich 
bildet  nämlich,  wenn: 

A  =  lim  y  a^ 

ist,  der  mit  dem  Badius  r  um  den  Anfangspunkt  beschriebene  Kreis. 

Als  eine  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  kann  man  die  Unter- 
suchungen von  Fabry  ansehen,  deren  Grundlagen  wir  darlegen  wollen, 
während  wir  für  die  zahlreichen  Folgerungen,  die  sich  daraus  ziehen 
lassen,  auf  dessen  Abhandlung  verweisen. 

OD 

Es    sei  ^  aj^ccf"    da^s    dem    Anfangspunkte    entsprechende 

Ä  =  0 

Element  einer  analytischen  Funktion  fipo),  b  eine  beliebige, 
6  eine  reelle  positive  Größe,  und  es  werde: 
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gesetzt.     Hat   das    größte   Element   der   abgeleiteten   Menge 
der  Menge  der  reellen  und  positiven  Werte: 


(2)  i7r<^5ifi")ö-=i/i)*      (Ä=i,2,...> 

für  sämtliche  Werte  von  n  einen  endlichen  Wert  X,  so  ent- 
hält der  Teil  der  Ebene,  dessen  Punkte  der  Ungleichung: 

(3)  \x\-e\i-x\<\ 

genügen,   keinen  singulären  Punkt  der  Funktion  f(x),   aus- 
genommen etwa  den  Punkt  a;  =  oo,  der  ein  Pol  sein  darf^)^ 
Aus  (1)  ergibt  sich  ohne  jede  Schwierigkeit: 

und  somit: 


f"(')  =2'^r''«...«"  =2'^(:r2'(:)^ 


_     ,..  _     _  u/-" 

n=0  n=0  t=0 


OD  OD 


^  ^  i\{n  —  t)\  \b      ^'  ~^  ^'  \b    ^        i\m\        \b 

-i:^,^^(f)'i:r+^+')(i)" 

*  =  0  m  =  0 

oder  auch  (S.  88,  Anm.): 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

(4)     irw-(.-i)-"-'i:ciV'fer- 

n  =  0 

Nun  hat  man  für  hinreichend  große  Ä,  wenn  q  der  Konvergenz- 

QO 

radius  der  Reihe  ^a^oi/"  ist  (Art.  113): 

Ä  =  0 

i«J<(7+^)"; 

1)   Um  von  hier  aus  zu  dem  C au chy sehen  Satze  zu  gelangen,   braucht 
man  nur  n  =>:=  0  zu  setzen  und  6  beliebig  klein  zu  nehmen. 
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wird  b  ^  ße^*  gesetzt^  so  folgt  daraus: 

(5)  i^j|<(i+.;[^(i+.)+ij, 

mithin  ist: 

i>(')i<|i-fr*-'(j+.)'i'ct")[M:+')+ijid^' 

Die  rechts  stehende  Reihe  konvergiert  (vgl.  S.  88,  Anm.)  für: 

[''(7+')  +  >]k--5|<" 
mithin  konvergiert  (4)  sicherlich,  wenn: 


ist.     Femer  ist: 

«<fr)«-(i+.rK7+')+>]"  ■ 

imd  folglich  um  so  mehr: 

«<(i+.)'|Cf)»'[''(|+')+'J. 

die  rechts  stehende  Reihe  konvergiert,  wenn: 

P  +  Q 

ist,   und  man   erhält   durch  Einsetzung   ihres  Wertes  (S.  88,  Anm.): 


mithin : 


^+^  r  ,.       >       ..-I 


m< r!l         X        nri-4^(-+^)+l)T 

i-e[^(|+.)+i]L     y^'    '    /J 

Der   letzte   Faktor   nähert    sich   für   lim  Ä  =  oo    der    Grenze   1; 
folglich  ist: 

1 

7  <r I L__. 


-»(?+') 
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Andrerseits   reduziert    sich   D^   auf   «^   für   w  ==  0;    es    ist    aber 
(Art.  113)  lim  V^  =  -  ,  folglich  A  ^  — .     Man  hat  demnach: 

(6)  Q^i^Q-e(ß  +  Q). 

Für  hinreichend  große  h  ist  nach  der  Definition  Ton  l: 
oder: 

setzt  man  der  Einfachheit  wegen  voraus,  die  Ungleichung  gelte  für 
jeden  Wert  von  w,  so  hat  man  aus  (4): 


und,  wenn 


lf''(-) 

< 

b 
b—x 

X 

b—x 

< 

e  ü 

!t: 

A  +  l 


(x+Bf^e-» 


«  =  0 


& — X 


< 


Ä+1 


h  —  X 


(*+')* 


•-j 


b  —  X 


&  —  x\    ^       '       ^ 


\b\ 


woraus  folgt: 


6-«l-V 


Umy  ^/^*)(a;) 


^A 


& X 


Hieraus  ergibt  sich  (Art.  113),  daß  der  Konvergenzradius  der  in 

1  X 

bezug  auf  den  Punkt  x  transformierten  Reihe  ^  y  1  —  y    ist,  und  daß 

sich  die  Funktion  demnach  in  jedem  Punkte  regulär  verhält,  der  von 
X  um  weniger  als  diese  Größe  entfernt  ist.  Es  sei  nun  y  =  rje^^  ein 
solcher  Punkt,  so  daß  also: 

(7)  Irt^'-x'^^'    ^       "^ 


1- 


ist,  worin  0  <  ff  <  1 .     Setzen  wir: 


5^  =  ^«^'. 


b  —  X 


wo    nach   dem    Vorhergehenden   5  <  ö    sein   muß,    so   läßt   sich    die 
Gleichung  (7)  schreiben: 
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oder  auch: 

wo  o  eine  reelle  Größe  bedeutet,  deren  Wert  für  uns  von  keiner 
Bedeutung  ist.     Schreiben  wir  diese  Gleichung  folgendermaßen: 

(8)  S^eV'»  +  ne^v^-^V  =  feg  +  1  e"n^ 

so  stellt  ihre  linke  Seite  einen  Punkt  der  Kreislinie  um  gy  mit  dem 
Radius  iy,  ihre  rechte  Seite  einen  Punkt  der  Kreislinie  um  t,h  mit  dem 

Radius  y  dar,  und  die  Gleichung  sagt  aus,  daß  die  beiden  Kreislinien 

gemeinsame  Punkte  haben  müssen.  Damit  dieser  FaU  eintritt,  ist  es 
notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Entfernung  ihrer  Mittelpunkte 
zwischen  der  Differenz  und  der  Summe  ihrer  Radien  liegt,  d.  h.  daß: 


I 


I 


n-\\^i\h-y\^n  + 


6 


X 


ist.  Wir  bemerken,  daß  wir  uns  darauf  beschränken  können,  die- 
jenigen Punkte  y  in  Betracht  zu  ziehen,  die  nicht  innerhalb  des  mit 
dem  Radius  q  um  den  Anfangspunkt  beschriebenen  Kreises  liegen, 
weil  wir  ja  bereits  wissen,  daß  die  Punktion  innerhalb  dieses  Kreises 
regulär  ist.     Wir  können  sonach  \y\^Q  annehmen;  wegen  (6)  folgt 

daraus  !y |  == "»?  ^  v >  y ,  iind  die  vorige  Ungleichung  läßt  sich  schreiben: 


n  ■ 

-{i 

Vii-y 

1^1+f 

Wählt  ] 

man  y 

so. 

daß  es  (3)  befriedigt,  ist  also: 

(9) 

\y\- 

-e\h- 

1    ^  1 

y\<j, 

so  kann  mar 

i  einen 

positiven 

Wert  0, 

kleiner  als  1,  derart  bestimmen, 

daß: 

\y\- 

-e\b- 

■y\<'i. 

oder 

auch: 

V- 

-{<" 

i-V\ 

wird;  man  kann  sodann  einen  positiven  Wert  g  <  ö   derart  wählen, 
daß: 
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wird.  Jeder  Punkt  y,  für  welchen  (9)  gilt,  besitzt  demnach  die 
Eigenschaft,  daß  ihm  ein  Punkt  x  von  der  Art  zugeordnet  werden 
kann,  daß  (8)  oder  (7)  befriedigt  wird,  oder  mit  andern  Worten:  Die 
Funktion  f(x)  ist  in  jedem  Punkte  x,  der  (3)  genügt,  regulär. 

394.    Wir  ziehen  jetzt  im  besondem  die  Punkte  des  Konvergenz- 
oo • 

kreises  der  Reihe  ^a^^a^  in  Betracht,  d.  h.  wir  setzen  rj  =  q  .     Aus 

(9)  wird  dann: 


p_ö|/3e'"-peV"-i<| 

oder: 

(1) 

Q--l<d\ßer'-Qey<\. 

Daraus  folgt: 

9-;<ö(^  +  p) 

oder  auch: 

UQ-Ty-(ß-Qy<^ßQ- 


Durch  Entwicklung   von  (1)    erhält   man   nach   einigen   leichten 
Umformungen: 

'  —  y 


/f(p-|y-(^-9)*<4^9sin*^ 


2       * 

Die  linke  Seite  dieser  Ungleichung  kann  nicht  negativ  sein;  die 
Ungleichung  würde  sonst  für  jeden  Wert  von  i/f  gelten  und  der 
Konvergenzkreis   keinen   singulären  Punkt   enthalten,  was   unmöglich 

ist  (Art.  155).  Daraus  folgt  erstens,  daß  Q>  y  ^^*>  zweitens,  daß 
sich  zwischen  0  und  ä,  die  Grenzwerte  eingeschlossen,  ein  Winkel  £1 
so  bestimmen  läßt,  daß: 

^((>-|r-(/3-(.)'  =  4^psin*^ 

wird ;  alsdann  ist  unter  der  stets  zulässigen  Voraussetzung  0^^  —  y<2jr: 

oder: 

*Ö  +  y<^<2;r  —  Ä  +  y. 

Der  von  den  Winkeln  £1  +  y  und  2%  —  Sl  +  y  eingeschlossene 
Bogen  des  Konvergenzkreises  kann  also  in  seinem  Innern  keine  singu- 
^en  Punkte  enthalten. 

Ist  im  besondern: 


i{^-\)-f-'- 
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SO  ist  £1  =  0,  tind  anf  dem  Eonvei^enzkreise  liegt  der  einzige  singa- 
läre  Punkt  Qe^%  d.  L  sein  Schnittpunkt  mit  dem  Radiusvektor  nach 
dem  Punkte  b. 

396.  Der  Einfachheit  wegen  setzen  wir  b  als  reell  und  positiv, 
also  y  «  0  voraus  und  betrachten  nun  die  Linie: 

(1)  \x\^0\h^x\-^~  =  O, 

Sie  teilt  die  Ebene  in  zwei  (zusammenhängende  oder  nicht  zu- 
sammenhängende) Gebiete,  in  deren  einem  die  linke  Seite  von  (1) 
negativ  ist,  während  sie  in  dem  andern  positiv  ist.  In  dem  ersten 
dieser  Gebiete  verhält  sich  f(x)  sicher  regulär.  Es  läßt  sich  leicht 
nachweisen,  daß  der  Punkt  x  =  —  p  in  das  erste,  der  Punkt  a?  =  ()  in 

das  zweite  Gebiet  fällt.     Beachtet  man  nämlich,  daß  b  =^  ß,  9>Y' 

so  hat  man  nach  einer  im  vorigen  Artikel  gemachten  Bemerkung: 

|(9.-|)>l&-p| 
oder  auch: 

(2)  9_0|6_^|_1>O; 

es  ist  andrerseits  wegen  (6)  in  Art.  393: 

(3)  ^-6{b  +  Q)-^<0. 

Wird  X  =  ref^  gesetzt,  so  lautet  die  Gleichung  der  Kurve  (1) 
in  Polarkoordinaten: 

(r  ~  y)'=  e'{r'  -  2br  co&q)  +  b^) 
oder: 

(4)  r>(l  -e^--2r  (]-  -  bO^  cosfp)  +  (^  -  6'Ö«)  -  0; 
nach  r  aufgelöst,  liefert  sie: 


(5)   r  =  -}^,[^-b0»cosq>±y(^-be*^sq>y-{l-e^(^-b'0'')] 
oder  auch: 


(6)  ^'»i^.[y~6ö2cosfp±0]/(y--6cos9)'+6'(l~0')sinV]. 
Wir  nehmen  zxmächst  ö  <  1  an. 
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Es  genügt,  wie  wir  wissen,  die  Werte  r  >  y  zu  berücksichtigen. 

Von  den  Wurzeln  der  Gleichung  (4)  befriedigt,  welches   auch  q)  sei, 
eine  einzige  diese  Be,dingung;  in  der  Tat  ist  ihre  linke  Seite  positiv  für 

r  =  oo  und  hat  für  ^  ==  -?-  den  Wert: 

Es  liegt  sonach  in  dem  betrachteten  Falle  eine  einzige  geschlossene 
Kurve  vor,  innerhalb  welcher  die  Funktion  sicher  regulär  ist.  Man 
kann  das  noch  auf  andre  Weise  ersehen.     Für  q)  =  0  hat  man: 

'-d:ä-.&-'<"+*(-S-»)]-r^(|-»»)^ 

nun  folgt  aus  (2): 

p-X>ö(9-6) 
oder  auch: 

mithin  ist  (>  >  r,  woraus  folgt,  daß  der  Punkt  x  ^  q  außerhalb  der 
betrachteten  Kurve  liegt. 

Wir  nehmen  jetzt  ö  =  1  an.    Die  Gleichung  der  Kurve  wird  dann: 

(7)  r=  ' 


2  (bco6(p'--^j 


und  man  ersieht  leicht,  daß  sie  einen  Hyperbelzweig  darstellt,  wenn 
man  beachtet,  daß  aus  (2)  folgt: 

oder  h>-j--     -^^^   W   ergibt   sich  dann,   daß  r  nur  für  cos9>^ 
positiv  ist;  der  durch  (7)  dargestellte  Hyperbelzweig  liegt  somit  zwischen 
den  Radienvektoren  mit  den  Argumenten  ±  arc  cos  jr  • 
Da  femer  aus  (2): 


oder  auch: 


Q-  .  >b  —  Q 


'»t(»  +  I) 
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folgt,  während  man  aus  (7)  für  9)  =  0: 

erhält,   so  liegt  der  Punkt  x  =^  q   innerhalb  der  Hyperbel,    und  die 
Funktion  ist  demnach  außerhalb  unserer  Kurve  regulär. 
Es  sei  schUeßlich  ö  >  1.     Aus  (2)  folgt: 

oder,  wie  im  vorigen  Falle,  &  >  y  ^^^  ^^  ^^  mehr  6ö>-w--'    Wir 
schreiben  jetzt  (4),  (5)  folgendermaßen: 

r\e^^l)  -  2r(be^  cosg?  -  ^)  +  (b'O^  -  A.J  =  0, 

Sind  die  beiden  Wurzeln  reell,    so  haben  sie   offenbar  dasselbe 
Vorzeichen.     Sie  sind  reeU,  wenn: 

bd'cos(p^~>  ]/(ö2  - 1)  (b^e^  -  ^) 
oder: 


60»  cos  9.  -  I  <  -")/(ö*  - 1)  (b'd»  -  -~) , 
sie  sind  positiv,  wenn: 


be^costp-  l  >0 


ist.     Folglich  muß: 


fe  ö«  cos  g?  -  [  > ]/(Ö2  -- 1)  (b^e'  -  ^,) 
sein.     Setzt  man  für  den  Augenblick: 


so  hat  man  in  diesem  Falle  eine  geschlossene  Kurve  (weil  ja  r  immer 
endlich  bleibt),  die  zwischen  die  Radienvektoren  mit  den  Ai^umenten 
+  arc  cos  c  fäUt.  Da  sich  die  linke  Seite  von  (1)  für  r  =  00  auf 
r(l  — ö)<0  reduziert,  so  ist  die  Funktion  f{x)  außerhalb  der 
Kurve  regulär.  Es  erübrigt  daher  zuzusehen,  wie  sich  die  Funktion 
im  unendlich  fernen  Punkte  verhält. 
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Greifen  wir  auf  Formel  (4)  des  Art.  393  zurück  und  beachten^ 
daß  für  ein.  hinreichend  großes  h: 

(8)  Ct")i^*iö»<a+*)* 

ist,  so  ersehen  wir,  daß  die  rechts  auftretende  Reihe  absolut  kleiner 
ist  als: 

4  «  =  0 

diese  Reihe  konvergiert  aber  für: 

und  somit  im  besondern  für: 

b  —  X 

oder  für  x  -=  oo-  folglich  konvergiert  für  diesen  Wert  auch  die  in  (4) 
Art.  393  vorkommende  Reihe,  d.  h.  das  Produkt: 


('->) 


oder,  was  dasselbe  ist,  das  Produkt  c(^^^f^^\x)  ist  für  rc  =  oo  regulär. 
Also  ist  f^^\x)  regulär  für  a;  =  oo  und  hat  in  diesem  Punkte  eine 
Nullstelle,  deren  Ordnung  wenigstens  Ä+  1  ist.  Daraus  folgt  (Art.  175), 
daß  f{x)  für  x  =  <x>  entweder  regulär  ist  oder  einen  Pol  besitzt, 
dessen  Ordnung  ^  Tc  ist,  wenn  h  den  kleinsten  Wert  von  h  bezeichnet, 
für  welchen  die  Relation  (8)  gilt. 

396.  Umgekehrt:  Ist  die  Funktion  f{x)  in  allen  Punkten 
X   regulär,  für  welche,  A  als   positiv  vorausgesetzt: 

(1)  \:c\-e\l-x\<\, 

und  ist  sie  für  ö^l  im  Punkte  x  =  oo  regulär  oder  mit 
einem  Pole  behaftet,  so  ist  das  größte  Element  der  ab- 
geleiteten Menge  der  Menge  der  Werte  y^  (Ä  =  1,  2,  •  •  •) 
endlich   und  übersteigt   X  nicht. 

Wir  bemerken,  daß  das  durch  die  Bedingung  (1)  abgegrenzte 
Gebiet  A  sicher  den  Anfangspunkt  einschließt,  da  (1)  ja  durch  a;  =  0 
befriedigt  wird,  welche  Werte  auch  6  und  A  haben  mögen.     Folglich 
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läßt  sich  die  Funktion  f{pc)  in  der  Umgebung  des  Anfangspunktes  in 

OD 

eine  Potenzreihe  ^d^^oi"  entwickeln,  die  einen  von  Null  verschiedenen 

Konvergenzradius  q  besitzt.  —  Es  ist  übrigens  unnötig,  den  Fall  zu 
berücksichtigen,  in  welchem  das  Gebiet  A  vollständig  innerhalb  des 
mit  dem  Radius  q  um  den  Anfangspunkt  beschriebenen  Kreises  liegt; 
andrerseits  kann  dieser  Kreis  nicht  vollständig   iimerhalb  A   liegen, 

weil  sonst  der  Konvergenzradius  der  Reihe  ^a^cf^  größer  sein  würde 

als  Q.  Folglich  müssen  der  Umfang  des  Konvergenzkreises  und  die 
Begrenzung  des  Gebietes  A  gemeinsame  Punkte  haben,  d.  h.  es  muß 
Werte  %  geben,  für  welche: 

Q-e\h-(feX'\  =  ]- 

ist;  daraus  folgt: 

Wir  greifen  nun  auf  Formel  (4)  des  Art.  393  zurück  und  schreiben: 

n  =  0 

wo: 

(3)  6^  =  ^  =  Se^' 

ist.  Da  f(x)  im  ganzen  Gebiete  A  regulär  ist  und  für  ö  ^  1  im 
unendlich  fernen  Punkte  regulär  ist  oder  einen  Pol  hat,  so  ist  Ol^{x) 
für  jedes  hinreichend  große  h  in  dem  ganzen  Gebiete  A  und  für 
ö  ^  1  auch  im  unendlich  fernen  Punkte  regulär.  Daraus  folgt,  daß 
sich  Wj^(js)  in  sämtlichen  Punkten  der  ;8r- Ebene  regulär  verhält,  die 
den  Punkten  des  Gebietes  A  entsprechen,  mit  Einschluß  des  Punktes 
;gf  =  —  1  für  ö  ^  1.  Nun  erhält  man,  wenn  in  (1)  mittels  (3)  z 
anstatt  x  eingeführt  wird: 

Daß  es  Punkte  gibt,   die  dieser  Ungleichung  genügen,  ist  klar; 
dergleichen  sind  z.  B.  alle  Punkte  jer,  für  welche  g  ^  ö  ist. 

Dem  Punkte  0  =  de^^  entspricht  in  der  rc-Ebene  der  Punkt: 


e  +  €' 
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451 


Wir  werden  zeigen ,  daß  der  Konvei^enzradius  der  in  bezug  auf 
diesen  Punkt  transformierten  Reihe  nicht  kleiner  sein  kann  als: 


r  = 


-<p<| 


x\e  +  e 

d.  h.,  daß  jeder  Punkt  innerhalb  des  Kreises  um  x  mit  dem  Radius  r 
innerhalb  des  Gebietes  Ä  liegt.  Wird  irgend  einer  dieser  Punkte  mit  y 
bezeichnet^  so  hat  man: 


y 


he 


e  +  e 


—  (pi      ' 


X\e  +  e 


-ipil 


wo  0  <  (J  <  1  und  o  ein  beliebiger  Winkel  ist.     Daraus  folgt^  wenn 
t  das  Argument  von  (6  +  e'^*)  bezeichnet: 


y- 


i>e+-. 


^/(o  +  xf;)i 


ö  +  e 


-9» 


b  —  y 


X 


e  +  e 


-(pi 


|y|-g|&-yH,^   ./,^,,j|6g  +  |e(-"^V^)»- 


\e  +  e' 


-e 


e  +  e-'p'i  U  ^  I 


< 


e  +  e-v'\ 


< 


was  aussagt^  daß  y  innerhalb  Ä  liegt. 

Es  folgt  daher  (Art.  113)  für  den  Wert  (4)  von  x 

mithin  wegen  (2): 

h 


£--^^\e  +  e-p'\, 


oder 


Man  hat  also  für  hinreichend  große  h: 


1  =  A. 

T 


29* 
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und  diese  letzte  Ungleichung  gilt  für  |  ^er  |  =  ö,   welchen  Wert  auch 
das  Argument  ^  von  z  habe.     Demnach  folgt  aus  (2)  (Art.  128^  (3)): 

oder  auch: 

\iy„\^{x+Bf. 

Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

5.  Frage. 
397.     Ist  der  Koeffizient  aj^  einer  Potenzreihe: 

00 

Ä  =  l 

eine  einfache  ganze  Funktion  nullten  Ranges  von  h,  so  hat 
die  durch  ^{x)  erzeugte  analytische  Funktion  den  einzigen 
singulären  und  zwar  wesentlich  singulären  Punkt  a;  =  1. 
Es  sei: 


it  =  0 

Schreiben  wir  nun 


it  =  0 

OD 

h-1 

OD 
Ä  =  l 

; 

00 

f,{x)  =  xf;_,(x)  =  x  +  2'x'  +  S'x'  +  ---  =2  **^' 


A=l 


SO  läßt  sich  beweisen^  daß  im  allgemeinen: 

(1)  /•»(«)=  ^^^^/S'X^) 


»•=1 


ist,  WO  die  h^^^  konstante  Größen  bezeichnen.  Da  diese  Formel  für 
Je  ==  1  gilt,  so  darf  man  sich  der  vollständigen  Induktion  bedienen. 
Setzt  man  daher: 
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k-l 


so  erhält  man  hieraus: 


*-i 


/i(^)  =  ^2'^»-m[^/S'-^^K^)  +.*V- YW(a;)] 


«•=1 

oder  auch: 


fk(.^)-2[h-i,i-i+ih-t.i']^m^)> 


t=i 


indem  man  6^ ,.  für  i  =  0  und  für  i  >  r  gleich  Null  annimmt.  Damit 
ist  unsere  Formel  bewiesen,  und  man  hat  zugleich  die  rekurrente 
Beziehung: 

(2)  \i-h-i,i-i+ih~i,i' 

Im  besondern  ist: 

Aus  (2)  ergibt  sich  leicht,  daß  die  Größen  6^  .  ganze  positive 
Zahlen  sind.  Wir  wollen  jetzt  mittels  vollständiger  Induktion  zeigen^ 
daß  die  Ungleichung: 

(3)  6^^<2*^^, 

die  augenscheinlich  für  ifc  =  1  gilt,  für  jeden  Wert  von  k  besteht. 
Vorausgesetzt,  daß  sie  für  k  —  1  zutriflFt,  hat  man: 

mithin  wegen  (2): 

da  nun  (3)  offenbar  für  i  =  k  gültig  ist,  wo  sie  sich  auf  1  <  2* :  & 

^ l 

reduziert,  so  braucht  man  nur  i  <C,k  und  entsprechend  — .  ^  1  an- 
zunehmen, wonach  folgt: 

Wir  denken  uns  jetzt  um  den  Punkt  x  ==  1  mit  einem  beliebig 
kleinen  Radius  q  einen  Kreis  beschrieben  und  bezeichnen  das  außer- 
halb  dieses   Kreises   liegende  Gebiet  mit  Ä.     In   diesem   Gebiete  be- 
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flitzen   die  Werte  von    , 

wir  l  nennen  wollen^).     Da  nun 


^ 1   eine  endliche   obere   Grenze   >  1 ,  die 

1  —  x\  ' 


mithin : 

ist,  so  folgt  daraus  wegen  (1)  und  (3): 


und   somit    in   sämtlichen   Punkten   des    Gebietes   A    mit   Rücksicht 
darauf,  daß  l  >  1  ist,  und  unter  der  Voraussetzung  ()  <  1 : 

woraus  sich  ergibt: 

(4)  ^Wh{x)\<%'-\h\^^)' ■ 

Da  nun  ^%oä^    der   Voraussetzung    nach    eine    einfache    ganze 
Funktion  nullten  Ranges  ist,  so  hat  man  (Art.  283): 

lim(Ä!c,)^=0. 

00 

Daraus  aber  folgt  (Art.  113),  daß  ^hXc^oi^  eine  ganze  Funktion 

Ä-  =  0 

ist  und  daß  somit  die  in  (4)  rechts  stehende  Reihe  für  jedes  l  und  q 

00 

konvergiert     Es  erhellt  hieraus  sofort,   daß  die  Reihe  ^Cj^f^i^)  iii 


1)  Die  Größe    , 
^  1 — X 

von  den  Punkten  0  und  1. 


X 


ist  das  Verhältnis  der  Entfernungen  des  Punktes  x 

Dieses  Verhältnis  ist  längs  eines  jeden  Kreises,  in 
bezug  auf  welchen  diese  beiden  Punkte  konjugiert  sind,  konstant  und  die  obere 
Grenze  seiner  Werte  in  dem  Gebiete  A  ist  derjenige  Wert,  welcher  dem  den 
Kreis  um  1  mit  dem  Radius  q  von  innen  berührenden  Kreise  der  erwähnten 
Familie  entspricht. 
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jedem  Bereiche  innerhalb  des  Gebietes  A  unbedingt  und  gleichmäßig 
konvergiert  und  folglich  innerhalb  eines  solchen  Bereiches  eine  analy- 
tische Funktion  f{x)  darstellt,  die  demnach  in  der  ganzen  Ebene  keine 
andre  Singularität  besitzt  als  den  Punkt  x  ^1,  Nach  dem  Weier- 
straßschen  Hilfssatze  erhält  man  die  Entwicklung  von  f{x)  in  der 
Umgebung  des  Anfangspunktes,  wenn  man  die  Funktionen  fi,{pc)  durch 
deren  Entwicklungen  ersetzt;  man  hat  so: 

00  CO  00  OO  00  OD 

Diese  Reihe  stimmt  aber  mit  5ß(a;)  überein;  daher  ist  f{x)  die 
durch  das  Element  ^{x)  erzeugte  analytische  Funktion. 

Beachtet  man,  daß  fj^{x)  im  Punkte  x  =^1  einen  Pol  (Je  +  l)-ter 
Ordnung  hat,  so  erkennt  man,  daß  f{cc)  in  diesem  Punkte  eine  wesent- 
liche Singularität  besitzt. 

Der  soeben  bewiesene  Satz  läßt  sich  ohne  Schwierigkeit  folgender- 
maßen verallgemeinem: 

Sind  Gi(x)j  G-^{x),*",  6r^(ir)  r  einfache  ganze  transzendente 
Punktionen  nullten  Ranges  und  ist: 


r 


SO   erzeugt  die  Reihe  ^a^oi^  eine  analytische  Funktion,  die 

Ä  =  0 

in    der   ganzen   Ebene   keine    andern    Singularitäten   besitzt 
als   die  r  wesentlich  singulären  Punkte  a?i,  x^j  •  •  •,  x^. 

Reduziert  sich  eine  der  Funktionen  G  auf  ein  Polynom,  so  re- 
duziert sich  der  entsprechende  singulare  Punkt  auf  einen  Pol. 

398.    Umgekehrt:  Ist  f{x)  eine  analytische  Funktion,  die 

OD 

den  einzigen  singulären  Punkt  x=\  besitzt,  und  ist  ^ dj^oi^ 

Ä  =  0 

ihr  dem  Anfangspunkt  entsprechendes  Element,  so  läßt  sich 

OD 

aj^  für  Ä>0  stets  in  Form   einer  ganzen  Funktion  ^c^h^  von 
h  darstellen,  deren  Koeffizienten  der  Bedingung: 

lim(Ä:!C;t)*==0 
genügen. 
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Wir  wenden  auf  f{x)  die  Transformation: 

__     t 

an;  da  nun  ic  =  0  der  Wert  ^  =  0,  x  =  1  aber  der  Wert  t=oo  ent- 
spricht, so  wird  f{x)  —  a^  in  eine  ganze  Funktion  von  t  verwandelt, 
die  far  f  ==  0  verschwindet;  es  ist  also: 

WO  die  rechts  stehende  Reihe  einen  unendlich  großen  Konvergenz- 
radius besitzt.  Zwischen  den  a  und  den  h  bestehen  folgende  Be- 
ziehungen (vgl.  Art.  377): 

Wir  betrachten  nun  den  arithmetischen  Ausdruck: 

(2)  <p{^)-±^^'^^iL-^f-'+''h 

und  werden  zunächst  beweisen,  daß  er  in  jedem  endlichen  Bereiche 
gleichmäßig  konvergent  ist.    Da  die  Reihe  2\^  für  jeden  endlichen 

Ä:=l 

Wert  von  t  unbedingt  konvergiert,  so  läßt  sich,  wenn  man  die  positive 
Größe  s  beliebig,  aber  kleiner  als  1  annimmt,  ein  Index  n  von  der 
Art  angeben,  daß  für  jedes  A;  >  w  die  Ungleichung  1 6^  I  <  «*  gilt; 
man  hat  mithin  für  jedes  x,  das  absolut  kleiner  ist  als  eine  willkür- 
liche ganze  positive  Zahl  q,  und  für  jedes  m  >  w: 


^  Vy(g  +  l)(g  +  2)...(g  +  Ä;^l)  t 
^^  (ä;-1)! 


k  =  m 


Da  nun  die  Reihe: 

^(g  +  l)(g  +  2)--(g  +  fc~l)    .  _ 


*  =  o 


(^-1)1  (1-0^  +  ' 


konvergiei-t,   so   kann  man   zu  jedem  vorgegebenen  6  einen  Index  p 
von  der  Art  angeben,  daß  für  jedes  m>  p: 

V(p  +  l)(g  +  2)...(g  +  fc~l)    , 
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ist;  man  hat  denmacli  für  jedes  m  >  w  und  >jp  und  für  jedes  x  von 
kleinerem  absolutem  Betrage  als  (>: 

^(^_l)(a;-.2)...(a;~Ä;  +  l)^  I 

eine  Ungleichung,  die  aussagt,  daß  tp{x)  in  einem  Kreise  mit  beliebig 
großem  Radius  um  den  Anfangspunkt  gleichmäßig  konvergiert. 
Es  ist  sonach  q){x)  eine  ganze  Funktion: 

OD 

A:  =  0 

und   es   ist   aus   den   Formeln  (1)   und   (2)   ersichtlich,  daß  für  jedes 
ganze  positive  A: 

ist.     Man  hat  femer  für  \x\  =  q  und  für  m>n: 

TO-l 


Bezeichnet  man  mit  Q{^)  das  durch  das  erste  Glied  rechterhand 
dargestellte  Polynom  in  (>,  so  kann  man  schreiben: 

kW  l<  <?((») +  ^j::^r 

Man  setze: 

wo  s'  eine  positive  Größe  bedeutet,  die  um  so  kleiner  ist,  je  kleiner 
£  ist,  und  wähle  p  so  groß,  daß: 

Q{Q)<e^'"\     £'((»  + 1)<|*"P 

wird,   wo    f''  eine   Größe   bedeutet,   die   nur   größer   als   2s'  zu   sein 
braucht  und   somit   ebenfalls  beliebig   klein  ist.     Alsdann  hat  man: 
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daraus  folgt  aber  (Art.  279),  daß  die  Koeffizienten  c^  der  Ungleichung: 

1 

genügen. 

Wie  der  vorige,   so  läßt  sich  auch  dieser  Satz  verallgemeinem. 

OP 

899.    Haben  die   Koeffizienten   der  Reihe  2 a^(x^  die 
Form: 

wo  c  eine  Konstante  bedeutet,  und  ist: 


Vi   *  ' 

(1)  Umt/,p„=0,     lim]/i2(-iy(?)3A..h0, 

fio  besitzt  die  durch  diese  Reihe   erzeugte  Funktion  f{x)  in 
endlicher    Entfernung    den    einzigen    singulären   Punkt 

x^  —  ,  und  umgekehrt^). 

00 

Wegen  der  ersten  Gleichung  (1)  ist  ^Pj^oi^  eine  ganze  Funktion 

A  =  0 

(Art.  113);  wir  wollen  sie  mit  q){x)  bezeichnen  und  schreiben: 

f{x)  =  tp{x)  +  ^(ca;), 
wo: 

OD 

A  =  0 

ist.     Wenden  wir  auf  die  Funktion  (1  —  x)il}{x)   die  Transformation: 


(2) 

^=« 

t 

+  1 

an,  80 

erhalten 

wir 

(vgl. 

Art.  377): 

(1 

-x)rl,{x) 

00 

^V 

h 

(3) 

n 

-2(- 

t=0 

O^-. 

1)  Auch  dieser  Satz  gehört  zu  denjenigen,  die  als  Erweiterungen  des  Satzes 
von  Cauchy  gelten  können. 
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ist.    Es  ergibt  sich  somit  aus  der  zweiten  Gleichung  (1),  daß  (Art.  113) 

OD 

JS^h^  ®^®  ganze  Funktion  Ton  t  ist  und  daß  infolgedessen  (1  ■—x)il){x) 

A  =  0 

und  demnach  auch  ^(a?)  keinen  andern  singulären  Punkt  hat  als  den 
Punkt  X  ^1,     Folglich  hat  f{x)  in  endlicher  Entfernung  keine  andre 

Singularität  als  den  Punkt  rc  —  — . 

Es  sei  jetzt  umgekehrt  f{x)  eine  Funktion  von  solcher  Beschaffen- 
heit    Wir  haben  dann  (Art.  181): 

f{x)  ^(p{x)  +  t{cx)y 

wo  g){x)  eine  ganze  Funktion  von  x,  ip(^)  eine  ganze  Funktion  von 

; ohne  konstantes  Glied  ist.     Wir  können  dann  schreiben: 

l  —  x 


V-C^)»!^-^  2*^*0^' 


WO  die  Reihe  rechts  für  alle  Werte  von  konvergiert.     Da: 

X  1 


1  — X  1  — X 


- 1 


X 


ist,   so   läßt  sich  diese  Beihe  in  eine  ganze  Funktion  von   .  _-  -  um- 
wandeln, so  daß: 


a-^)^w=2''-*(r^) 


A  =  ü 


oder  auch,  wenn  wir  die  Transformation  (2)  vornehmen: 

00 

A  =  0 

wird,  wo  die  rechts  stehende  Reihe  für  alle  Werte  von  t  konvergiert. 
Daraus  folgt  (Art.  113): 

(4)  ]imV]r,]  =  (). 

00 

Ist  nun  ^qj^cd"  die  Entwicklung  von  iIj{x)  in  der  Umgebung  des 

Ä  =  0 

Anfangspunktes,  so  finden  zwischen  den  q  und  den  r  die  Beziehungen 
(3)  statt,  so  daß  sich  aus  (4)  unmittelbar  die  zweite  Gleichung  (1) 
ergibt.     Ist  andrerseits: 
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OD 

SO  genügen  die  pj^  der  ersten  der  Gleichungen  (1).     Damit   ist  der 
Satz  Yollstandig  bewiesen. 

400.   Der  Satz  läßt  sich  folgendermaßen  yerallgemeinem: 

Die  notwendige  and  hinreichende  Bedingung  dafür^  daß 

OD 

die  Beihe  ^a^^   ®i^®   Punktion   erzeugt^    die   in    endlicher 

A  =  0 

Entfernung  lediglich  die  singulären  Punkte  — ,  — ,  •  •  •,  —  be- 
sitzt^ besteht  darin^  daß  man:  i      s  r 

r 

setzen  kann^  wobei: 

A  =  00 


Vi  \ 

lim}/  i^(-iy (*)?,,,_,  =0     (j=l,2,...,r) 


ist. 


401.  Auf  die  Frage,  mit  der  wir  uns  beschäftigen,  kann  man 
folgendes  Problem  beziehen,  das  zugleich  eine  Verallgemeinerung  des 
in  Art.  375  u.  fif.  behandelten  ist: 

Es  sollen  die  Bedingungen  dafür  gefunden  werden,  daß 
die  ^  dem  Anfangspunkte  nächstliegenden  singulären  Punkte 
einer  Funktion  f{x)  einfache  Pole  von  verschiedenen  abso- 
luten Beträgen  sind. 

Es  seien: 

d,  =  d,e'i%  d,  ^  8,e'^\  •  •  •,  rfp  =  S^^p' 

die  p  nach    zunehmendem   absolutem  Betrage    geordneten  Pole.     Ist 

l. 
— ^  der  Hau 

k 
man  schreiben: 


l 
_  ,    der  Hauptteil   (Art.  171)   der  Funktion  im  Pole  d^y  so  kann 


f(^)=I!r--ä+f('''^' 


k=l 


WO  (p(x)  eine   Funktion   darstellt,    die   in   dem   ganzen   Kreise  vom 
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Badius  d^  um  den  Anfangspunkt,  den  Umfang  einbegriffen,  regulär 

OD  00 

ist.     Bezeichnen  wir  mit  ^a^^a^,  ^bf^a/^  die  dem  Anfangspunkte  ent- 

sprechenden  Elemente  der  Funktionen  f(x),  q){x)  und  beachten  wir, 
daß  die  erste  dieser  Reihen  den  Konvergenzradius  d^  hat  (Art.  155), 
so  haben  wir  für  |a;|  <  *!.• 


woraus  sich: 


*  =  1         A  =  0    *** 


«*  =  -^^  +  ^ 


ergibt.     Wir  setzen,  wenn  m  eine  bestimmte  Zahl  bedeutet: 


Al^^k 


und  schreiben  die  vorstehende  Beziehung  folgendermaßen: 


Es  sei  femer: 


D. 


m,p-l 


»m               ö^m  +  1  •  •  •  »m+p-1 
^m  +  1         ^w  +  2  '  '  '  ^m^p 

_ 

^tn+p-1   ^m+i»  •  *  •  ^m  +  2p-2 

f»pl.«p8     ■f^pp 

wo: 


p 


Da  der  Konvergenzradius  der  Reihe  ^ij^cd"  größer  ist  als  S^,  so 
sind  die  Reihen: 


A  =  0 


2^Kd\ 


(k=l,.-.,p) 


Ä  =  0 


absolut  konvergent,  und  es  ist  folglich: 


Digiti 


izedby  Google 


462     Dritter  TeiL    Ergftnzangen  zur  Theorie  der  analjüscben  Fonktioiten. 


A  =  ao 


es  läßt  sich  daher  nach  Annahme  einer  beliebigen  positiven  Grröße  6 
eine  Zahl  m  derart  bestimmen,  daß  für  jedes  A  >  m: 

wird,  worin  |  «^  ^  I  "^^  ^  ^^*-     ^*^  kann  also  schreiben: 


=v 


,m  +  r+<-2   ^  ^ 


d  L  s       ... 


und  es  ist  fQr  jedes  r  und  s: 


l     *^«,m  +  r  +  *-2 


<<^y; 


WO  y  den  größten  unter  den  Werten    y    (s  «=  1,  2, . . .,  j?)  bezeichnet. 
Setzen  wir  nun: 


^P- 


1      . 


(2  d 

1  9 


7  ^P 


1  +  h      1 
1      i  +  X, 


wo  i^y  kf,  •  •  •,  Ap  beliebige  Größen  sind,  femer: 


1  1  l  +  ^y 


beachten  wir,  daß: 


ni  •  •  •  Vtf 


V  -,  '  •  •  V 


L,L,--  LJ,  = 
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ist,  und  multiplizieren  wir  die  Zeilen  dieser  Determinante  mit  den 
Zeilen  von  z/^',  so  wird: 

Man  kann,  wie  sich  aus  dem  Vergleich  von  (1)  und  (2)  ergibt^ 
von  jE^p_i  zu  D^p^i  dadurch  übergehen,  daß  man  in  i^„^^_i  da» 
Symbol  A,  in  den  verschiedenen  Elementen  i/^,,  in  denen  es  auf- 
tritt, durch  verschiedene  Veränderliche  rj^^  ersetzt  und  dann: 

annimmt.  Es  ist  aber  offenbar  Jp,  und  folglich  auch  jB^^_i,  eine 
stetige  Funktion  der  Veränderlichen  A,  oder  rj^^,  und  es  ist  ^p  =  Jp 
für  1^^,  =»  0.  Hieraus  folgt,  daß,  wenn  eine  beliebig  kleine  (jröße  r 
gegeben  ist,  sich  6  stets  so  wählen  läßt^  daß: 


L...L 

I     1  P 


<t: 


wird.     Das  läßt  sich  schreiben: 


oder  auch: 

Um  (rf,  . . .  d,)-»!)™.,.»  =  (-  lyJl  ^^; 

hieraus  folgt  schließlich: 

m  =  QD  12  p  1 

402.  Wir  nehmen  jetzt  umgekehrt  an,  daß  für  einen  bestimmten 
Wert  p  die  Bedingung: 


m=Qo 


(?^ 


erfüllt  sei,  wo  q  den  Konvergenzradius  der  Reihe  ^a^ic*  bedeutet. 
Wir  bemerken  zunächst,  daß  für  keinen  Wert  von  p  die  Ungleichung^ 
lp_i>  —p  statthaben  kann;  man  hat  nämlich  für  jedes  hinreichend 
große  m,  welches  auch  i  sei  (Art.  113): 

(1)  i«..,i<(^r, 
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mithin : 

/l  +  A"»P 

woraus: 


ii>...-d<.i(^tT' 


Q 


und  schließlich: 

folgi     Wir  bemerken  femer,  daß  (Art.  113): 

i,  -  lim  yfö"!  =  -^ 

ist.     Daraus  folgt,  daß  sich,  wenn  man  p  der  Reihe  nach  die  Werte 
1,  2,  3,  •  •  •  gibt,  ein  Wert  P  von  der  Art  finden  muß,  daß  für  jedes 

jp<  P  die  Gleichung  l^  =  ~  ^-^  gilt,  während  Ip  <  -y:^^^  ist. 
Wir  setzen  p'  =  ^ — p;  es  ergibt  sich  q'  >  q  und: 

Da: 

7        _  1 
e 

ist,  80  lassen  sich  vinendlich  viele  Werte  m  angeben,  für  die: 
i_A 

<2)  y|^-|>_/>. 


9  9 


ist.     Wir   wollen  beweisen,  daß  diese  Ungleichung  für  jedes   hin- 
reichend große  m  gilt,  daß  also: 


wird. 


luny\Dm,p-i\  =-> 

m  =  Qo  Q 


403.    Welcher  Art  auch  die  Zahlen  m,  p  sind,  so  besteht  doch 
immer  folgende  Beziehung: 


1)  Bei  Hadamard  182,  S.  20  u.  184,  S.  40  steht  anstatt  I>m  +  i,p-2  irrtüm- 
licherweise D^j^       2  göschrieben. 
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Bezeichnen  wir  nämlich  mit  ft^,  die  Elemente  der  Determinante 
Dm-i,p9  ™*  ^rs  ^®  2^  /^r*  adjungicrtc  Unterdeterminante,  so  ist: 

ferner   ist  -Dto+i,p-2    ^^®    adjungierte   Unterdeterminante   der   Unter- 
determinante  von  D^   ,     -. 

m~-x,p 

Daraus  folgt  nach  einem  bekannten  Satze  ^): 

^1,1  ^i»  +  l,p  +  l  ""  ^l,p  +  l  f*p  +  l,l  "^  -^m-l.p  ^m  +  l,p-2? 

was  mit  (1)  zusammenfallt. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  hat  man  für  hinreichend 
große  m: 

mithin: 

i^..,i<ef/)"(^)%.'. 

Man  kann  £'  so  klein  annehmen^  daß: 
wird,  und  dann  m  so  groß,  daß: 

•wird;  alsdann  ist,  wenn  h  eine  positive  Größe  <  1  bezeichnet: 

oder: 

(2)  |fi-„,i.!<Ä«'»o»'»Ö«"', 

wo: 

""  2"       „        1  —  «   ^  , 


1)  Cesäro-Kowalewski,  a.  a.  0.,  S.  28. 

Viranti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  30 
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ist.  Wir  nehmen  nun  an,  die  Beziehung  (2)  des  vorigen  Art.,  die  wir: 
(3)  \Bm,P^i\>(D^>6^(D^ 

schreiben  können,  gelte  nicht  für  alle  Werte  von  ni.  Ist  dann  eine 
beliebig  große  Zahl  JV  vorgegeben,  so  läßt  sich  eine  Zahl  M>  N 
derart  bestimmen,  daß  die  Beziehung  für  m » Jf ,  aber  nicht  für 
m  ==  M  -—  1  Geltung  hat.    Alsdann  ist: 

|Dif,p-i|>cDMDjr-i,P-i|<a,^-'; 
nun  ist  wegen  (1),  (2): 

e^^A^^ß)«^>|fiif,p|  =  |i)if+i,P-iDif-i,p-i-i)!r,P-i|^ 

^|i>!f,p-i|-|Dif+i,p-i||Dj/-i,p-i| 


^jf^p-ij 


.^21f^21f^21f 


l-D 


>-i,p-i| 


> 


oder  auch: 

t-Djf+i,p-i|  ^ 
oder  auch: 

(4)  |D^+,,P_i|>cD^+Kl-Ä«^) 

Man  kann  auch  schreiben: 


O^^-h'^iü^'' 


< 


^Sr,P-i 


<h^^e^^<h^^. 


mithin: 


daraus  folgt: 


1- 


•^jf+i,p-i  •^jf-i,p-i 


^M,P-l  ^MyP-1 


<Ä^^; 


D 


if+i,P-i 


^jf,p-i 
und  schließlich: 

(5) 


>(1-Ä»') 


^Jf+l,P-l 


■^M-1,P-1    I  G> 


JD 


jf,  p-i 


>ai(l-Ä2ir). 


Wir  werden  jetzt  zeigen,  daß  für  jeden  beliebigen  Wert  von  i 
folgende  Formeln  gelten: 

(6)     I Djr+.-,p-i  i  >  cj^+»(l  - A2^y  (1  -  A2(^+i)y-i ... (1  -  Ä«(^+'-i)), 
^""^  ""'      >  «  (1  -  A2^)  (1  -  Ä2(jf+i))  . . .  (1  _  Ä*(i^+'-i)), 


(7)    ir-^'-^^^ 

(8) 


|I>ir  +  .-,p-i|>o^+'Ö*+'"; 


Digiti 


zedby  Google 


über  die  singulären  Punkte  der  analytischen  Funktionen. 


467 


die  letzte  von  ihnen  beweist  unsere  Behauptung,  daß  nämKch: 


limVlD, 


m,P-l 


ist.  Da  (6)  und  (7)  für  i  =  1  gelten  (s.  die  Formeln  (4),  (5)),  (8) 
aber  für  i  =  0  gilt  (s.  die  Formel  (3)),  so  können  wir  sie  mittels 
vollständiger  Induktion  beweisen,  indem  wir  sie  für  einen  bestimmten 
Wert  von  i  als  richtig  voraussetzen. 

Wir  nehmen  in  (2)  m  =  M  -{-  i  und  erhalten  so: 

mithin  wegen  (8): 


•^jf+»+i,p-i  -^jf+«-i,p-i 


^Jf+t,P-l  -^M+iyP-i 


fc2(if+0c2(Jf+t)ö«(3f+0 


|^i+.-,P-l| 


oder  auch: 


D 


Jf+»4-l,f-l 


B 


if+»,p-i 


>  (1  -  Ä«(^+0) 


D 


jf+t,p-i 


D 


if+»-i,p-i 


und  wegen  (7): 


(9) 


D 


jf+«  +  i,p-i 


D 


jf+t,  p-i 


>  ßj  (1  ~  h^^)  (1  -  ä2(^+i))  ...  (1  -  Ä«(^+0) , 


womit  (7)  selbst  bewiesen  ist. 

Aus  (6),  (9)  erhält  man  sodann: 

(10)         I  Djr+,+i,p-i  I  >  cj^+'+i(l  ~  h^^y+^{l  -  A2(^+i)y 
. . .  (1  _  hm+i-i)y(i  -  h^iM+i)^^ 

womit  (6)  bewiesen  ist. 

Aus  (10)  folgt  schließlich: 


M  +  i+l 


t  +  l 


l/pi^+i,p-i|  >  cd(1  -  Ä2^)^+»>ni  - '^'^''^'O''^'^' 


.  .  .  (1  _  ;^2(if+0)if+e  +  l  >  ß,(l  ^  Ä^Jf)  (1  _  ^2(^+1))  ...  (1  -  A2(lf +0) 

und  daraus  (S.  431,  Anm.): 


2f  +  »  +  l 


30* 
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Nim  läßt  sich  N  so  groß  annehmen^  daß  für  jedes  M>  N: 

wird;  daraus  folgt: 

damit  ist  aber  (8)  und   zugleich   die  Ende  Art.  402   ausgesprochene 
Behauptung  bewiesen. 

404,   Nach  diesen  Vorbereitungen  definieren  wie   die  P  Gh-oßen 
^m,i,  ^m,2,  '  •  'y  (^m,p  niittcls  der  Gleichungen: 

Cm,pCim  +  C'OT,P-lötm  +  l   H h  C>n,  1  öm  +  P-l     +ötm  +  P         =0 


^  Cm,pO>m-\-P-l-\-  Gn,P-lÖtm+pH h  Cin,  1  ö^wi  +  2P-2  +  Ö^»n  +  2P-1  =  0 

und  schreiben  außerdem: 

(2)     Cm,pClfn-^P+  C,n,p_ia»n  +  P  +  lH h  C;„,  1  Ötro  +  2P-1  +  Öm  +  2P  = -S- 

Die  Resultante  aus  (1),  (2)  ist: 

Ötm  ö^yft  +  i  •  •  •    a^i  +  P-l      Clm  +  P 

Cf'm  +  l  Of/H  +  i  •  •  *    (^m-k-P  CLm-\-P-l 


ö^m  +  P-1    Ötm  +  p         •  •  •    Ä;„4.2P-2    Ötm  +  2P~1 
(^m-k-P  Ötra  +  P  +  1   •••    ötTO  +  2P-l    Ötm+2P  —  S 

woraus  sich  ergibt: 


=  0, 


g=  i^"'^ 


-'m.P-l 


Wir  denken  uns  nun  die  Gleichungen  (1)  für  den  Index  w  +  1 
hingeschrieben;  durch  Vergleich  mit  (1),  (2)  erhalten  wir  dann^  wenn: 

gesetzt  wird: 

^m,PÖtm+l         +^m,P-lötm  +  2         +  *  '  *  +  ^m,  1  «m  +  P  =0 

5wi,PÖm  +  2         +^m,P-löm  +  S         +  *  *  '  +  ^m,!  ö^  +  P  +  l     =0 

-Bm,PÖtm  +  P-l  +  -Bm,P-lÖtm  +  P         +  *  *  *  +  -Bm,  1  ötn  +  2P-2  =  0 
■BmyPdm+P        +  -Bm,P-lfltm  +  P+l  +  *  *  *  +  -Bm,  1  Ötm  +  2P-1  ="  —  -ff, 
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dtircli  Auflösung  ergibt  sich  daraus: 

-^m  +  l,P-l  -*^m  +  l,P-l-^>n,P-l 

WO  DS+i,p-2  die  Determinante  bedeutet,  die  man  aus  der  Determi- 
nante des  Systems  durcb  Unterdrückung  der  letzten  Zeile  und  der 
(P  — A  +  l)-ten  Kolonne  erhält.  Man  hat  nun  für  ein  hinreichend 
großes  m  (vgl.  Art.  402): 

I  Ä.P-s  1  <  (P  - 1)  I  (lii)""^''-^>  =  (P  - 1)  I  (lii)"', 

wo  vn^m  oder  m'^m-\-P  ist,  je  nachdem  —^ — <1  oder  >1 

:.  Q 

ist;  mithin  durch  eine  geeignete  Änderung  des  Wertes  von  e: 

Vi  nW  I^L+J. 

9 

femer: 

i^i^;;;:7i<-^+^ 


p  /  ^ 
9  9 


außerdem  aber  (s.  den  vorigen  Artikel): 

y|D«+i.p-i|> 


/  ' 


T/K7:^>^ 


Daraus  folgt: 


i*...i<(Ä)' 


1  _j_  g\2m+l  Q 


9 


und  somit: 


Iiml/|£„,*|  =  {.  =  T<1. 

m  =  Qo  9 


Wählt  man  also  r^  größer  als  r  und  kleiner  als  1,  so  läßt  sich 
M  derart  bestimmen,  daß  für  jedes  m  ^  M: 

wird.     Daraus  folgt,  daß  die  Reihe: 

Cjf,A  +  JBjf,A  +  -Blf+1,A  +  -Bjf+2,Ä  +  •  •  •  = 
==  Cjf,A  +  (Cjf+i,Ä  —  Cm^h)  +  (Cjf+2,A  —  Cjf+l,*)  + 
+  (Cjf+8,Ä  —  Cjf+2,Ä)  +  •  •  • 


Digiti 


izedby  Google 


470     Dritter  Teil.    Ergänzungen  zur  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 

konvergiert  oder  daß  sich  Cm,h,  während  m  dem  Unendlichen  zu- 
strebt, einem  bestimmten  Grrenzwerte  nähert,  den  wir  mit  Cj^  be- 
zeichnen wollen.     Demnach  hat  man: 

l<?»-C„.J  ^  jB„,J  +  |5„^i,J  +  •  •  •<^. 

Nun  kann  man  wegen  der  Gleichungen  (1)  schreiben: 

im-\-P  =  Cpüm  +  Cp-iöm  +  l  +  *  '  *  + 

+  Ciam^p^i  +  dm  +  P  =  \Cp  —  Cm,p)CLm  + 

+  (Cp-1  —  Cm,P-l)(lm-{-l  +  •  •  •  +  (Ci  —  Cm,l)ötm+P-1 

und  folglich  für  ein  hinreichend  großes  m  (Art.  402,  (1)): 


i,.„i<PT^.c-+r". 


wo  r  =  0  oder  r  ^  P,  je  nachdem      "'   ^  <  1  oder  >  1  ist.     Daraus 
ergibt  sich  unmittelbar: 

ms:   OD  V 

und,  da  r^  um  eine  beliebig  kleine  Größe  r  übertrifft: 


«1=00  *r  *f 

Beachtet  man  nun,  daß  h^  der  Koeffizient  von  af^  in  dem  Produkte: 

OD 

2«A^  X  (1  +  C^x  +C2X^  +  -'  +  Gpx^) 

A=0 

ist,  so  kann  man  schließen  (Art.  113),  daß  der  Konvergenzradius 
dieses  Produktes  mindestens  q'  ist  und  daß  somit  f(x)  innerhalb 
des  Kreises  um  den  Anfangspunkt  mit  dem  Radius  q'  keine  andern 
Singularitäten  hat  als  die  P  Nullstellen  des  Polynomes: 

F{x)  =  1  +  Cia;  +  Caiz;^  +  •  •  •  +  CpX^, 

welche  ebenso  viele  Pole  von  f(x)  bilden.  Der  gemeinsame  absolute 
Betrag  derselben  ist  q,  da  ja,  wenn  P'(<  P)  von  ihnen  den  ab- 
soluten Betrag  p,  die   übrigen   aber  einen   größern  absoluten  Betrag 

besäßen,  Ip'  <  ->;xt  s®"^  würde. 

Wie   man   sieht,   stellt    das  dargelegte  Verfahren  nicht  nur  die 
Existenz  der  P  Pole  fest,  sondern  gestattet  auch,  diese  zu  bestimmen. 
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405.     Wir  schreiten  jetzt  dazu^  die  Singularitäten  von  f{x)  zu 
untersuchen,  deren  absoluter  Betrag  ^  p'  ist. 
Ist  jp  ^  P,  so  kann  man  schreiben: 

Ofm        ö^m  +  1  •  •  •   öt/w  +  P-1         0,n^P        6m  +  P+l         *  *  *  ^m+p 

Ö^TO  +  lö^m  +  2         •  •  •   Ö^OT  +  P  6m  +  P  +  l  Om  +  P  +  2         *  *  *  &m+i>  +  J 


-L^m.v  — 


ötffi+pfl^m+p-Hl  *  •  •  ö^m+p  +  P-1  Om+p  +  pÖ/w+p  +  P  +  l  •  •  •  Om-{-2p 

erinnert  man  sich,  daß: 


1         T' — "»/Pi — r  ^  1 


ist,  so  erhält  man  daraus: 

eine  Formel,  die,  wie  man  leicht  sieht,  auch  für  jp  =  P  —  1  gilt. 
Wir  bemerken  aber,  daß  für  jp  =  P  -—  1  und  für  p  =  P  das  Gleichheits- 
zeichen gesetzt  werden  muß. 

Es  sei  nun  p  ='  Q  der  erste  Wert  von  p,  für  welchen: 


p  -^  ^p^.p-p+i 


wird,  so  daß  man  hat: 

h<-^p-^:rpTi' 
Schreiben  wir: 

h^-p-7ö-irr.7    wo    ()">()'    ist, 

so   finden  wir   nach   einem  ähnlichen  Verfahren  wie  in  den  vorigen 
Artikeln: 


und  gelangen,  indem  wir  überall  — — ^^   anstatt  -^  setzen,  zu  dem 
Schlüsse,  daß:  ^   ^'  ^ 
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lim  y|D,„,Q-i|  =  ?Q-i 
ist     Setzen  wir  nun: 


(1) 


SO  erhalten  wir  wie  früher: 

7)(*)  7) 

7?'        __  /^        1NA     •^wi  +  l,Q-2-^m,Q 

WO  Dto + 1 ,  Q- 2  dieselbe  Bedeutting  hat  wie  oben.    Da  nun  ^  —  2  ^  P  —  1 
ist,  so  hat  man: 

y|i>m,Q|  <     p   ,Q_p   ,,, 
m  +  l/p=j 1  1  —  s 

y|I^i7i+i,Q-i|  >  -p—q:n>> 

Q   Q 


y^,Q-i|> 


mithin: 


und  folglich: 


1—  s 
9  9 


m  +  l 


17?'      i^/l  +  ^V"*'-'^ 


limy|jB;,,,|^-^,  =  r'<l. 


Daraus  geht  wie  früher  hervor,  daß  sich  C^,ä>  während  m  dem 
Unendlichen  zustrebt,  einem  bestimmten  Grenzwerte  nähert,  den  wir 
mit  Ch  bezeichnen  wollen. 

Setzt  man  analog  wie  früher: 


(2) 


hrn 

+  P  = 

■Cpam 

+  Gp. 

-ia»n  +  l 

+  '"  +  0^a„ 

i  +  P- 

l+ö^m 

+  P7 

bm 

+  2Q- 

■1  =  Gpam 

+2Q-P-1 

+  Cp. 

lötm  +  2Q-P  +  •  •  • 

-2  + 

(im  +  iQ. 

-iT 
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.wo    die   Koeffizienten   von  m  unabhängig   sind,    so    lassen   sich    die 
Gleichungen  (1)  folgendermaßen  schreiben: 


(3) 


Cm,QÖtm  +  Q-lH h  Cm,  Q-P+1  »m +P+ «-2  +  Ciil,  Q-p6m +  P+Q-lH 

+  Ci^i,l&m  +  2Q-2  +  6m  +  2Q-l  =  0^. 


WO  die  Cm,h  lineare  Punktionen  der  C'm,h  niit  von  m  unabhängigen 
Koeffizienten  sind. 
Ist: 

Cf//  p,ii  -ntf 

m  + 1 ,  Ä  —  ^m ,  h  =  J^m ,  Ä  ; 

so  findet  man  auf  die  obige  Weise: 


■^m  +  l,Q-l^w,Q-l 


WO  die  D  ebenso  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichungen  (3)  ge- 
bildet sind  wie  die  entsprechenden  D  aus  den  Koeffizienten  der 
Gleichungen  (1)  des  Art.  404.  Es  ist  aber  ofifenbar,  wenn  man  die 
Gleichungen  (2)  beachtet: 

femer   ist  Dm+i,Q-2  die  Determinante,  die  man  aus: 

Cf'm  +  l   •  •  •   Ö^m  +  P  6m  +  P  +  l    *  "  *   &/n+Q 


Cf'm  +  Q.  '  •  •   ötyn  +  P+Q-l6m  +  P+Q  *  *  *   &m  +  2Q-l 

durch  Unterdrückung  der  letzten  Zeile  und  der  (Q  —  h +l)-teji 
Kolonne  erhält.  Je  nachdem  h^Q  —  P  +  1  oder  h  <  Q  —  P  +  1,. 
ist  die  unterdrückte  Kolonne  aus  Symbolen  a  oder  aus  Symbolen  h 
zusammengesetzt.  Im  ersten  Falle  hat  man,  wenn  der  Einfachheit 
wegen  ()  >  1,  (>'  >  1  vorausgesetzt  wird^): 

\lJm  +  i,q^2  \<{Sl—l)U    p_^  .^,pj    , 


1)  Es  ist  sehr  leicht  einzusehen,  daß  das  Endergebnis  auch  in  den  andern 
Fällen  dasselbe  bleibt. 
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mithin  für  ein  hinreichend  großes  m  bei  geeigneter  Änderung  von  s: 

im  andern  Falle  dagegen: 


Q       Q 


Daraus  folgt  in  den  beiden  Fällen  beziehentlich: 

ii^yi5^^f.<i, 

m  =  oo  " 

m  =  cß  " 

und  hieraus  leitet  man  in  gewohnter  Weise  her,  daß  sich  CZ,h  far 
alle  Werte  von  h  einem  Grenzwerte  Ca"  imhert,  wenn  m  dem  Unend- 
lichen zustrebt.     Man  kann  nun  aber  zuvor  zeigen,  daß: 

Ca"  =  0    wird  tiir    h^  Q  -  P  +  1. 

Wir  denken  uns  von  den  Gleichungen  (3)  die  P  ersten  nach 
CIZ.Q,  Cot,  Q-1,  •••,  Cm,  Q-p+1  wirklich  gelöst,  während  wir  die  noch 
übrigen  C^,',a  als  bekannt  ansehen;  es  ergibt  sich  für  h^Q  —  P  +  1: 

Cm,h  == 7^ \Cm,  Q-P^h      + 

-^m.P-l 

worin  man  ^i*^  aus  Dm,p-i  erhält,  indem  man  die  Elemente  der 
^  +  1  — Ä-ten  Kolonne  durch  die  Größen  hm+ky  hm+k+i,  •  •  •;  bm+k+p-i 
ersetzt.     Nun  ist: 

lim  y\Dm,p-i\  =  -p, 

w  =  00  Q 

während,  wie  leicht  einzusehen: 


ist;  daraus  folgt: 


und  somit: 


m—  OD  Q  Q 


lim 


jw 


m  =  oo    ''        I  -^m,P-l 


^7<> 


lim  -jr-' 0. 

m  =  CD  -^m,  P—1 
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Andrerseits  imhem  sich  die  CIu^q-p,  Crü^q-p-i,  •  •  •,  Cm,i  end- 
liclien  Grenzwerten;  mithin  strebt  Cm,h  der  Null  zu. 

Erinnern  wir  uns  nun,  daß  die  Cm,h  lineare  Funktionen  der  Cm,h 
mit  von  m  unabhängigen  Koeffizienten  sind,  so  kann  man  daraus 
schließen,  daß  dieselben  Beziehungen,  welche  die  C^,*  an  die  Cm,h 
knüpfen,  auch  die  C'h  an  die  Ch  knüpfen.     Setzt  man  daher: 

so  ergibt  sich  offenbar: 

&m+p  ==  Cp  im  +  Cp-ibm  +  1  +  *  '  *  +  W  bm+p-1  +  ^m+p 

oder  auch,  da  C^  ==  0  ist  für  Ä  ^  ^  -  P  +  1 : 

bfn^p^CQ-.pim+p-Q  +  P+  Cq- p-ibm.\-p-  Q  +  p  +  i  -] h  Cl'&m+p-l  +  ^m+p« 

Durch  das  Verfahren  des  Art.  404  finden  wir  dann: 

»n  =  co  P 

woraus  folgt,  daß  der  Konvergenzradius  des  Produktes: 

00 

^b,a^  •  (1  +  C[-x  +  C^-x^  +■•■  +  C^'_p^«-0 
oder  des  Produktes: 

00 

^a.x" .  (1  +  Cix  +Cix'  +  '''  +  C'qx^) 

Ä  =  0 

nicht  kleiner  ist  als  p". 

Wir  haben  so  Q  —  P  weitere  Pole  abgesondert,  die  auf  der 
Kreislinie  q'  liegen, 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  fortfahren. 

406.   Beachtet  man,  daß: 

%i  =  ()      für    2)^P-1, 

=  p'     für     P£p£Q-l, 
-q"    für     e^P^--, 

? 

so  kann  man  den  Schluß  ziehen: 
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Das  Verhältnis  -^f^  nimmt  niemals  ab,  solange  p  wächst; 
und  hat  man  für  einen  bestimmten  Wert  von  p: 

so  besitzt  die  Funktion  innerhalb  des  Kreises  vom  Radius 

-^^   um    den   Anfangspunkt    keine   weiteren   Singularitäten 

p 
als  p  Pole. 

Was  die  Art  betrifft,  in  der  sich  das  Verhältnis  "^ —  ändern  kann, 

so  liegen  vier  Möglichkeiten  vor: 

1.  Ist  Ip  für  einen  bestimmten  Wert*  von  p  gleich  NuU,  so  hat 
die  Funktion  in  endlicher  Entfernung  keine  weiteren  Singularitäten 
als  p  Pole  und  ist  mithin  der  Quotient  aus  einer  ganzen  Funktion 
und  einem  Polynome. 

2.  Ist  lim  y-^—  ==»  0,  so  hat  die  Funktion  in  endlicher  Entfernung 

keine  andern  Singularitäten  als  Pole  (in  unendlich  großer  Anzahl), 
ist  also  meromorph. 

3.  Ist  lim  -^-^—  =»  ^  >  0,    so   hat    die   Funktion   innerhalb  des 

P^  OD        p  —  1 

Kreises  vom  Radius  R  um  den  Anfangspunkt  keine  andern  Singulari- 
*  täten  als  unendlich  viele  Pole. 
l 

4.  Bleibt  -j-^—  von  einem  bestimmten  Werte  von  p  an  konstant, 

so  sind  die  dem  Anfangspunkt  nächstliegenden  Singularitäten  der 
Funktion  p  Pole,  während  der  darauffolgende  singulare  Punkt  kein 
Pol  ist. 

407.  Einen  besonderen  Fall  der  dargelegten  Theorie  bildet  der 
folgende  Satz,  der  sich  als  zweiter  Teil  des  berichtigten  Satzes  von 
Lecomu  (Art.  375)  ansehen  läßt: 

Ist  lim =  u  und: 

Ä  =  oo  ^A  +  1 


^^  1/  \a ^  =y<^y 

;i  =  x  V     I  "a  +  1 
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so   besitzt   die  Reihe  ^a^a^  auf  dem  Konvergenzkreise  den 

A  =  0 

einzigen  singulären  Punkt  w,  und  dieser  ist  ein  einfacher  Pol. 
Setzen  wir  allgemein u  =  Sj^y  so  folgt  aus: 


A  +  l 


«m  «m  +  1 


unmittelbar: 

m  m  +  l 


«^m  +  l  "m  +  2 

und  somit: 


m  +  l  "'m  +  2 


daraus  aber: 


'»i  +  l     "m  +  S 


(ßm  ~  *m  +  l)<*»n  +  l<*m  +  8> 


VI  ^»,1  I  =  yi  «m  -  «»  +  1  I  VI  ««  +  1  I  V\  «m  +  8  i  • 

Da  nun  Hm^fsJ  =  y,  lim  ?!«„+!  |  =  Hm  ""^i/l^^+i  i  =  y  ist,  so 
folgt  daraus  (Art.  118): 


m  =  00  »«  =  Qo 

da  ferner: 

m  =  oo  m  =  00  " 

ist^  so  hat  man: 


es  ist  daher  auf  dem  Konvergenzkreise  keine  andre  Singularität  vor- 
handen als  ein  einfacher  Pol,  der  zufolge  dem  ersten  Teile  des  Satzes 
von  Lecomu  notwendigerweise  u  ist. 

6.  Frage. 

408.  Es  liege  ein  arithmetischer  Ausdruck  F(x)  vor,  der  in 
einem  bestimmten  zusammenhängenden  Bereiche  C  eine  analytische 
Funktion  f(x)  darstellen  möge.  Ist  c  ein  Punkt  innerhalb  C,  so  hat 
man: 
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f(c)^F{c),    fr\e)  =  F(%c)        (r  =  l,2,...), 
mitliiii  für  jeden  Punkt  x  einer  bestimmten  Umgebung  von  c: 

OD  OD 

fi?') =2^mc)ix  -  cr=^^F^r)(c){x  -  cy. 

Ist  c  dagegen  ein  singulärer  Punkt  von  f(x),  so  können  folgende 
Fälle  eintreten: 

a)  F(x)  und  seine  Ableitungen  sind  in  dem  Punkte  c  nicht  end- 
lich oder  nicht  bestimmt; 

b)  F{x)  und  seine  Ableitungen  sind  zwar  endlich  und  bestimmt^ 
aber  die  Reihe: 

OD 

(1)  ^L^F(r\c){x-Cy 

r  =  0 

hat  den  Konvergenzradius  Null. 

c)  Die  Reihe  (1)  hat  einen  von  Null  verschiedenen  Konvergenz- 
radius. In  diesem  Falle  ist  aber  für  die  zugleich  im  Konvergenz- 
kreise von  (1)  und  im  Existenzbereiche  von  f{x)  liegenden  Punkte  x 
die  Gleichung: 

OD 

r  =  0 

unmöglich. 

Der  erste  Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  c  Pol  eines  der  Glieder  von 
F(x)  ist^). 

Der  zweite  Fall  verwirklicht  sich  unter  gewissen  Umständen 
(vgl.  z.  B.  Art.  392),  wenn  c,  ohne  Pol  eines  Gliedes  von  F{x)  zu  sein, 
Grenzstelle  der  Menge  dieser  Pole  ist.  Es  mag  hier  ein  einfaches 
Beispiel  geboten  werden. 

Ist: 

<» 

(2)  F{x)=^yiir—^, 

worin  a  >  1   ist,  so  sind  die  Pole  von  F{x)  die  Punkte  x  =^ j-^ 

a 

sie  liegen  auf  dem  negativen  Teile  der  reellen  Achse  und  haben  den 

Anfangspunkt  zur  Grenzstelle. 

1)  Wäre  es  Pol  mehrerer  Glieder,  so  könnte  es  eintreten,  daß  sich  die 
bezüglichen  Singularitäten  gegenseitig  aufhöben. 
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Die  Ableitungen  von  F{x)  sind: 

F«W-{-iy.iJ'i(j^^     (.-1,2,...), 

folglich  hat  man: 

SO   daß   die  Funktion  und   ihre   sämtlichen  Ableitungen  im  Anfangs- 
punkte endlich  sind;  femer  ist: 

OD  00 

r=0  r=0 

Nun  hat  man  von  einem  bestimmten  Werte  von  r  an: 

(4)    ^  a'->rS 

mithin: 

l?|(-l)re«'-|=-(/e^==/    >e-, 
und  hieraus: 


Um]/|(-l)-6«''|  =  oo5 

r=<» 

folglich  ist  (Art.  113)  der  Konvergenzradius  von  (3)  Null. 

Aus  dem  gegebenen  Beispiele  läßt  sich  unmittelbar  ein  zweites 
herleiten,  indem  man  in  (2)  a*,  x^  anstatt  a,  x  setzt.  Man  gewinnt 
so  den  arithmetischen  Ausdruck: 

00 

oder  auch: 

seine  Pole  sind  die  Punkte  ^  =  ±  -^ ,  die  auf  der  imaginären  Achse 

a 

liegen,  in  bezug  auf  den  Anfangspunkt  symmetrisch  sind  und  diesen 

als  Grenzstelle  besitzen.     Man  hat: 
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mithin: 

00  OD 

Ä«sO        '  A  =  0 

also: 

ir(«.)(0)  =  (_  iy{2s)l2j  -Äf  =  (-  l)*(2s)Ie«  ,    F(»'+i)(0)  =  0, 


*=o 


^i-F('-)(0)^  =  2(-l)'^"^"5 


r  =  0 


mittels  derselben  Erwägungen  wie  früher  weist  man  nach,  daß  diese 
Reihe  für  jeden  Wert  von  x  divergent  ist. 

Dieses  Beispiel  ist  noch  aus  einem  andern  Gesichtspunkte  be- 
merkenswert. Betrachten  wir  F{x)  als  eine  durch  (5)  gegebene  reelle 
Funktion  der  reellen  Veränderlichen  x,  so  ist  sie  zugleich  mit  allen 
ihren  Ableitungen  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  endlich  und  stetig 
und  dennoch  für  x  =  0  nicht  in  eine  Taylorsche  Reihe  entwickelbar. 
Die  Möglichkeit  eines  solchen  Zusammentreffens,  die  noch  Lagrange 
nicht  zugab,  wurde  bereits  von  Cauchy  und  später  von  Du  Boys- 
Reymond  ins  rechte  Licht  gerückt;  weshalb  es  stattfinden  kann,  zeigt 
ims  deutlich  das  soeben  behandelte  Beispiel.  Richten  wir  unser 
Augenmerk  lediglich  auf  die  reellen  Werte  von  x,  so  werden  wir 
verleitet,  einen  großen  Teil  seines  Variabilitätsbereiches  zu  vernach- 
lässigen, und  es  entgehen  uns  so  sämtliche  außerhalb  der  reellen 
Achse  liegenden  Pole  des  arithmetischen  Ausdrucks.  Gibt  es  daher 
-einen  Punkt  der  reellen  Achse,  der,  ohne  Pol  zu  sein,  GrenzsteUe 
unendlich  vieler  komplexer  Pole  ist,  so  können  in  diesem  Punkte  der 
arithmetische  Ausdruck  und  seine  Ableitungen  endlich  sein,  während 
«die  Entwicklung  in  eine  Taylorsche  Reihe  in  keiner  (auch  nur  linearen) 
Umgebung  desselben  möglich  ist;  und  der  Grund  dieser  Tatsache  wird 
fiich  uns  nur  dann  offenbaren,  wenn  wir  unser  Augenmerk  auf  den 
ganzen  komplexen  Bereich  richten  und  so  gewahr  werden,  daß  jede 
beliebige  (zweidimensionale)  Umgebung  dieses  Punktes  Pole  enthält. 

409.  Durch  eine  kleine  Änderung  des  Ausdruckes  (2)  im  vorigen 
Artikel  können  wir  ein  Beispiel  für  den  dritten  der  in  diesem  Artikel 
angeführten  Fälle  gewinnen. 

Es  sei: 


<1)  Fi^)  =  2 


A=t) 


ÄJ      1  +  a'x' 
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worin  wie  früher  a  >  1  ist.     Die  Pole  von  F{x)  sind  wiederum  die 

Punkte   X  ^ ^^ ;    sie  liegen   auf   dem   negativen    Teile   der   reellen 

a 

Achse  und  haben  den  Anfangspunkt  zur  Grenzstelle.    Es  ist  dann: 


und  somit: 


,A  J*r 


F{0)  -2^- - '- ''  -f ''' W  ==  (-  IX'-I^' ^ "''-  (-  !)''•'«'■"'■' 


AsrO 


(2)  2ä  -^^'^  w  ^ =2  (- 1)"«-""^? 

r=0  r=0 

es  ist  aber: 


1 

—    -a' 


(3)  y !"(- lyc-'•^  -  e   "    <e-% 

also: 

limi/|(-l)'-e-«'";=0, 

und  die  Reihe  (2)  hat  einen  unendlich  großen  Konvergenzradius. 

Es  gibt  aber  keine  Umgebung  des  Anfangspunktes,  in  deren 
sämtlichen  Punkten  die  Ausdrücke  (1),  (2)  denselben  Wert  besitzen. 
Man  nehme  nämlich  irgend  eine  Umgebung  des  Anfangspunktes,  und 
es  sei  —  a~*  einer  der  in  ihr  enthaltenen  Punkte  —a~^,  —  a"^, 
—  a"*,  •  •  •.  In  dem  Punkte  —  a~*  wird  (1)  unendlich,  während  (2) 
den  endlichen  Wert: 


2 

r  =  0 


(_l)r^-a-(_^-*)r  ^^ß"'''«"*''  =  K 


annimmt;  wählt  man  daher  beliebig  eine  positive  Größe  A  größer  als 
\K\,  so  läßt  sich  eine  Umgebung  von  —  a"*  angeben,  in  deren  sämt- 
lichen Punkten  der  absolute  Betrag  von  (2)  kleiner  als  A,  der  absolute 
Betrag  von  (1)  aber  größer  als  X  ist.  Damit  ist  die  Behauptung  be- 
wiesen. 

Um  uns  von  dieser  Tatsache  Rechenschaft  zu  geben,  setzen  wir: 

F{x)  =  F,{x)-F,(x), 

Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Fanktionen.  31 
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wo: 

ist.     Es  ist  dann: 

OB 

OD 

2.;W(0)  =  (-  iyr\^  ^-  -  (-  lyrl  cos  ia^  =  [  (-  lyrlCe»--  +  e-^, 

-(-iyr!'^-«-=^(-lrr!(e-'-e-"'). 
Die  Reihen: 

OD  OB 

haben^  wie  leicht  einzusehen^  den  Eonvergenzradius  Null;  es  fallen 
aber  in  der  Reihe: 

OD  OB 

diejenigen  Teile  der  Koeffizienten  der  Reihen  (4)  weg,  die  dem  Un- 
endlichen zustreben,  so  daß  die  Reihe  selbst  einen  von  Null  verschie- 
denen, ja,  unendlich  großen  Konvergenzradius  besitzt.  Andrerseits 
haben  ebenso  die  Pole  von  F^(x)  wie  diejenigen  von  F^(x)  den  An- 
fangspunkt zur  Gbenzstelle;  sie  können  sich  aber  nicht  gegenseitig  aof- 
heben,  da  sie  verschieden  sind.  Die  Existenz  dieser  Pole  zeigt  uns,  daB 
F(x)  in  keiner  Umgebung  des  Anfangspunktes  in  eine  Tajlorsche  Reihe 
entwickelbar  ist,  während  uns  das  gelegentliche  Fortfallen  gewisser 
Glieder  in  den  Koeffizienten  erklärt,  wie  es  vorkommen  kann,  daß  die 
dem  Anfangspunkte  entsprechende  Taylorsche  Entwicklung  einen  von 
Null  verschiedenen  Konvergenzradius  besitzt 
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f  Auch  hier  können  wir  ein  weiteres  interessantes  Beispiel  ge- 
winnen^  wenn  wir  in  (1)  «',  x^  anstatt  a,  x  setzen.  Wir  erhalten  so 
den  Aasdmck: 

dessen  Pole  die  Punkte  x^  ±^  -^  sind;  sie  liegen  auf  der  imaginären 

a 

Achse  und  haben  den  Anfangspunkt  zur  Grenzstelle.     Man  erhält  in 

diesem  Falle: 

i?'(0)  =  e-\     Fi^^O)  =  (-  iy(2s)\e-^^\     jp(2'+i)(0)  =  0, 

QO  00 

2'ii^(-)(o)af =2  (- 1)-«-''"^*'^  fi^y, 

r=0  «=ü 

diese  Reihe  ist  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  konvergent,  aber  es 
gibt  keine  Umgebung  des  Anfangspunktes,  in  deren  sämtlichen  Punkten 
F(x)  —  g)(x)  =  0  wäre. 
Beachtet  man,  daß: 

<p(0)  =  -F(O),       <p('')(0)  =  -F('-)(0) 

ist,  so  kann  man  weiter  schließen,  daß  der  arithmetische  Ausdruck: 

tix)  ^  F{x)  -  fp{x) 

im  Anfangspunkte   zugleich   mit   allen   seinen   Ableitungen  Null   ist, 
ohne  jedoch  identisch  zu  verschwinden. 


31* 
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Fortsetzung    (analytische)    nach    Borel 

338. 
Funktion  (assoziierte)  326. 

—  (erzeugende)  871. 
Funktionen  (analytische)  109. 

—  (der  Punkte  eines  Bereichs)  51. 

—  (eindeutige  analytische)  109. 

—  (einfache  ganze)  158.  ^2 

—  (ganze)  148. 

—  (ganze  transzendente)  148. 

—  (gebrochene  transzendente)  211. 

—  (Hadamardsche)  168. 

—  (halbganze)  310.  311; 
*-  (halbmeromorphe)  812. 

—  (holomorphe)  148! 

—  (mehrdeutige)  109. 

—  (meromorphe)  211. 

—  (nicht  eindeutige)  109. 

—  (primitive)  157. 

—  (reguläres  Verhalten  der)  109. 

—  (reziproke)  114. 


Ecke  (eines  Sternes)  352.  Gattung  (einer  Menge)  3. 

Eindeutigkeit  (nach  Borel)  342.  Gaußscher    Satz   (Fundamentalsatz   der 

Einheitskreis  313.  Algebra)  133. 

Einhüllende  (einer  Reihenfamilie)  408.  Genre  157. 

Element   (einer  analytischen  Funktion)  Grad  (einer  algebraischen  Zahl)  15. 

109.  Grenze  (obere,  untere)  51. 

Erzeugungsprinzipe  36.  Grenzexponent  228. 

Eulersche  Formel   für   den  Zusammen-  Grenzstelle  2. 
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Hadamardsche  Funktionen  158. 
Häufnngsstelle  2. 
Hauptteil  119.  128. 
Hemmangsprinzip  38.  39. 
Höhe  157.  158. 

Index  306.  311. 

—  (i-,  fi-,  v)  228.  229.  230.  291.  292. 
Integral  (einer  Potenzreihe)  86. 

Jensenscher  Satz  207. 

Kardinalzahl  5. 

—  K  21. 

Klasse  (einer  ganzen  Funktion)  158. 
Klassen  (von  transfiniten  Zahlen)  37. 
Kontinuum  4. 

Konvergenz  (gleichmäßige)  58. 
Konvergenzbereich  137. 
Konvergenzexponent  228.  229. 
Konvergenzkreis  61. 
Konvergenzradius  61. 
Konvergenzzahlen  155. 

Laurentscher  Satz  126. 
Linien  (singulare)  312. 
Logarithmen  (hyperbolische  oder  natür- 
liche) 94.  99. 
Lücken  312. 
Lückenfunktionen  313. 

Mächtigkeit  5. 

—  (des  Kontinunms)  17.  18.  20. 

—  (erste)  12. 

—  (größere,  kleinere)  11.  12. 
Maximaltypus  230. 

Maximum  (einer  Funktion)  52.  101. 
Mengen  1. 

—  (abgeschlossene)  4. 

—  (abzählbare)  8. 

—  (endliche)  2. 

—  (in  sich  dichte)  4.        ^ 

—  (isolierte)  4. 

—  (perfekte)  4. 

—  (stetige)  4. 

—  (überall  dichte)  4. 

—  (unendliche)  2. 

—  (zusammenhängende)  4. 
M-Entwicklungen  374. 
M-Funktionen  374.  375. 
Minimaltypus  230. 

Minimum  (einer  Funktion)  52.  101. 

Mittag-Leiflerscher  Satz  für  Funktionen 
mit  unendlich  vielen  singulären 
Punkten  irgendwelcher  Art  215. 


Mittelpunkt  (eines  Steimes)  35&. 

Mittelwert  75. 

Multiplikation  (der  Mengen)  6. 

—  (der  Ordnungstypen)  29. 

Newtonsche  Formeln  285. 
Nonnalfunktionen  158. 
Normaltypus  230. 
Nullstellen  120, 

Ordnung  229.  230.  288. 

—  (einer  Nullstelle)  120. 

—  (eines  Poles)  119. 
Ordiixmgstypus  28. 
Ordnungszahl  29. 

—  CO  35. 

—  Ä  38. 
Ordre  229. 

—  apparent  230. 

—  r^el  228. 

Permanenz  der  analytischen  Beziehungen 

111. 
Picardsche  Sätze  293. 
Poincar^scher  Satz  für  ganze  Funktionen 

269. 
Pole  118. 
Polynome  60. 
Potenz  (einer  Menge)  7. 
Potenzreihen  60. 

—  (gleichsinguläre)  376. 

—  (transformierte)  103. 
Primfaktoren  157. 

Produkt  (zweier  analytischer  Funktionen) 

112. 
^—  (zweier  Mengen)  6. 

—  (zweier  Ordnungstypen)  29. 

Punkt  (außerwesentlich  singulärer)  118. 

—  (isolierter  singulärer)  128. 

—  (nicht  absolut  singulärer)  347. 

—  (singulärer)  108.  109. 

—  (wesentlich  singulärer)  118. 

Quotient  (zweier  analytischer  Funktionen) 
114. 

Rang  157.  158. 

Reihen  (eigentlich  divergente)  423. 

—  (einfach  unbestimmte)  326. 

—  (geordnete)  28. 

—  (w-fach  unendliche)  365. 

—  (summierbare)  326.  328. 

—  (wohlgeordnete)  28. 
Rollescher  Satz  179. 
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Schnitt  Odlnstlicher)  839. 
--  (natOrlicher)  841. 
Schwankung  62. 
Stern  852. 

—  (umschriebener)  354. 
Stetigkeit  68. 

—  (Satz  von  der  gleichmäßigen)  54. 
Summe  (einer  divergenten  ßeihe)   826. 

828. 

—  (zweier  analytischer  Funktionen)  112. 

—  (zweier  Mengen)  6. 

—  (zweier  Ordnungstypen)  29. 
Summierbarkeitspolygon  888. 

Tangente  (längs  eines  Berührungspoly- 
noms) 408. 


Taylorsche  Reihe  100. 
Teilmenge  2. 
Typus  280. 

Umgebung  1. 
ünendlichkeitspunkte  118. 
Unstetigkeitslinien  812. 

Terbindungsmenge  6. 
Yereinigungsmenge  6. 

Wachstum  288. 
Weierstraßscher  Hilfssatz  83. 
—  Satz  164. 

Zahlen  (transfinite)  28.  29. 


Namenregister. 


Die  Zahlen  geben  die  Seiten  des  Buches  an. 


Abel  117.  319.  486.  496. 
Agnola  (dell')  228.  849.  376. 

484.  602. 
Amigues  484. 
Appell  178.  484. 
Arcai8(d')  128.189.  484. 
Archimed  499. 
Arone  (d')  812.  484. 
Arzelä  88.  484. 
Ascoli  484. 

Bagnera  228.  502. 

Baire  484.  602. 

Barnes  228.  319.  484.  502. 

Bassi  174.  228.  484. 

Beckman  484. 

Bendixson  485. 

Bernstein  1.  10.  12.  486. 

Bertini  131. 

Bettazzi  5.  485.  502. 

Betti  154.  485. 

Bianchi  61.  485. 

Biasi  485. 

Biehler  485. 

Biermann  61.  485. 

Bindoni  1.  485. 

Boggio  602. 

Bohlmann  489. 


Bois-B^ymond   (du)   480. 

485.  492. 

Borel  1.  12.  51.  157.  228. 

230.  298.  294.  301.  806. 

319.  826.  880.  834.  888. 

342.  344.  347.  849.  872. 

373.  374.  875.  376.  385. 

395.  396.  410.  485.  486. 

490.  491.  496.  502.  503. 

506.  507. 
Bortolotti  1.  66.  228.  486. 

502. 
Boutroux  228. 258. 276. 291. 

486.  502. 

Bucca  212.  349.  486. 
Bukrejef  228.  486.  502. 
Burali-Forti  5.  486.  487. 
Burkhardt  51.  487. 

Cantor  6.  6.  8.  10.  12,  36. 

48.  289.  486.  487.   488. 

489.  491.  493.  499.  500. 

601.  507. 
CapeUi  52.  891. 
Casorati  130. 131. 174.  212. 

487. 
Gauchy  63.  293.  819.  440. 

441.  468.  480.  501. 


Cayley  312.  487. 
Cazzaniga  178.   298.  487. 

488. 
Cesaro  95.  124.  186.  160. 

168.  174.  229.  282.  246. 

319.  826.  420.  428.  466. 

488. 
Chelini  488. , 
Chessin  396.  488. 
Coufein  212.  488. 
Couturat  488.  502. 
Cranz  488. 

Dalwigk  83.  488.. 
Davidoglou  502. 
•Dedekind  488.  501.  502. 
Desaint  174. 188.  228.  298. 

376.  396.  488. 
Desaints  349.  488. 
Descartes  181.  248. 
Dickstein  488. 
Dianes  896.  602. 
Dillner  488. 
Dini  164.  212.  488. 
Dirichlet  606. 
Dunan  1.  488, 

Emch  502. 
EnestrOm  488. 
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Euler  132. 163. 160. 161.  801. 

328.  400.  493. 
Evellin  1.  488. 

Faber  849.   376.   396.  488. 

489.  602. 
Fabry  228.   334.   347.  376. 

396.  410.  440.  489. 
Parkas  293.  489. 
Fatou  396.  602.  603. 
Fejer  819.  608. 
Forsyth  51.  489. 
Foußt  61.  489. 
Fourier  498.  600.  602. 
Franel  489. 
Frechet  503. 
Fredholm  812.  349. 371. 489. 

495. 
Frenzel  212.  489. 
Fuchs  313. 

Galdeano  489. 
GaWani  319.  503. 
Garibaldi  489. 
Gauß  133.  149.  153. 
Gavrilovitch  489.  503. 
Gazzaniga  173.  489. 
Genoccbi  489. 
Gerbaldi  487.  489. 
Gillet  312.  489. 
Girot  486. 
Giudice  489. 
Gmeiner  503.  506. 
Gonrsat  207.  212.  228.  312. 
334.  349.  489.   495.   603. 
Guichard  490. 
Gundersen  1.  490. 
Gutberiet  490. 
Gntzmer  76.  490. 

Hadamard  63.  67.  168.  228. 

319.  334.  349.  376.  385. 

392.  395.  396.  897.  398. 

440.  441.  458.  464.  484. 

485.  486.  490.  491.  492. 

493.  497.  499.  601.  503. 
Hannequin  490. 

Hanni  349.  490.  503. 
Hardy  228    319.  380.  603. 
HarknesB  51.  490.  495. 
Hamack  490. 
Hausdorff  1.  490.  503. 
Hayashi  228.  503. 
Heine  507. 
Hermite  51.  174.  212.  490. 

494.  500. 

Hilbert  349.  861.  490.  607. 


Hin  228.  834.  503.  604,, 
Holder  131.  490. 
Holzmüller  143. 
Homän  812.  491. 
Hambert  504. 
Hurwitz  51.  174.  876.  392. 
491. 

Illigens  491. 

Jaggi  228.  491.  504. 
Jahraus  396.  504. 
Jensen  67.  207.  228.  489. 

491.  505. 
Joachimescu  319.  491. 
Jordan  491. 
Jourdain  E.  B.  504. 
„        J.  604. 
„        Ph.  E.  B.  604. 
Jürgens  1.  491. 

Kant  488. 

Kerry  491. 

Keyser  1.  491. 

Eilling  491. 

Eluyver  319.  349.  491.  504. 

£och(von)  228.  884.  491. 

504. 
König  396.  491. 
Eoteloff  491. 
Kowalewski  95.  124.  136. 

160.  163.  229.  282.  246. 

420.  428.  465. 
Kraft   228.  291.  292.  298. 

305.  491. 
Krause  212.  491. 
Krygowski  312.  884.  491. 

Lagrange  480. 

Laguerre  157.174.209.488. 

491,  492.  498. 
Landau  293.  294.  504. 
Laplace  495.  506. 
Lasker  396.  492. 
Laurent  P.  A.  75. 117. 126. 

128.  220.  222.  228.  494. 

499. 
Laurent  H.  349.  492. 
Leau  228.   849.  876.  396. 

408.  410.  492.  504. 
Lebesgue  504. 
Lecomu  396.397.476.477. 

492. 
Lerch  144.  312.  319.  396. 

492.  497. 
Levi  1.  48.  492. 
Levi-Civita  228.  492. 


Lewick;y  492.  493, 
Lindelöf  157.  207. 228. 229. 

276.  834.  396.  498.  508. 

504. 
Lindgren  228.  504., 
Lorey  490.  493. 
Loria  493. 
Lugaro  376.  604. 
Lüroth  488.  493. 

Maccaferri  493. 

Maillet  1.  210.  228.  290. 

293.  305.  310.  311.  812. 

819.  493.  494.  504.  5(>5, 

606. 
Malmquist  228.  505. 
Marotte  487. 
Man  174.  494. 
Mattson  605. 
Mellin  228.  494.  605. 
M^ray  396.  494. 
Meyer  A.  67.  494. 
Meyer  F.  494. 
Milesi  494. 
Milhaud  485.  494. 
Mittag-Leffler  75. 174. 211, 

212.  213.  215.  216.  221. 

228.  312.  388.  349.  861. 

352.  372.  373.  374.  396, 

485.  487.  489.  490.  494, 
495,  496.  497.  600.  601, 
503.  604.  605.  506. 

Molk  61.  495.  600. 
Montessus  de  Ballore  (de) 

349.  505. 
Morley  51.  490.  496. 
Mörtel  349.  505. 
Müller  484. 

Netto  495. 
Newton  286. 
Niccoletti  174.  495. 

Oldenburg  319.  495. 
Orlando  228.  505. 
Osgood   51.   83.  849.  396. 
495.  505. 

Pade  819.  495.  496. 
Painlev^  131. 228. 306. 334. 
849.  351.  372.  375,  396, 

486.  496. 
Paolis  (de)  496. 
Pascal  173.  496. 

Peano  487.  489.  496.  506, 
Pellet  228.  505. 
Petersen  51.  207.  228.  496, 
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Petrovitch  22B.  496.  506. 
Phragm^228: 349. 496. 506. 
Picard  178.  298.  294.  805. 

806.  884.  347.   4*86.   490. 

496.497.498.604.606.507. 
Pincherle  61  .•  64.   68.   174. 

212.  805.  319.   376.   879. 

885.  892.  497.   501.   505. 
Pizzarello  174.  497. 
Poincarö  157.  228.  269.  812. 

313.  317.  318.   319.   325. 

338.  342.  495.   497. 
Poisson  508. 
Pomey  497. 

Pompeiu  384.  896.  497.  505. 
Porter  505. 
Pringsheim  63.  75. 122. 131. 

148.  157.  228.   280.   278. 

396.  410.  411.   432.   497. 

498.  501.  605. 
Pazeborsky  312.  498. 
Pnzyna  (von)  51.  158.  349. 

498.  506. 

Raaj  (Janssen  van)  498. 
Radelfinger  349.  506. 
Re  (del)  506. 
BemoundoB  228.  293.  498. 

505.  506. 
Benanx  349.  498. 
Riemann  490.  500.  508. 
Riesz  506. 
Riquier  498. 

RoHe  179.  180.  182.  185. 
Roy  (le)  319.  327.  896.  498. 

499.  500. 

Runge   88.  349.    350.    351. 

372.  499. 
Russell  1.  499.  606. 


Schaper   (von)    157.    158. 

228.  229.  280.  298.  499. 
Scheeffer  75.  499. 
Schepp  488.  489.  500. 
Schering  173.  212.  499. 
Schlömilcli  148. 
Schoenflies  1.  499.  606. 
Schotfcky  298.  506. 
Schon  228.  499. 
Schröder  10.  143.  499. 
Schwarz  499. 
S^guier  (de)  506. 
Seidel  143. 

Servant  819.  396.  499. 
Severini  83.  499.  506. 
Sibirani  506. 
Sigma  228.  506. 
Sleschensky  499. 
Sparre  (de)  174.  197.  199. 

49^». 
Stäckel  173. 174.  312.  896. 

499. 
Stielijes  312.  396.  500. 
Stolz  396.  500.  603.  506. 
Störmer  228.  506. 
Strauß  506. 

Tannery  J.   51.   143.  495. 

500. 
Tannery  P.  48.  500. 
Taylor  100.  101.  434.  440. 

480.  482.  486.  488.  489. 

490.  492.  493.  494.  495. 

496.  498.  499.  502.  503. 

504. 
Teixeira  312.  500. 
Thomae  51.  500. 
Thomä  319.  396.  500. 
Thue  506. 


Timtschenko  5*1.  500. 
.  Toflfoletti  228.  500. 

Yeltmapn  500. 
Veronese  491.  499.  600. 
Vincent  499.  500. 
Vitali  212.  349.  500.  506. 
Viterbi  212.  500. 
Vivanti  1.  8.  27.  61.  68.  89. 

131.  174.  228.  319.  396. 

487.  497.  500.  501. 
Vleck  (van)  63.  501. 
Volpi  501. 
Volterra  349.  501. 

Walter  63.  501. 
Weierstraß  75. 88. 114. 130. 

143.  153.  155.  169.  160. 

167.  173.  174.  212.  213. 

215.  219.  221.  227.  233. 

312.  314.  338.  351.  400. 

411.  414.  455.  487.  488. 

495.  496.  497.  501.  503. 

504.  506.  507. 
Whitehead  1.  501.  507. 
Whittaker  607. 
Wigert  228.  501.  507. 
Wiman  228.  273.  276.  349. 

507. 
Witting  174.  501. 
Woronoi  319.  501. 

Toung  507. 

Zenon  500. 

Zermelo  1.  lÖ.  501.  507. 

Zoccoli  501. 

Zoretti  396.  507. 


Zu  verbessern: 

S.  298  Z.    3  y.  u.  632  b  statt  632  ter. 

S.  884  Z.    2  V.  u.  571a      „      671  bis. 

S.  349  Z.  14  y.  u.  644  a      „      644 bis. 

Z.  12  y.  u.  602a      ,,      602 bis. 
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p.  p. 

Meinen  umfangreichen  Verlag  auf  dem  Gebiete  der  Mathematisohen, 
der  Technischen  und  Naturwissenschaften  nach  allen  Eichtungen  hin 
weiter  auszubauen,  ist  mein  stetes  durch  das  VertrauiBn  und  -Wohlwollen 
zahlreicher  hervorragender  Vertreter  obiger  Gebiete  von  Erfolg  begleitetes 
Bemühen,  wie  mein  Verlagskatalog  zeigt,  und  ich  hoffe,  daß  bei  gleicher 
Unterstützung  seitens  der  Gelehrten  und  Schulmänner  des  In-  und  Auslandes 
auch  meine  weiteren  Unternehmungen  Lehrenden  und  Lernenden  in  Wissen- 
schaft und  Schule  jederzeit  förderlich  sein  werden.  Verlagsauerbieten  ge- 
diegener 'Arbeiten  auf  einschlägigem  Gebiete  werden  mir  deshalb,  wenn 
auch  schon  gleiche  oder  ähnliche  Werke  über  denselben  Gegenstand  in 
meinem  Verlage  erschienen  sind,  stets  sehr  willkommen  sein. 

Unter  meinen  zahlreichen  Unternehmungen  mache  idi  ganz  besonders 
auf  die  von  den  Akademien  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Leipzig, 
München  und  Wien  herausgegebene  Encyklopädie  der  Mathematischen 
ü^issenschaften  aufmerksam,  die  in  7  Bänden  die  Arithmetik  und  Algebra, 
die  Analysis,  die  Geometrie,  die  Mechanik,  die  Physik,  die  Geodäsie  und 
Geophysik  und  die  Astronomie  behandelt  und  in  einem  Schlußband 
historische,  philosophische  und  didaktische  Fragen  besprechen  wird.  Eine 
französische  Ausgabe,  von  französischen  Mathematikern  besorgt,  hat  zu 
erscheinen  begonnen. 

Weitester  Verbreitung  erfreuen  sich  die  mathematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen Zeitschriften  meines  Verlags,  als  da  sind:  Die  Mathe- 
matischen Annalen,  die  Bibliotheca  Mathematica  (Zeitschrift  für  Ge- 
schichte der  Mathematischen  Wissenschaften),  das  Arohiv  der  Mathematik 
und  Physik,  der  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker -Vereini- 
gung, die  Zeitschrift  für  .  Mathematik  und  Physik  (Organ  fär 
angewandte  Mathematik),  die  Zeitschrift  für  mathematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen Unterricht,  die  Mathematisch -naturwissenschaft- 
lichen Blätter,  femer  Natur  und  Schule  (Zeitschrift  f&r  den  gesamten  natur- 
kundlichen Unterricht  aller  Schulen),  die  Geographische  Zeitschrift  u.  a. 
Seit  1868  veröflFentliche  ich:  „Mitteilungen  der  Verlagsbuchhandlung 
B.  G.  Teubner**.  Diese  jährlich  zweimal  erscheinenden  „Mitteilungen",  die 
unentgeltlich  in  30000  Exemplaren  sowohl  im  In-  als  auch  im  Auslande 
von  mir  verbreitet  werden,  sollen  das  Publikum,  das  meinem  Verlage 
Aufinerksamkeit  schenkt,  von  den  erschienenen,  unter  der  Presse  befindlichen 
und  von  den  vorbereiteten  Unternehmungen  des  Teubnerschen  Verlags  in 
Kenntnis  setzen  und  sind  ebenso  wie  das  bis  auf  die  Jüngstzeit  fortgeführte 
Ausführliche  Verzeichnis  des  Verlags  von  B.  G.  Teubner  auf  dem 
Gebiete  der  Mathematik,  der  Technischen  und  Naturwissenschaften 
nebst  Grenzgebieten,  100.  Ausgabe  [XLVIII  u.  272  S.  gr.  8],  in  allen  Buch- 
handlungen unentgeltlich  zu  haben,  werden  auf  Wunsch  aber  auch  unter 
Kreuzband  von  mir  unmittelbar  an  die  Besteller  übersandt. 

Leipzig,  Poststraße  3.  B.   G.  TeulJney^le 


Verlag  Yon  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 

Abel,   Niels  Henrik,   CEuvres  completes.     Nouvelle  edition  publiee 

auK    frais    de    TEtat    Norvegien    par    MM.    L.    Sylow    et   S.  Lie. 

2  tomes.     4.     1881.     geh.  n.  JL  24.— 

Tome  preinier  [Vm  u.  621  S.],  contenant  les  m^moires  publi^s  par  Abel. 

Tome  second  [IV  u.  341  S.],  contenant  les  memoires  posthumes  d'Abel. 

Biennann,  Dr.  Otto,  Professor  an  der  k.  k.  Technischen  Hochschule  zu 
Brunn,  Elemente  der  höheren  Mathematik.  Vorlesungen  zur 
Vorbereitung  des  Studiums  der  Differentialrechnung,  Algebra  und 
Funktionentheorie.  [XU  u.  382  S.]  gr.  8.  1895.  geh.  n.  JC  10.— , 
in  Leinwand  geb.  n.  .^11. — 

— —  Theorie  der  analytischen  Funktionen.  [X  u.  452  S.] 
gr.  8.    1887.    geh.  n.  ./^  12.80,  in  Leinwand  geb.      n.  JL  14. — 

Böcher,  Maxime,  Professor  an  der  Harvard -Universität  zu  Cambridge, 
Mass.,  V.  St.  A.,  über  die  Reihenentwickelungen  der  Poten- 
tialtheorie. Mit  einem  Vorwort  von  Felix  Klein.  Mit  113 
Figuren  im  Text.  [VIH  u.  258  S.]  gr.  8.  1894.  geh.        n.  c/Ä  8.— 

Borkliardt,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Universität  Zürich,  Entwicklungen 
nach  oszillierenden  Funktionen.  Bericht,  erstattet  der  Deutschen 
Mathematiker -Vereinigung.  A.  u.  d.  T.:  Jahresbericht  der 
Deutschen  Mathematiker -Vereinigung.  X.  Band.  11.  Heft.  1.  Lief. 
[176  S.]  gr.8.  1901.  geh.  n.  JK  5 .  60.  2.  Lieferung.  [S.  177— 400.] 
gr.  8.    1902.   geh.  n.  JC  7.60.    3.  Lieferung.  [S.  401—768.]  gr.  8. 

1903.  geh.  n.  JC  12.40.    4.  Lieferung.     [S.  769—1072.]    gr.  8. 

1904.  geh.        n.    JC    10. —       [SchluÄ-Lieferung  unter  der  Presse.] 

Dini,  ülisse,  Professor  an  der  Universität  Pisa,  Grundlagen  für 
eine  Theorie  der  Funktionen  einer  veränderlichen  reellen 
Größe.  Mit  Genehmigung  des  Verfassers  deutsch  bearbeitet  von 
Geh.  Hofrat  Dr.  Jacob  Lüroth,  Professor  in  Freiburg  i.  B.,  und 
Adolf  Schepp,  weiland  Oberleutnant  a.  D.  in  Wiesbaden.  [XVIll 
u.  554  S.]    gr.  8.   1892.  geh.  n.  J![  12 .  — ,  in  Leinw.  geb.  n.  Jü  13  .  — 

Dnr^ge,  Dr.  H.,  weiland  Professor  an  der  Universität  Prag,  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen.  Versuch  einer  elementaren  Dar- 
stellung. 4.  Auflage.  Mit  32  Holzschnitten  im  Text.  [VIII  u.  394  S.] 
gr.  8.   1887.  geh.  n.  JC  9. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  JC  10. — 

[Neubearbeitung  von  L.  Maurer  unter  der  Fresse.] 

— ' Elemente  der  Theorie  der  Funktionen  einer  kom- 
plexen veränderlichen  Größe.  Mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  Schöpfungen  Eiemanns.  4.  Auflage.  [X  u.  300  S.]  gr.  8.  1893. 
geh.  n.  c/Ä[  6 .  80,  in  Leinwand  geb.  n.  c^  7  .  80. 

[Neubearbeitung;  yon  L.  Maurer  unter  der  Presse.] 

Frioke,  Dr.  Robert,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Braun- 
schweig,  und  Geh.  Regierungsrat  Dr.  Felix  Klein,  Professor  an  der 
Universität  Göttingen,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der 
automorphen  Fuiiktionen.  In  2  Bänden.  L  Band:  Die  gruppen- 
theoretischen Grundlagen.  Mit  192  Figuren  im  Text.  [XIV  u. 
634  S.]     gr.  8.     1897.     geh.  n.  JL  22. — 
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Frioke,  Dr.  Robert,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Braun- 
schweig, und  Geh.  Regierungsrat  Dr.  Felix  Klein,  Professor  an  der 
Universität  Göttingen,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der 
automorphen  Funktionen.  In  2  Bänden.  II.  Band:  Die 
funktionentheoretischen  Ausführungen  und  die  Anwen- 
dungen. 1.  Hälfte:  Engere  Theorie  der  automorphen  Funk- 
tionen.    Mit  34  Figuren  im  Text.     [282  S.]     gr.  8.     1901.  geh. 

n.  JL   10.— 

Harkness,  J.,  Professor  am  College  zu  Bryn  Mawr,  elliptische 
Funktionen,     gr.  8.     In  Leinwand  geb.      [in  Vorbereitung.] 

Hamack,  Dr.  Axel,  weiland  Professor  der  Mathematik  am  Polytech- 
nikum zu  Dresden,  die  Grundlagen  der  Theorie  des  logarith- 
mischen Potentiales  und  der  eindeutigen  Potentialfunk- 
tionen in  der  Ebene.  [IVu,158S.]  gr.  8.  1887.  geh.  n.  .^  4 .  20. 

Hensel,  Dr.  Kurt,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Mar- 
burg a.  L,,  und  Dr.  Georg  Landsberg,  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  Breslau,  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
einer  Variabein  und  ihre  Anwendung  auf  algebraische 
Kurven  und  Abelsche  Integrale.  Mit  vielen  Figuren  im  Text. 
[XVI  u.  708  S.]     gr.  8.     1902,     In  Leinwand  geb.     n.  A  28.— 

Inhalt:  I.  Teil:  Ausbreitung  der  algebraiflohen  Funktionen  auf  der  Biemannschen 
Fl&che.  II.  Teil:  Der  Körper  algebraischer  Funktionen.  ILL  Teil:  Die  algebraischen  Divisoren 
und  der  Biemann-Bochsche  Satz.  IV  Teil:  Die  algebraischen  Kurren  oder  Gebilde.  V.Teil: 
Die  Klassen  algebraischer  Gebilde.  VI.  TeÜ:  Algebraische  Belationen  zwischen  Abelschen 
Integralen.    Anhang.    Sachregister. 

Klein,  Geheimer  Regierungsrat  Dr.  Felix,  Professor  an  der  Universität 
Göttingen,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptische 
Modul funktionen.  Ausgearbeitet  und  vervollständigt  von  Dr. 
Robert  Fricke,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Braun- 
schweig. 2  Bände.  Mit  Figuren  im  Text.  gr.  8.  geh.  Jeder  Band  n.  ./Ä[  24 .  — 
Einzeln:    I.  Band.     Grundlegung  der  Theorie.     [XX  u.  764  S.]     1890. 

n.     —        Fortbildung  und  Anwendung   der  Theorie.     [XV 
u.  712  S.]     1892. 

— ^—  über  Riemanns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
und  ihrer  Integrale.  Eine  Ergänzung  der  gewöhnlichen  Darstellung. 
Mit  Figuren  im  Text.  [Vm  u.  82  S.]  gr.  8.  1882.  geh.  n.  A  2.40. 
autographierte  Vorlesungshefte.     4.     geh. 


III,  über  die  hypergeometrische  Funktion. 

569  Seiten  (W.-S.  1893'94)  n.  JC  ^,— 
V.  Riemannsche  Flächen. 

Heft  1,  264  Seiten  (W.-S.  1891/92)  U.,,^^„,^„  „    ^  .o 
Heft  2;  262  Seiten  (S.-S.  1892)^        {zusammen  n.  JC  12.- 

Koenigsberger,  Geheimrat  Dr.  Leo,  Professor  an  der  Universität 
Heidelberg,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  nebst  einer  Einleitung  in  die  allgemeine  Funktionen- 
lehre. Mit  62  Holzschnitten  im  Text.  2  Teile,  gr.  8.  1874. 
geh.  n.  JL  21.60. 

Einzeln:    T.  Teil.    [VUI  u.  431  S.J  n.  JC  14.— 

n.    —       [Vn  u.  219  S.]  n.  JL  7.60. 
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Krazer,  Dr.  Adolf,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Karls- 
ruhe, Lehrhjich  der  Thetafunktionen.  Mit  10  Figuren  im  Text. 
[XXIV  u.  512  S.]  gr.8.    1903.     In  Leinwand  geb.      n.  'c£  24.— 

NeTUnann,  Geh.  Hofrat  Dr.  Carl,  Professor  an  der  Universität  .Leipzig, 
Vorlesungen  über  ßiemanns  Theorie  der  Abelschen  In- 
tegrale. 2.,  vollständig  umgearbeitete  und  wesentlich  vermehrte 
Auflage.  Mit  zahlreichen  Holzschnitten  im  Text  und  1  Hthogr. 
Tafel.     [XIV  u.  472  S.]     gr.  8.     1884.     geh.  n.  JL  12.— 

über  die  nach  Kreis-,  Kugel-  und  Zylinderfunktionen 

fortschreitenden  Entwicklungen,  unter  durchgängiger  Anwen- 
dung des  Du  Bois-Reymondschen  Mittelwertsatzes.  [Vm  u.  104  S.] 
gr.  4.     1881.     geh.  n.  JL  7.20. 

Nenmann,  Dr.  Franz,  weiland  Professor  der  Physik  und  Mineralogie 
an  der  Universität  Königsberg,  Beiträge  zur  Theorie  der 
Kugelfunktionen.  L  und  H.  Abteilung.  (In  1  Band.)  [156  S.] 
gr.  4.     1878.  geh.  n.  ./*[  8.— 

— ^-^-^ —  Vorlesungen  über  mathematische  Physik,  gehalten  an 
der  Universität  Königsberg.  Herausgegeben  von  seinen  Schülern  in 
zwanglosen  Heften.  VI.  Heft:  Vorlesungen  über  die  Theorie 
des  Potentials  und  der  Kugelfunktionen.  Herausgegeben 
von  Geh.  Hofrat  Dr.  Carl  Neumann,  Professor  der  Mathematik 
an  der  Universität  Leipzig.  Mit  Figuren  im  Text.  [XVI  u.  364  S.] 
gr.  8.     1887.     geh.  n.  JL  12.— 

Nielsen,  Dr.  Niels,  Privatdozent  in  Kopenhagen,  Inspektor  des  mathe- 
matischen Unterrichts  an  den  Gymnasien  Dänemarks,  Handbuch 
der  Theorie  der  Zylinderfunktionen.  [XIV  u.  408  S.J  gr.  8. 
1904.     In  Leinwand  geb.  n.  JL  14. — 

Handbuch    der   Theorie    der   Gammafunktion.      [X  u. 

326  S.]     gr.  8.     1906.     In  Leinw.  geb. 

Osgood,  W.  F.,  Professor  an  der  Harvard-Universität,  Cambridge,  Mass., 
V.  St.  A.,  Lehrbuch  der  Funktionentheorie.  In^  Bänden.  I.Band 
[ca.  480  S.]     gr.  8.     In  Leinwand  geb.    [Bisoheint  Ende  i905.] 

Prillgslieini,  Dr.  Alfred,  Professor  an  der  Universität  München,  Vor- 
lesungen über  Zahlen-  und  Funktionenlehre.  (Elementare 
Theorie  der  unendlichen  Algorithmen  und  der  analytischen  Funk- 
tionen einer  komplexen  Veränderlichen.)  I.  Band:  Zahlenlehre 
n.  Band:  Funktionenlehre.  gr.8.  In  Leinwand  geb.  [in  Vorbereitung.] 

Ransenberger,  Dr.  Otto,  Professor  an  der  Musterschule  zu  Frankfurt  a.  M., 
Lehrbuch  der  Theorie  der  periodischen  Funktionen  einer 
Variabein  mit  einer  endlichen  Anzahl  wesentlicher  Dis- 
kontinuitätspunkte nebst  einer  Einleitung  in  die  »l.lge- 
meine  Funktionentheorie.  Mit  Figuren  im  Text.  [VIII  u. 
476  S.]      gr.8.     1884.     geh.  n.JK  10.80. 

Riemann,  Bemhard,  gesammelte  mathematische  Werke  und 
wissenschaftlicher  Nachlaß.  Herausgegeben  unter  Mitwirkung  von 
Richard  DedeVind  und  Heinrich  Weber.  2.  Auflage,  bearbeitet 
von  Heinrich  Weber.  Mit  dem  Bildnis  Riemanns.  [X  u.  558  S.] 
gr.  8.     1892.     geh.  n.  JL  18.— 
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Riemann,    BeriniKni^^lS,2SP?.''018  .atische  Werke   und 

wissenschaftlicher  Nachlaß.  Nachträge,  herausgegeben  von  M. 
Noe'th  er,  Professor  an  der  Universität  Erlangen,  und  W.  Wirtinger, 
Professor  an  der  Universität  Wien.  Mit  9  Figuren  im  Text.  [Vm 
u.  116  S.]    gr.  8.    1902.    geh.  n.  J(  6.— 

Vorlesungen  über  elliptische  Funktionen.  Mit  Zu- 
sätzen herausgegeben  von  Dr.  Hermann  Stahl,  Professor  an  der 
Universität  Tübingen.  Mit  20  Figuren  im  Text  [VIII  u.  144  S.] 
gr.  8.     1899.     geh.  n.  A  5.60. 

RoBt,  Dr.  Georg,  Professor  an  der  Universität  Würzburg,  Theorie 
der  Riemannschen  Thetafunktion.  [IV  u.  66  S.]  gr.  4.  1902. 
geh.  n.  «/^  4. — 

SolLOenflies ,  Dr.  Artlmr,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität 
Königsberg  i.  Pr.,,die  Entwickelung  der  Lehre  von  den 
Punktmannigfaltigkeiten.  Mit  Figuren  im  Text.  A.  u.  d.  T.: 
Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung.  VIII,  2. 
[VI  u.  251  S.]     gr.  8.     1900.     geh.  n.  A  S,— 

Stahl,  Dr.  Hermanil,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität 
Tübingen,  Theorie  der  Abelschen  Funktionen.  Mit  Figuren 
im  Text.     [X  u.  354  S.]     gr.  8.     1896.     geh.  n.  A  12.— 

Stolz,  Dr.  0.,  Professor  an  der  Universität  Innsbruck,  und  Dr.  J.  A.  Qmeilier, 
Professor  an  der  deutschen  Universität  Prag,  Einleitung  in  die 
Funktionentheorie.  Zweite,  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage 
der  von  den  Verfassern  in  der  „Theoretischen  Arithmetik'*  nicht 
berücksichtigten  Abschnitte  der  „Vorlesimgen  über  allgemeine  Arith- 
methik*'  von  0.  Stolz.  Mit  21  Figuren  im  Text.  [X  u.  598  S.] 
gr.  8.     1905.     In  Leinwand   geb.  n.  A  15. — 

Auch  in  2  Abteilungen: 

I.  Abteüung.  Mit  10  Figuren  im  Text.  [VIu.  242  S.]  1904.  In  Leinw.  " 

geb.  n.  vÄ:  6.— 

IL  Abteüung.  Mit  11  Figuren  im  Text.  [Vm  u.  S.  243—612.]  1906. 
In  Leinw.  geb.  n.  ^Ü  9, — 

Thomae,  Dr.  J.,  Geh.  Hofrat  und  Professor  an  der  Universität  Jena, 
Sammlung  von  Formeln  und  Sätzen  aus  dem  Gebiete  der 
elliptischen  Funktionen  nebst  Anwendungen.  [IV  u.  44  S.] 
4.     1905.     kart.  n.  A  2.80. 

Vivanti,  6.,  Professor  an  der  Universität  Messina,  Theorie  der 
eindeutigen  analytischen  Funktionen.  Umarbeitimg  unter  Mit- 
wirkung des  Verfassers  deutsch  hrsg.  von  Dr.  A.  Gutzmer,  Professor 
an  der  Universität  Halle  a.  S.  [VI  u.  512  S.]  gr.  8.  1906.  In  Leinw.  geb. 

Wirtinger,  Dr.  Wilhelm,  Professor  an  der  Universität  Wien,  Unter- 
suchungen über  Thetafunktionen.  Von  der  philosophischen 
Fakultät  der  Universität  Göttingen  mit  dem  Beneke- Preise  für 
1895  gekrönt  und  mit  Unterstützung  der  Königl.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  daselbst  herausgegeben.  [VIII  u.  125  S.]  gr.  4. 
1895.     geh.  n.  A  9.— 

iktionen   und   ihre   Integrale,     gr.  8. 

ereitung-l 
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